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NURBS REPREZENTACE KRIVEK
V MAPLE

Abstrakt

Parametrizace kiivek jako NURBS (tj. neuniformni racionalni
B-spliny) patii k modernim postuptim geometrického modelo-
vani. V prispévku je uveden obecny vypocet takovéto repre-
zentace kiivek pomoci matematického programu Maple.
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1 Uvod

Jednim ze zakladnich tkold, které jsou feseny v geometrickém mo-
delovani, je otézka, jak mnozinou bodt v roviné ¢i prostoru prolo-
zit kfivku vhodného tvaru. Vime, Ze takové kiivky muzeme rozdélit
do dvou skupin: na ty, které prochézeji danymi body (interpola¢ni
kiivky), a ty, které sleduji tvar lomené ¢ary spojujici fidici body, tzv.
fidici polygon (aproximacni kiivky). Existuje mnoho metod, jak in-
terpolaci ¢i aproximaci provést. Clanek se zabyva aproximaci pomoci
NURBS.

NURBS je velmi pouZivanym terminem moderni pocita¢ové ge-
ometrie. Uvedme ve struc¢nosti, co zkratka znamena. NURBS jsou
neuniformni racionalni B-spliny. B-spliny jsou segmentované krivky
slozené z obloukti znamych Bézierovych kiivek a spliujici podminky
C? spojitosti. Racionalni B-spliny se od polynomialnich kiivek lisi
v tom, zZe kazdému fidicimu bodu je pfifazen parametr vypovidajici
o jeho vlivu na tvar kfivky. Parametru fikdme vaha a nabyva neza-
pornych realnych hodnot. Cim vétsi je vaha jednoho bodu oproti va-
ham ostatnich bodu, tim vétsi vliv ma bod na tvar kiivky (tim vice
je kiivka ,pfitahovdna“ k tomuto bodu). Racionalni B-spliny jsou
parametrizovany pomoci racionalnich funkci. O neuniformnich racio-
nélnich B-splinech hovorime, kdyz vzdéalenosti mezi body, ve kterych
dojde k napojeni segment (témto bodtim fikdme uzly; posloupnosti,
kterou tvorfi, pak uzlovy vektor), nejsou stejné. Vzdalenosti uzli zde
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myslime rozdil hodnot parametru v NURBS kiivky C(u) v uzlech.
Kdyz jsou vzdalenosti uzla stejné, jednd se o uniformni racionélni
B-spliny.

V ¢lanku je prezentovan vypocet NURBS kfivky podle jeji definice
pomoci matematického programu Maple. Tento vypocet byl sestaven
pro potieby dalsiho zkoumani NURBS kiivek a byl vyuzit pfi vyuce
na FSI CVUT v Praze v ramci volitelného seminaie Geometrie pro
CAD (viz http://marian.fsik.cvut.cz/"linkeova pod odkazem
Geometrie pro CAD.

2 NURBS krivky

V dalsim textu se budu odvolavat na definici uzli a uzlového vek-
toru (1), definici B-spline bazovych funkci (2) a NURBS kiivky (3),
které jsou zafazeny v Gasti 2 ¢lanku [1]. Z&jemctim o problematiku
doporucuji knihu [2] nebo didakticky vhodné zpracované internetové
prednasky [3]. Pfechodem mezi NURBS reprezentaci a tradi¢nimi
parametrizacemi kiivek (Fergusonova kubika, Bézierova kfivka, Co-
onsova kubika) se zabyva ¢lanek [1].

2.1 Vypocet NURBS kiivek pomoci Maple

K tomu, abychom mohli zkoumat vlastnosti NURBS kfivek a s kiiv-
kami dale pracovat, jsme sestavili vypocet v matematickém programu
Maple. Pouzili jsme verzi Maple 8.00, viz [4]. Studenti vySe zminé-
ného seminafe méli za kol ruéné spocitat NURBS kiivky druhého
vyrovnat se s tim, ze bazové funkce i samotné kiivky jsou jinak defi-
nované na ruznych intervalech uzlového vektoru. V Maplu si s timto
faktem poradime pouzitim piikazu piecewise (viz niZe).

Nasledujici vypocet je sestaven pro rovinnou NURBS kiivku C
stupné p uréenou n+ 1 ¥idicimi body P[i], kde i = 0, ..., n. Kazdému
bodu P[i] je pfirazena védha wli]. Uzlovy vektor je oznaden U a ve
vypoctu je uniformni.

Parametry, které mizeme ménit, jsou: pocet fidicich boda n + 1,
poloha a véahy Fidicich bodu PJi], stupeni kiivky p a uzlovy vektor U.
Vliv zmény téchto tvarovacich parametrti na tvar kiivky si ukdzeme
nize v ¢asti 2.2. Pro vypocet prostorové NURBS k¥ivky mutzeme po-
uzit stejny program, provedeme-li drobnou tpravu, a sice pfidame-li
tfeti soutfadnice fidicich bodd a preindexujeme pole s vahami bodi.
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Index koncového tidiciho bodu je oznacen n; pocet fidicich bodi je
n+1.

_ > n:=4:
Ridici body k¥ivky jsou P[if; i={0, 1, ..., n}, pfiéemz prvni dvé
slozky vektoru jsou soutadnice (pracujeme v roving), tieti slozka je

véha.

> P[0]:=([0,0,1]):
> P[1]:=([1,3, 1]) P[2]:=([3,1,12]): P[3]:=([4,5,1]):
> P[4]:=([6,-1,1]1):
Vahy bodi preplseme ‘do pole w, kde wfi] je vaha bodu Pfi].
> for i from O to n do
> wlil :=P[i] [3]
> od:
D je stupeﬁ kfivky.

nops_ Up je pocet slozek uzlového vektoru.

> nops_U:=n+p+2:
Vypocet uzla tak, aby uzlovy vektor byl uniformni — stejné dlouhé
intervaly — a kfivka interpolovala krajni fidici body — z teorie
NURBSi vime, Ze uzlovy vektor musi mit prvnich p+1 slozek

rovnych 0 a poslednich p+1 slozek rovnych 1.
> for i from 1 to p+l1 do
U[i]:=0

od:

for i from p+2 to n+l1 do
U[i] :=U[i-1]+1/(n-p+1)

od:

for i from n+2 to nops_U do

Uli]l:=1

vV VVVVYVYV
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od:
Preindexovani uzlt tak, aby prvni uzel mél index 0 - nové pole uzli
nazvané uu.
> for i from 1 to nops_U do uuli-1]:=U[i]

> od:
Nulté bazové funkce N/i,0] dle definice 2; je tfeba definovat
segmentované (jiny predpis pro rizné intervaly).
> for i from O to nops_U-2 do
if (uuli+1]-uul[i]l<>0) then
if i<>n
then N[i,0]:=simplify(piecewise(u>=uuli]
and u<uul[i+1],1,0)):
else N[i,0] :=simplify(piecewise(u>=uul[i] and
u<=uuli+1],1,0)):
fi:
else N[i,0]:=0
fi
od:

VVVVYVVYVVYVYV
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Béazové funkce Nfi,s] stupné prvniho az p-tého dle definice 2.
> for s from 1 to p do

> for i from O to nops_U-2-p do

> if (uuli+s]-uulil=0)

> then al[i,s]:=0

> else ali,s]:=(u-uulil)/(uuli+s]-uul[i])=*N[i,s-1]
> fi;

> if (uul[i+s+1]-uuli+1]=0)

> then b[i,s]:=0

> else b[i,s]:=(uuli+s+1]-u)/(uuli+s+1]-uuli+1])
> *N[i+1,s-1]

> fi;

> N[i,s]:=simplify(ali,s]+b[i,s])

> od

>  od:

Raciondlni bazové funkce R/fi,p] stupné p dle definice 3.

> for i from O to n do

> R[i,pl:=simplify(N[i,pl*w[i]l/(sum(’N[j,pl*w[jl’,
> ’§2=0..n)))

> od:

NURBS kfivka C dle definice 3.
> for k from 1 to 2 do
> C[k] :=simplify(sum(’R[i,p]*P[i] [k]’,?i’=0..n))

> od;

undefined u <0 undefined u <0
3u(4+99u) 1 9u (4 +3u) 1
_— u< - _— u< -
99u2 + 2 3 99u? + 2 3
603 u? — 612w + 100 2 1442 — 150w + 19 2
C1 = u< -Co=¢ ——————— u < =
198 u2 — 198 u + 31 3 198 u2 — 198 u + 31 3

12 (27 u? — 52 u + 26) 45u? —18u — 25
u <1 - — u <1

99u2 — 198 u + 101 99u2 — 198 u + 101
undefined 1<u undefined 1<u

Zde je tfeba upfesnit, ze program Maple nabizi praci s knihov-
nou CurveFitting, kterd obsahuje piikazy pro vypocet kiivek urce-
nych mnozinou fidicich bod. Samotné NURBS kfivky pomoci pii-
kazt knihovny poc¢itat nemtizeme, ale napf. vypocet, ktery jsme pravé
komentovali, ovSem pro stejné vahy vSech fidicich bodu (tj. vypocet
B-spline kiivky), mizeme provést pomoci piikazu BSplineCurve, je-
hoz skladbu ukazuji nasledujici fadky (parametry byly zvoleny stejné
jako ve vypoétu uvedeném vyse):

> with(CurveFitting):

> simplify(BSplineCurve([0,1,3,4,6], [0

s 1:5)_1]’
> u,order=3,knots=[0,0,0,1/3,2/3,1,1,1]

3,
));
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Pro potifeby vyuky a hlubsi pochopeni celého problému je ale
vlastni vypocet, ve kterém je ndzorné uzita definice NURBS kiivek,
vhodnéjsi.

2.2 Priklady NURBS krivek

K tomu, abychom mohli vhodné demonstrovat vliv zmény volitel-
nych parametri (vdha bodu, stupeti k¥ivky, uzlovy vektor) na tvar
NURBS kfivky, jsme zvolili kiivku urcenou 16 fidicimi body. Z da-
vodu nedostatku mista nebudeme uvadét matematické reprezentace
jednotlivych kiivek, ale uvedeme jejich grafy. Hodnoty parametri jed-
notlivych kfivek jsou upfesnény pod kazdym obrazkem.

Obr. 1: Krivky 12. stupné. Odleva: w; = 1, uniformni U.
wy = 20, ostatni w; = 1, uniformni U. w; = 1, neuniformni
U=H{0,...,0,%,2,2,1,...,1}

—— ——

13x 13x



Karolina Kundratova

Obr. 2: Kfivky s w; = 1 a uniformnim U. Zména stupné p (odleva):
p =15, p =5, p = 2. Cim nizsi stupen kiivky, tim vérnéji kiivka
sleduje fidici polygon.
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