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GEOMETRIE A GEOMETRICKE
VZDELAVANI
Abstrakt

Na z&klad podreta tii knih o geometrii seifspsvek zabyva otazkou
postaveni geometrie v stasném vz&8avani na sedni a vysoké Skole.
Zakladni otazka, kterou by &npiispivek vyprovokovat, zni: Jakeit
matematiku, aby rozvijela mySleni. Eilhypoteticky za¥r je uveden
ve feti ¢asti gispivku.
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Je pro mne cti, Ze mohuqu tak kvalifikovanym plénem odborriikna
geometrii a poitatovou grafiku vystoupit s referdtem pedagogického
zantteni. Chci se zamyslet nadékterymi otdzkami geometrického
aobecs matematického vztvani, které vyvstaly i studiu i
pozoruhodnych publikaci: 5000 let geometrie [1]atbatika: hranice

a perspektivy [2] a sborniktigpsvki z konference o piftacové grafice
2004 [3].

1 Charakteristika zdroj u

Kniha ,5 000 let geometrie” je bohailustrovana publikace s rozsahem 596
stran, vniz autd® shromdzdili velké mnoZstvi materialu naziraného
z hlediska historického, kulturniho a sp@aského. Historie jélenéna do
osmi kapitol, publikace dale obsahuje ¥ybriginalnich texi, mezi jinymi
nag. Platona, Archimeda, Helmholtze a Abbota a obs&dybor UGloh
inspirovany historii. JejichieSitelé tak maiji filezitost vcitit se do vyvoje
mnoha matematickych problém

Velkou pednostni knihy jsou bezesporu jeji ilustrace. Gedohe
ornamenty, z nichz se zdegkteré reprodukuji, jsou podle publikace
dolozitelné jiz z doby 40000 letipn. I. Kronm® ukazek ilustraci
z Euklidovych Zaklad zde nalezneme n#&pobrazky z knihc¢inskych
a japonskych, z geometrie Boethiovy, z tvorby Ddvgra Leonardovy, ale
i reprodukce obrazEscherovych, praci Salvadora Daliho (krucifix varti
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sitt ¢tyidimenzionalni krychle) nebo aperiodickou parketé&nrBsovu.
Mnohé ilustrace jsou barevné.

Kazda epocha je charakterizovanateynirady wdeckych, technickych
a spoléenskych udalosti. Na pozadi této ,scény“ charakigiri autdi
.podstatné geometrické jevy" studované ér¢ahto oblastech: deskriptivni
geometrie, projektivni geometrie, teorie geomefratk konstrukci,
diferencialni geometrie, ,vriti geometrie® ploch, neeuklidovska
geometrie, n-dimenzioalni geometrie a vektorov§gpogrupy transformaci,
zaklady geometrie.

Z nazng&eného vytu je Zejmé, jak obrovsky ukol si aufostanovili. Je
pochopitelné, Ze dovést takto zalozeny Ukol az dd991 (jak autd
proklamuji), je sotva splnitelny Ukol. Srovnajidajemci charakteristiku
geometrie 20. stoleti v publikaci [1] ria rozborem |. Kolié [4], budou
se mnou patghsouhlasit, Zze hodnoceni ,v kazdémeésmexcelentni kniha“
zcéeské recenze auforK. Maletka a Z. Nadenika [5], je p&kud
nekritické. Souhlasim ovSem s jejich hodnocenims&eutoim ,zdailo
velmi prirozeré spojit historii geometrie s obecnym kulturnim vjem
i d¢jinami vitbec".

Cesky ¢ten& bude jist hledat, zda auto 5000 let uvadi nejaké
geometrické podity z naSich zemi. V knize marrhleddme nap zminku
o V. Hlavatém nebo ECechovi, dozvime se v3ak, ze obavany profesor
prazské univerzity vlétech 1803 - 1857 Ladislavndésa, byl
.matematicky muziek", jakoby vzaty z pohadky E. T. A. Hoffmanna
(s.551) a ze prof. F. Katlvek byl synemiemeslinika z prazské
chirurgické kliniky (s. 508). Profesor K. Haé#k je uveden v rejku, ale
nikde jinde v knize jsem oém zminku nenaSel. Najdeme zde ovSem
informace o pracech F.Kai#ka a o knize Objektivem pitate od L.Drse
a J. VSeteéky.

Podstatnym nedostatkem knihy je, jak wjad citovani recenzenti, Zze
autdi prakticky nepihlizeji k francouzské a ruské literéu(pokud nebyla
pielozena do angftiny nebo #mciny) a nap. algebraickd geometrie z 19.
stoleti prakticky vypadla. #@sto je kniha 5000 let geometrie publikaci
krasnou a kazdy milovnik geometrie v ni najidelu podgti. Viele ji
doporwiuji ke studiu.

Druha kniha ,Hranice a perspektivy* méa zcela odligmarakter. Je to
publikace, kterou kroku 2000 jako Mezinarodnimkuromatematiky
zpracovali pod patronaci Mezinarodni matematické (nelci* matematici
souwasnosti. Epomeime z nejznarjSich aspa M. Atiyaha, R. Penrose,
A. Wilese a V. I. Arnolda. Auti® se snaZi, inspirovani Hilbertovymi
problémy z roku 1900, na 459 strankach, formulovat sowasné
matematiky. Explicitd uvadi 18 probléiinpro 21. stoleti
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S. Smale. Tyto problémy nejsou pro mniérqzere zcela srozumitelné,
piesto jsem vSak jakocitel matematiky naSel v knizezkolik zajimavych
otazek, k nimz se vratim v drubésti gispEvku.

Tieti publikace, ktera mi dala pa#ty k zamysleni, je sbornik [3].
V ném je pedstavena geometricka tvorba 57 aiytqirevazrie z ceskych
vysokych Skol z let 2003 a 2004. Vzhledem k tonwut@neni jist veskera
geometricka tvorba autbrz Ceské republiky, zda se michto 263 stranek
dokladem dosti dobrého vykonu geometrick&yw Bylo by jis€ pouné
zhodnotit tuto produkci z hlediska originality vgdki a jejiho ginosu
sowasnému badani. To je oviem nad mé mozndsida praci ma
.aplikaéni charakter: vysledky znamé z teorie se aplikajfeSeni utitého
geometrického nebo technického problému. Neni spdoim, Ze i takovéto
prace jsou pdebné a rozvoji poznani slouzi.cieré prace jsou spjaty
s pedagogickymi otdzkami a historiédy. | takovato pojednani maji §v
vyznam.

2 O geometrii

Dosti dobrou pedstavu o té slozce matematiky, kterou nazyvanctra
geometrii, si MZeme dinit na zaklad publikaci [1] a [3]. Pozoruhodné
charakteristiky této disciplinyffpomeime z klasickéHilbertovy prace [6]
a ze statDavida Ruellapublikované v knize [2].

Hilbert piSe: ,V matematice se setkdvame, podoljko v jinych
oblastech badani, se @wa tendencemi: s tendenci k abstrakci a tendenci
k ndzornosti. Tendence k abstrakci se snazi naaadéMbgiky oboru
disciplinu systematicky uspédat. Nazornost vychazi z zivého nazirani
a z jejich obsahovych vztdh V geometrii vedly abstraktni principy
k velkolepym systematickym stavbam, jakymi jsou inaplgebraicka
a Riemannova geometrie a topologie. V nich se flodairoce aplikovat
abstraktni uvazovani, symboliku a kalkulyfefto vSak hraje i dnes
vyznamnou roli v geometrii i nazornost, a to nejako podrcujici sila
v badani; pomaha i s ocarim jeho vysledi” [6].

Dnes hodnotD. Ruell geometrii takto: ,Sotasny matematik listujici
Euklidem zde naléza zcela netrivialni i kdyz #kznamé sty. Recka
geometrie je rana sice, ale zcela moderni matematlkazuje jastji nez
matematika pozfiSi dw zvlaStnosti lidského rozumu, ktery ji produkuje:
1) Uzivéa vizualni systém. Sama geometrie fjienp odvozena z vizudlnich
zkuSenosti a intuice.

2) Uziva ,externi pait™ ve form& kreslenychéar a kruznic s body
ozna&enymi pismeny* ([2], s. 256).
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Kombinace &chto dvou zvlaStnosti umbidje vypracovat logické
konstrukce, kterékekové opravéné povazuji za vyznamny intelektualni
vykon. Hilbertova verze geometrie ,bez obréizkikazuje, o jak obtizny
predntt jde ([2], s. 256).

Vyznamu vizualnich aspekimatematického nazirani jsem si vSiml jiz
pied vice nez 20 léty a na elementarni Urovni jsenotatéma publikoval
knihu ,Umeéni vidt v matematice” [7]. Podobnou tématikou se dnes
zabyvaji nap knihy amerického automd. B. Nelsena Proofs without Words
[8].

Po tomto vykladu se naléhawtira otazka: ,Co je ficinou toho, ze
geometrie hraje dnes, jak ve Skolské matematicl, i ta matematice
péstované na &decké Urovni, spiSe vedlejSi nez hlavni roli?“ Pnoe
pieswdcivou odpovd jsem nasSel ve vyvoji matematiky ve dvacatém stolet
silng ovlivnéném Hilbertovym ,nejslawjSim zakem“N. BourbakimPodle
Bourbakiho je geometrie ¥grpanou Zzilou, které se s @shem mohou
vénovat milovnici geometrie trojuhelnikugtyfst€nu,..., ktera vSak
neobsahuje strukturalni problémy schopné dat inypd&lSim od¥tvim
matematiky. Je zajimavé, Fduard Cech napsal vr. 1953: ,KdyZ jsem
pied 40 lety vstoupil na univerzitu jako student madéky, el jsem ten
dojem, Ze geometrie, kterou jsenglmpo cely Zivot ve zvlaStni obléh se
stavd pordrné malo vyznamnowasti matematiky. Ve skutrosti jsou
prak dvacatad léta tohoto stoleti f&kem Gzasného, dodnes trvajiciho
rozmachu geometrie.“ Tento pohled je podle méhmmazcela v souladu
se sodiasnymi nazoryM. Atiaha,jak je publikuje v pedmiu knihy [2].
Bourbakiho éru nasleduje ,hybridni* perioda, v & spojuji #izni spe-
cialisté (algebraicka topologie a topologické grufak, ze konec 20. stoleti
znamena navrat k duchu matematiky H. Poincaréhdirazem na
geometrické mysleni i vtakovych oblastech jakoajgebra nebo teorie
¢isel.

Tyto otézky souviseji s podty, z nichz matematik&erpa svou silu.
V roce 1941 napsdR. Courant:,V sowasnosti peviadajici zdraziovani
deduktivié—logického charakteru matematiky povazujme za veimai
bezpeéné. Je sice pravda, ze neni lehké popsat, co jévyvobjev nebo
UspESny intuitivni za&éatek, gesto vSak pravtyto jevy tvdi jadro i €ch
nejabstraktgSich matematickych vysledk Krystalicky ¢ista deduktivni
forma je moZna cilem matematiky, ale jeji hybndauwsie intuice. Vazné
ohrozeni pro samotny zivot matematiky vyplyva zéni, Zze matematika
neni nic jiného nez bezesporny systérisledikc odvozeny z definic
a axiom.”

Podle mého nazoru v takto nebeapEm pojeti Zijeme ve ztaé éasti
matematiky pednaSené na naSich vysokych Skolach, pattechnickych,
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dodnes. V fednaskach se obvykle snaZzime podat uceleny vykdest
urcité teoretické discipliny, Ulohy a problémy, z rictiisciplina vyéstala,
zistavaji v pozadi, pokud tbec naleznou v kurzu uplam. Jakoby
polemizoval s Courantovymi nazory uvasfi I. Arnold v citovanych
Perspektivach[2]: ,Matematiku nizeme rozdlit na ti ¢asti: kryptografii
(placenou CIA, KGB apod.), jejimz plodem je teotiisel, algebraicka
geometrie, algebra, kombinatorika,..hydrodynamiku (podporovanou
vyrobci atomovych ponorek), ktera zrodila komplexamialyzu, parcialni
diferencialni rovnice, ... aebeskou mechanikfinancovanou armadami),
kter& je zdrojem topologie, vatiaiho pé@tu, ...

Kdyz jsem po univerzitnich studiich & vyuiovat matematiku na
stredni Skole, byl jsemipswdéen, Ze nalezitym vystlenim definic, ¥t a
dikazi dovedu studenty k poroz¢mi matematice. V praxi jsem poznal, ze
dilezitjSi pro pochopeni problematiky jsotildady. Tento poznatek jsem
si mnohem pozji pietetl u Komenského ,VSemu se vytuje a u&i
piiklady, ukdzkami a cgenimi“ ([9], XL), ale teprve $ studiu knihy [2]
jsem pochopil, jak @lezité jsou tyto otazky i pro matematiku samotnou.
W. T. Gowerszde v¢lanku Dvé matematické kulturyozliSuje dva tizné
pristupy k matematice podl&chto kritérii:

« cilemieSeni probléinje lepSi porozugni matematice,

« cilem porozuréni matematice je uéhléperesit problémy.

Koneiné swtové prosluly matematikA. Wiles z&ina ¢lanek Dvacet let
teorieciselv knize [2] rozboremit Fermatovych problétn

1. Ktera prvdisla jsou sotty ¢tverai celychéisel?

2. Existuje pravouhly trojuhelnik, jehoz délky stijgou racionalnéisla
a jehoz obsah je 1?

3. Existuje celdiselnéredeni rovnice” +y" = 2" pron 23 ?

Prvé d dlohy wyeSil Fermat sdm, posledni probléntesil, jak znamo
vroce 1995 prav A. Wiles. V citovanémilanku se uvadi, Zze zobegn
teorie. Jako kuriozitu zde na obrazktippmeime jeden z dfiich vysledk
z tohoto okruhu: ,nejjednodussi* pravouhly trojimi&l s racionalnimi
délkami stran a obsahem 157. Otazku, které Uloby jgyznamné pro
Skolni vzdlavani a pro matematiku samotnou, IzesZstjednodusSe
zodpowdét.
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224403517704336969924557513090674863160948472041
8912332268928859588025535178967163570016480830

6803298487826435051217540
411340519227716149383203

411340519227716149383203
21666555693714761309610

3 Matematika a vzdélavani

Matematické poznatky pigbuje na dznych drovnich kazdy: Zena
v domacnosti, spisovatel, technikgdec z oblasti & spol&enskych
i ptirodowdec. Matematika by vSak &ha piispivat i ke kultivaci myslenti,
méla by mit i vyznamny formativni vliv. Je rot&hym omylem, Ze tomu
tak vzdycky je. U zkouSek se &ds setkavame s reprodukcemi
matematickych definic,&t, dikazi i nawenymiteSenimi Gloh, s minimalni
mirou porozurnéni. Takto osvojovana matematika mysleni nerozxia se,
Ze [¥icinou tohoto jevu jsou casti zbyténé vysoké rozsahy diva a styl
uceni, ktery tomu odpovida. Na prvni problém upo4gihiv 19. stoleti nas
pedagodgs. A. Lindner(,chceme vychovavat obry, ale vychovavame trpas-
liky*) na otazky metod vyuky matematiky orientovake kultivaci mysleni
obracel pozornostditelt zndmy matematilG. Polya. Aniz bychom zde
mohli célat dikladnsjSi rozbor problematiky, fijpomeaime rékolik nazof,
které bychom réli povazovat pedevsim za podity k diskusi.
Geometrii nizeme chapat na elementarni Grovni jako matematickou
strukturu. Podle Hilbertova pojeti nagako strukturu
B,P,.0,m L),
kde B je mnoZzina bot, P je mnoZina fimek, [ je relace incidencem je
relace mezi al je relace shodnosti.ilom jsou vlastnosti jislusnych
mnozin a relaci formulovany v axiomech.
Ve Weylo¥ pojeti je geometrie studiem struktury
(B, V,+, ., 0, =),
kde B je mnozina boil Vje mnozina vektar, + je algebraickd operace
itani vektot, . je algebraickd operace nasobeni vekitslem, symbolem
o popisujeme skalarni nasobeni vekt@ — je zobrazeni kartézského
sowinu B X B do mnoziny vektar. Déle je formulovana soustava axigm
kter& implicitré definuje geometrickou strukturu eukleidovskéhospoou.
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Ackoliv se ve 3kole nezavadi zadna z takovychto afrulexaktis,
napovidécleréni geometrie na naSitetini Skole, Zeigce jen povazujeme
strukturalni pohled za zakladni, né&bostudujeme izolovan nap.
stereometrii v syntetickém pojeti a analytickou metrii. Takovyto pistup
neni girozeny z hlediska studenta. Brdoy ho n&ly zajimat jakési
vyspekulované abstraktni struktury? Snad by hok vi#&ly zajimat
vlastnosti prostoru, vamz Zzije. Mgl by tomuto prostoru rozuéh
orientovat se vdm afteSit geometrické problémyfippzenym zgisobem,
bez ,swraci kazajky* struktury. Matematika chapand jaketésn definic,
vét, dikazi nebo na elementarni Grovni jako systém wviproeni
nejvhodrjSim zékladem pro fistup ke Skolské matematice, nékekyta
mnoho pilezitosti k formalnimu zvliadani poznatlDefinice, ¥ty a dikazy
se lze natit, aniz bychom jim rozuiii, tento soubor ,¢domosti“ Ize
reprodukovat u zkouSek. Dobra pahrozvijena tréninkem se zda byt
posta&ujici k ,osvojeni si* minima matematiky. Takovatmatematika vSak
mysSleni nerozviji, ale spiSe utlumuje, protoze myskomplikuje pohled na
strukturu vytibenou ¢asto mnohagenefaim vyvojem nazar na ieSeni
urcitého problému. Ne tedy studiukasti hotové matematiky, ale poznavani
cest k matematice je zakladnitilpzitosti krozvijeni mysleni. Snaha
porozungt vécem je dolozitelnd historicky a aplikovatelnd iakticky. Co
je geometrie, neni-li studiem geometrickych strukt@a geometrii ,ve
stavu zrodu“ mizeme povazovatadu dovednosti, které k jejimu uteai
historicky patré vedly, a které kni mohou vést i ve Skole. Jsou to
piedevsim tyto dovednosti, tato ,&ni* (v pivodnim slova smyslu):

umeni vidét,

umeni sestrojovat a

unmeni dokazovat.

Snad kazdy citi, Zze tyto dovednosti nejsou spdgifigeometrické. Vit
muzZeme nejen prostorowi rovinny geometricky Utvar, vid mizeme i
Utvar pirodni, vidt mazeme i souvislosti, fi¢iny, feSeni problému,
konstrukci nebo itkaz. Sestrojit mzeme nejen trojuhelnik nebo kruznici,
ale i model, stroj, algebraicky vyraz nebo rovni€vrzeni dokazujeme
nejen v geometrii, ale i v algidh dikazy se zabyvaji soudy, argumentace je
slozkou kazdodenniho Zivota.

Povzbuzen tim, ze podle monografie [2] je pro r@nii matematiky
zakladniieSeni probléfy praw tak jako jereSeni probléi prioritni pro
jakoukoliv wdu prirodni ¢i spolg&enskou, s&domim toho, Zze mame
technické prosedky vyp@etni a reproduini techniky jako nikdy
v minulosti, kladu otazku, zda jsou tré&al koncipované kurzy matematiky
zangfené na transmisi struktur nejvh@Bim pistupem k matematickému
vzdélavani. Studium vhodnych probléna &inné vytvdeni apardt k jejich



FrantiSek Kiina

feSeni je alternativou, kter& by mozna mohla Asmgoasti pispst
v budoucnu KeSeni sotasné krize ve vzadavani. Ve vydovani
matematice snad na kazdé Urowaisto unika studefin smysl. Smysl
dokazovani i smysl definovani. To jecatek konce usgného studia.
Dokazeme-li peswdtit studenty o Gelnosti koncepce kurzu matematiky,
mame jistou nafi na probuzeni zamu. Vim ze zkuSenosti, osobni
i zprostedkované, Ze vyuka matematiky na vysoké SkdieSani problérin
budouci praxe absolventa jsouiegevSim diky formalnimu absolvovani
prisluSsnych kurét, ale i vzhledem k akadedmosti ®chto Kkura,
mimobszné oblasti. Co je platné inzenyru ekonomie studilimearni
algebry aeSeni soustav rovnic, kdyz v prdgsi linearni rovnici ,zkusmo!?
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