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NAKRYTI GRUP SO(3) A SO(4)
SPINOROVYMI GRUPAMI

Abstrakt
Prispévek se zabyva jednou z oblasti, kde je mozné vyuzit
algebry s dé€lenim, konkrétné kvaterniony. Je uvedeno nakryti
grupy SO(3) tfirozmérnou sférou, dale nakryti grupy SO(4).

Klicova slova

Univerzalni nakryti, kvaternion, spinorova grupa.

1 Uvod

Definice. Zobrazeni p nazyvame univerzdlni nakryti prostoru X,
jestlize ke kazdému bodu 7 € X existuje oteviené okoli U takové,
ze U = p(U) je oteviené okoli bodu = = p(Z) € X a zobrazeni

p/U:U—U

je homeomorfismus.
_ Piiklad univerzalniho nakryti je nakryti kruznice X Sroubovici
X. Zobrazeni p je zde ortogonalni promitani do roviny kruznice, na
kazdy bod x kruznice se zobrazi nekone¢né mnoho bodi sroubovice,
vzory tvori fibr p~1(z). Proto jde o korespondenci "oo — 17.

V pripadé, ze prostor X je topologickd grupa, vzdy existuje uni-
verzalni nakryti _

p: X —=X

a plati, Ze X je rovné# grupa a m (X) 2 kerp.

Tedy _

1—mX) —X — X —1

je kratka exaktni posloupnost.

Necht SO(n) znaéi grupu v8ech automorfismii vektorového pro-
storu R™ zachovévajicich skalarni soucin a orientaci. Je to tedy pro
kazdé n € N grupa vSech matic A, pro které plati AT - A = E, a
jejichZz determinant det A = +1.
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SO(n) je topologicka grupa, existuje tedy jeji univerzalni nakryti

p: SO(n) — SO(n).
m(SO(n)) =Zy = {-1,1}
m1(SO(n)) =1

Grupu SO(n) zna¢ime Spin(n) a nazyvame spinorovd grupa.

2 Nakryti grup SO(3) a SO(4)
2.1 Nakryti grupy SO(3)

Téleso kvaterniont H mutzeme chépat jako 4-rozmeérny realny vekto-
rovy prostor se skalarnim soucinem, tedy ¢tyfrozmérny euklidovsky
prostor (H =2 R*). Pro ¢1,q2 € H, q1, g2 # 0 je zobrazeni

T+ q1xqs, prox € H

podobnost v euklidovském prostoru s koeficientem podobnosti |¢1] -
lg2|, a pro |q1] - |g2| = 1 jde o shodnost. Jestlize toto zobrazeni zacho-
vava prvek x = 1, tedy plati

Gop=l=qp=q,
pak zachovava také trojrozmérny prostor kolmy k 1

{zi+yj + 2k} = R®.
Tato shodnost [q] : = — grq~! geometricky odpovid4 otoceni kolem
primky.

Pak SO(3) znaéi grupu vSech automorfismt vektorového prostoru

H zachovavajicich skaladrni soucin, orientaci a jednotku 1, tj. grupu
viech piimych shodnosti. Kazdy prvek SO(3) mé tvar z — qrg~*
pro néjaky kvaternion ¢ € H, a jde o rotaci kolem pfimky. Tato

korespondence mezi kvaterniony a rotacemi je oo — 1”7, ponévadz
kazdy nasobek daného kvaternionu ¢ urci stejnou rotaci

acR, a#0: (ag)zr(a ™ q™') =quqgt.

Mizeme proto pozadovat, aby |¢| = 1. Mnozina vSech jednotko-
vych kvaternionu je tfirozmérnd sféra

S3 = {q € H; |¢| = 1}.
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Zobrazeni
p: 8% — SO(3)
p(Q)z = qrq ",

které kazdému jednotkovému kvaternionu prifadi prislusnou rotaci,
je dvojnésobné nakryti SO(3), nebot

kerp={-1,1}
m(SO@3)) = {-1,1}
S3 = Spin(3).

2.2 Priklad

Otoceni v prostoru kolem piimky z1, —x1 o thel %7‘( (viz. obrazek).

To — I3 tedy i+j+k—i—75—k
T3 — T4 i—j—kw— —i—j—k
Ty Ty —i—j—k—i+j+k
Vhodnéjsi je ale pouzit: i— —k
ji
ki— —j

Dostavame 3 rovnice pro ¢:



Marie Provaznikova

qig”! = —k qgeH
qjqgt =i g=a+bi+cj+dk, abecdeR
gkq™t = —j lql =1

Dosazenim za ¢:

(a+bi+cj+dk)i(a—bi—cj—dk)=—k
(a4+bi+cj+dk)jla—bi—cj—dk)=1
(a4+bit+cj+dk)k(a—bi—cj—dk)=—j

roznasobenim a dpravou

(a® + b* — 2 — d%)i + (2ad + 2bc)j + (2bd — 2ac)k = —k
(2bc — 2ad)i + (a® — b? + ¢* — d*)j + (2ab + 2cd)k =i

(2ac + 2bd)i + (2¢d — 2ab)j + (a® — b* — * + d*)k = —j.
Porovnanim koeficientd dostavame:

A+ —F-d*=0 (1) 2bc — 2ad = 1

2ad + 2bc =0 (2) -+ —-d>=0

2bd — 2ac = —1 (3) 2ab+ 2c¢d =0

2ac+2bd =0 (1)

2¢d — 2ab = -1 (8)

a?—b—cF+d*=0 (9)
Z rovnic (1), (5) a (9):
=0 =c=d>=|a| = |b] = |¢| =|d|.
7 ostatnich rovnic:
ac = —bd = i, ad = fbc:—%, ab=—cd= i,

proto

G =3+5i+3]— 3k q=—5—5i—3j+3k
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2.3 Nakryti grupy SO(4)

Necht SO(4) znadi grupu vSech automorfismii vektorového prostoru
H zachovavajicich skalarni soucin a orientaci. Budeme definovat epi-
morfismus:
p: S xS% — SO4).
Je-li (a,b) € S3 x 83, tj. jsou-li @ a b dva jednotkové kvaterniony,
definujeme
p(a,b)r = axb pro kazdé x € H.

Ziejmé
p((a1,b1)(ag, b2))x = p(arag, biby)x = aiazxbiby = arazabyby =
= a1 (azwb2)b1 = p(a1, b1)(p(az, b2)x),
¢imz jsme dokazali, ze
p((a1,b1)(az,b2)) = pa1, br) f(az, b2)

tj. ze p je homomorfismus grup.

Nyni je tfeba dokazat, ze p je epimorfismus. K tomu si sta¢i uve-
domit, ze kazdy prvek z SO(n) je slozenim koneéného poétu soumér-
nosti podle nadrovin, v nasem pfipadé nejvyse ¢tyt, musi jich byt téz
sudy pocet:

T Qun_1-""q1 T G Gn PIO q1y...,qn € S°.

Staci tedy ukéazat, ze kazda soumérnost podle nadroviny v H je ob-
razem néjakého prvku z S2 x S§3. Kazd4 soumérnost podle nadroviny
ve ¢tyfrozmérném euklidovském prostoru mé tvar

x — —qxq pro q € S3.

Toto zobrazeni miizeme povazovat za obraz prvku [—¢,q] € S x S3.
Nejde sice o prvek grupy SO(4), nebot jde o nepfimou shodnost, de-
terminant zobrazeni je roven —1, slozenim sudého poctu soumeérnosti
ale dostavdame prvek SO(4).

Dale je treba dokazat, Ze jadro epimorfismu p obsahuje pouze dva
prvky a to (1,1) a (=1, —1). Prvek (a,b) patii do jadra, jestlize

arb =2z pro kazdé x
axb =z

ar = xb =a=b=1neboa=5b=-1
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Potom mame dokézéno, ze p : S® x S — SO(4) je dvojnasobné
nakryti grupy SO(4) nebot

kerp ={-1,1}

1 (SO() = {~1,1}
S3 x 83 = Spin(4).

3 Zavér

Kazda pfima shodnost ve tfirozmérném ¢i ¢tyfrozmérném prostoru
jde vyjadrit pomoci nasobeni kvaterniony, ve 3D jako zobrazeni

x — qxq, ve 4D jako zobrazeni z — axb. Nemusime tedy pouzit
maticové rovnice X’ = AX + B, které pro zapis shodnosti pouzivdme
obvykle, coz muze byt vyhodné naptiklad pfi pocitacovém zpracovani
izometrii.
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