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VYPOCET MINKOWSKEHO SUMY
VE 2D A 3D

Abstrakt

Tento ¢lanek obsahuje postupy pro vypocet Minkowského
sumy dvou mnozin v roviné a pro vypocet Minkowského sumy
konvexnich mnohosténu a mnozin ohrani¢enych nerovnosti
f(X) > 0 v prostoru.
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1 Uvod

Definice 1.1 Nechtf A a B jsou dvé bodové mnoziny v E™. Min-
kowského suma mnozin A a B je bodovd mnoZina

U4

beB

kde A’ je mnozina A posunutd o vektor b, tedy mnozina: A® = {a +
bla € A}. Minkowského sumu mnozin A a B znacime A& B.

Minkowského sumu mnozin A a B lze téZ ekvivalentné urcit jako:
Ae®B={a+b | acAbe B}.

Dalsi vlastnosti Minkowského sumy véetné dukaziu a vyctu apli-
kacf lze najit v [5].

2 Vypocet Minkowského sumy v roviné

Prvni postup vyuziva uzavienosti Minkowského sumy na konvexnich
mnozinach. Vyslednou Minkowského sumu uréime jako konvexni obal
mnoziny bodu, které vzniknou se¢tenim vsech vrcholu jednoho mnoho-
thelnika se v8emi vrcholy druhého.
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Dalsi postup vyuziva skute¢nosti, ze hranici Minkowského sumy
dvou konvexnich mnohothelnikt tvoii jen usecky rovnobézné s hra-
nicemi s¢itanych mnohothelnika. Hlavni problém tedy spociva v na-
lezeni pofadi téchto hran. Princip popisuje néasledujici algoritmus:

Algoritmus 1 P a @ jsou dva konvexni mnohotuhelniky, které maji
m (resp. n) vrcholi. Vircholy P ® @Q jsou soucty vrcholi P a Q.

1. Zvolime smér a uréime mazimdlni vrchol mnohothelnika P v
tomto sméru (vrchol, ktery je nejddle od pocdtku v daném sméru)
a oznacime jej p(1), ddle oznacime ve sméru hodinovych rucicek
vrcholy p(2) ... p(m). Vicholy mnohothelnika Q oznacime stejngm
zpusobem q(1)...q(n).

2. Vrcholy P & Q oznacime z(i).
9. (1) = p(1) + q(1).

4. Necht z(k) = p(i) +q(j), pak ndsledujici vrchol z(k+ 1) uréime
takto:

(a) Zkonstruujeme dvé rovnobéiné primky a a b body p(i) a
q(j). Oznacime a(i) whel mezi primkou a a hranow p(i)p(i+
1), B(j), pak thel mezi b a hranou q(j)q(j+1). Konstrukci
primek a a b a thld oy a B; zndzoriuje obrdzek 1.
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Obréazek 1: Rovinny algoritmus vypoctu P @ @
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p(i+1)+q(5) pokud (i) < B(j)
(b) z(k+1) =< p(i)+q(j+1) pokud (i) > B(j)
p(i+1)+q(j+1) pokud a(i) = B(j)

5. Opakujme krok 4 pokud jsme nepouZili vSechny vrcholy z P a
Q.

Vypocet Minkowského sumy mnozin, které jsou konvexni, ale nejsou
mnohothelniky se muze fesit dvéma postupy. Prvni spoc¢ivd v apro-
ximaci dané konvexni mnoziny konvexnim mnohothelnikem (napf.
kruznici aproximujeme pravidelnym n-ihelnikem). Chyba vysledku je
zde piimoimérnd chybé aproximace puvodni mnoziny mnohothelnikem.
A na tyto mnoziny aplikujeme néktery z piedchozich postupi pro
vypocet Minkowského sumy.

Druhd moznost je popsdna v [3]. Tento postup je uréen pro dvé
jednoduse souvislé mnoziny ohrani¢ené hrani¢ni kiivkou. Pro vypocet
Minkowského sumy se vyuziva konvoluce téchto hrani¢nich kiivek, ze
které se odstrani smycky. Konvoluéni kiivku zde definuji nasledujicim
zpusobem: Necht jsou C; a Cy dvé rovinné kiivky jejich konvoluéni
kiivka, oznacovana Cp x Cso, je definovdna aplikovanim vektorového
souc¢tu jen na pary bodu, které maji stejny smér tecny. Tedy: C1xCy =
{a+bla € Cy,be Cy, T || Tn}, kde T; tecny vektor prislusné krivky
v daném bodé.

Tuto druhou moznost lze tedy pouzit i pro mnoziny, které nejsou
konvexni, ale splnuji podminku, ze jsou jednoduse souvislé a ohranicené
kiivkou.

Posledni postup je urcen pro mnoziny, které jsou popsany nerov-
nosti f(X) > 0. Necht G3 = G ® G3, dale necht Gy je ddno nerov-
nost{ f1(X) > 0 a G nerovnosti fo(X) > 0, kde X € R2 Nagfm cilem
je nalezeni f3(X) > 0, kterd popisuje mnozinu G3. Postup hledani
f3(X) lze zapsat v nésledujicich bodech:

1. G1 a Go reprezentujeme v riuznych prostorech, G; v R? se
soufadnicovymi osami 1, 31 a Go v R3 se soufadnicovymi osami

Z2,Y2-
2. Uréime mnozinu G|3 = G X Go, tedy G‘3 CcR*= R% X R%.

3. R2 m4 soutadnicové osy g, yo. Definujme zobrazeni 7 : R* —
R? pravidlem, je-li X; € R? a X5 € R3, tedy X; = (71,v1) a
Xg = (w2,y2) pak T (X1, Xo) = (z1 + 22,y1 + y2)-

4. Obraz GL v zobrazeni 7 je G1 ® Gos.
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Nyni si podrobnéji popiseme postup v bodé 3.

Vime, ze Gy = Gy x Gy = (G x R3) U (R? x (). Jelikoz G,
je definovdno pomoci fi(X), tak G; x R2 je definovano pomoci
Fy(z1,y1,22,y2) = f(x1,y1), obdobné je R? x G5 definovéno vzta-
hem Fs(z1,y1,22,y2) = f(z2,y2). G:‘3 lze tedy urc¢it pomoci F3 =
Fy + F» — \/F? — F}. F3 je nezdporné pravé tehdy, jsou-li F; > 0 i
Fy > 0, tedy F3 popisuje GL. Nyni zndme F3 popisujici Gg a pomoci
ni odvodime funkci f3 popisujici G3. Vime, ze G3 = T(Gg), bod X
nalezi G5 tehdy a jen tehdy, kdyz vzor 7 ~1(X,) bodu Xg v zobrazen{

T patii do Gg. Funkéni hodnota funkce F3 je pro body z mnoziny Gg
nezapornd, pak bod Xy lezi v G5 tehdy a jen tehdy pokud je

max{Fg(Xl,Xg) : T(Xth) = Xo} > 0,
funkci f3 lze ziskat nasledujicim predpisem
f3 = maX{F3(X1, XQ) : T(Xl,XQ) = X()}

Nechﬁ Xo = T(Xl;Xg), XO = (.ro,yo), X1 = ($17y1) a XQ = (xg,yg)
pak vzhledem k definici zobrazeni 7 plati xo = zg—x1 a y2 = yo—y1.
Definujme funkci F'3 na R = R2 x R? pravidlem F3(zo, Yo, 71,y1) =
F3(x1,y1,20—2%1,Yo—y1)- Vyuzijeme-li definovaného vztahu, muzeme
prepsat formulaci funkce f3 do nésledujici podoby

f3 = max{F3(z0, 0, 71,71) : (v1,91) € RI}.

Nutnou podminkou pro existenci maxima funkce je nulovost jejich
parcidlnich derivaci. Funkci f3 ziskdme feSenim soustavy

OF

2 =0
o1, ($0;y073317y1)

oF

ayf (:L'an07x1,yl) =0

Timto postupem ziskdme funkei f5(X), kterd popisuje G = G1 ®Gs.

Minkowského sumu rovinnych mnozin, na které nelze uplatnit
néktery z predchozich postupu, fesime dekompozici téchto mnozin
na sjednoceni disjunktnich konvexnich mnozin. Jelikoz Minkowského
suma sjednocenti je sjednoceni dil¢ich Minkowského sum, umime jed-
notlivé dil¢i sumy urcit nékterym z predeslych zpusobu a vyslednou
Minkowského sumu uréime jako jejich sjednoceni.
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3 Vypocet Minkowského sumy v prostoru

Stejné jako v roviné muzeme vyuzit uzavienosti Minkowského sumy
na konvexnich mnozinach. Vyslednou Minkowského sumu uréime jako
konvexni obal mnoziny bodu, které vzniknou se¢tenim vsech vrchola
jednoho mnohosténu se vSemi vrcholy druhého.

Bohuzel v prostoru narozdil od roviny neplati, ze hranice Min-
kowského sumy tvoii jen vhodné ”poskladané” hranice s¢itanych mnozin,
z tohoto duvodu zde neexistuje analogie algoritmu popsaného v ro-
vinném piipadé.

Dalsi moznosti pro konvexni mnohostény jsou postupy vyuzivajici
tzv. slope diagram, které jsou popsény v [5].

Pro mnoziny, které jsou popsény nerovnost{ f(X) > 0 lze pouzit
postup ukdzany pro rovinné mnoziny s tim rozdilem, Ze mnoziny
zobrazujeme v prostoru R? a na zavér neméme soustavu dvou rovnic,
ale t¥1 rovnic, jeSte se provede parcialni derivace podle 2.

Vypocet Minkowského sumy nekonvexnich mnozin v prostoru fesime
jako v roviné dekompozici na sjednoceni konvexnich mnozin, pro které
umime vypocitat Minkowského sumu.

4 Zavér

V ¢lanku byly popséany postupy pro vypocet Minkowského sumy v
roviné a prostoru. Hlavni uplatnéni Minkowského sumy jsou tlohy
pldnovani pohybu robota, plnéni kontejneru, tvorba stiihovych pldnu
a mnoho dalsich.
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