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VÝPOČET MINKOWSKÉHO SUMY
VE 2D A 3D

Abstrakt
Tento článek obsahuje postupy pro výpočet Minkowského
sumy dvou množin v rovině a pro výpočet Minkowského sumy
konvexńıch mnohostěn̊u a množin ohraničených nerovnost́ı
f(X) ≥ 0 v prostoru.
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1 Úvod

Definice 1.1 Necht’ A a B jsou dvě bodové množiny v En. Min-
kowského suma množin A a B je bodová množina

⋃

b∈B

Ab,

kde Ab je množina A posunutá o vektor b, tedy množina: Ab = {a +
b|a ∈ A}. Minkowského sumu množin A a B znač́ıme A⊕B.

Minkowského sumu množin A a B lze též ekvivalentně určit jako:
A⊕B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}.

Daľśı vlastnosti Minkowského sumy včetně d̊ukaz̊u a výčtu apli-
kaćı lze naj́ıt v [5].

2 Výpočet Minkowského sumy v rovině

Prvńı postup využ́ıvá uzavřenosti Minkowského sumy na konvexńıch
množinách. Výslednou Minkowského sumu urč́ıme jako konvexńı obal
množiny bod̊u, které vzniknou sečteńım všech vrchol̊u jednoho mnoho-
úhelńıka se všemi vrcholy druhého.
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Daľśı postup využ́ıvá skutečnosti, že hranici Minkowského sumy
dvou konvexńıch mnohoúhelńık̊u tvoř́ı jen úsečky rovnoběžné s hra-
nicemi sč́ıtaných mnohoúhelńık̊u. Hlavńı problém tedy spoč́ıvá v na-
lezeńı pořad́ı těchto hran. Princip popisuje následuj́ıćı algoritmus:

Algoritmus 1 P a Q jsou dva konvexńı mnohoúhelńıky, které maj́ı
m (resp. n) vrchol̊u. Vrcholy P ⊕Q jsou součty vrchol̊u P a Q.

1. Zvoĺıme směr a urč́ıme maximálńı vrchol mnohoúhelńıka P v
tomto směru (vrchol, který je nejdále od počátku v daném směru)
a označ́ıme jej p(1), dále označ́ıme ve směru hodinových ručiček
vrcholy p(2) . . . p(m). Vrcholy mnohoúhelńıka Q označ́ıme stejným
zp̊usobem q(1) . . . q(n).

2. Vrcholy P ⊕Q označ́ıme z(i).

3. z(1) = p(1) + q(1).

4. Necht’ z(k) = p(i)+ q(j), pak následuj́ıćı vrchol z(k +1) urč́ıme
takto:

(a) Zkonstruujeme dvě rovnoběžné př́ımky a a b body p(i) a
q(j). Označ́ıme α(i) úhel mezi př́ımkou a a hranou p(i)p(i+
1), β(j), pak úhel mezi b a hranou q(j)q(j+1). Konstrukci
př́ımek a a b a úhl̊u αi a βj znázorňuje obrázek 1.

Obrázek 1: Rovinný algoritmus výpočtu P ⊕Q
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(b) z(k + 1) =





p(i + 1) + q(j) pokud α(i) < β(j)
p(i) + q(j + 1) pokud α(i) > β(j)
p(i + 1) + q(j + 1) pokud α(i) = β(j)

5. Opakujme krok 4 pokud jsme nepoužili všechny vrcholy z P a
Q.

Výpočet Minkowského sumy množin, které jsou konvexńı, ale nejsou
mnohoúhelńıky se může řešit dvěma postupy. Prvńı spoč́ıvá v apro-
ximaci dané konvexńı množiny konvexńım mnohoúhelńıkem (např.
kružnici aproximujeme pravidelným n-úhelńıkem). Chyba výsledku je
zde př́ımoúměrná chybě aproximace p̊uvodńı množiny mnohoúhelńıkem.
A na tyto množiny aplikujeme některý z předchoźıch postup̊u pro
výpočet Minkowského sumy.

Druhá možnost je popsána v [3]. Tento postup je určen pro dvě
jednoduše souvislé množiny ohraničené hraničńı křivkou. Pro výpočet
Minkowského sumy se využ́ıvá konvoluce těchto hraničńıch křivek, ze
které se odstrańı smyčky. Konvolučńı křivku zde definuj́ı následuj́ıćım
zp̊usobem: Necht’ jsou C1 a C2 dvě rovinné křivky jejich konvolučńı
křivka, označovaná C1 ? C2, je definována aplikováńım vektorového
součtu jen na páry bod̊u, které maj́ı stejný směr tečny. Tedy: C1?C2 =
{a + b|a ∈ C1, b ∈ C2, T1 ‖ T2}, kde Ti tečný vektor př́ıslušné křivky
v daném bodě.

Tuto druhou možnost lze tedy použ́ıt i pro množiny, které nejsou
konvexńı, ale splňuj́ı podmı́nku, že jsou jednoduše souvislé a ohraničené
křivkou.

Posledńı postup je určen pro množiny, které jsou popsány nerov-
nost́ı f(X) ≥ 0. Necht’ G3 = G1 ⊕G2, dále necht’ G1 je dáno nerov-
nost́ı f1(X) ≥ 0 a G2 nerovnost́ı f2(X) ≥ 0, kde X ∈ R2. Naš́ım ćılem
je nalezeńı f3(X) ≥ 0, která popisuje množinu G3. Postup hledáńı
f3(X) lze zapsat v následuj́ıćıch bodech:

1. G1 a G2 reprezentujeme v r̊uzných prostorech, G1 v R2
1 se

souřadnicovými osami x1, y1 a G2 v R2
2 se souřadnicovými osami

x2, y2.

2. Urč́ıme množinu G
|
3 = G1 ×G2, tedy G

|
3 ⊂ R4 = R2

1 ×R2
2.

3. R2
0 má souřadnicové osy x0, y0. Definujme zobrazeńı T : R4 →

R2 pravidlem, je-li X1 ∈ R2
1 a X2 ∈ R2

2, tedy X1 = (x1, y1) a
X2 = (x2, y2) pak T (X1, X2) = (x1 + x2, y1 + y2).

4. Obraz G
|
3 v zobrazeńı T je G1 ⊕G2.
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Nyńı si podrobněji poṕı̌seme postup v bodě 3.
Vı́me, že G

|
3 = G1 × G2 =

(
G1 ×R2

2

) ∪ (
R2

1 ×G2

)
. Jelikož G1

je definováno pomoćı f1(X), tak G1 × R2
2 je definováno pomoćı

F1(x1, y1, x2, y2) = f(x1, y1), obdobně je R2
1 × G2 definováno vzta-

hem F2(x1, y1, x2, y2) = f(x2, y2). G
|
3 lze tedy určit pomoćı F3 =

F1 + F2 −
√

F 2
1 − F 2

2 . F3 je nezáporné právě tehdy, jsou-li F1 ≥ 0 i
F2 ≥ 0, tedy F3 popisuje G

|
3. Nyńı známe F3 popisuj́ıćı G

|
3 a pomoćı

ńı odvod́ıme funkci f3 popisuj́ıćı G3. Vı́me, že G3 = T (G|3), bod X0

nálež́ı G3 tehdy a jen tehdy, když vzor T −1(X0) bodu X0 v zobrazeńı
T patř́ı do G

|
3. Funkčńı hodnota funkce F3 je pro body z množiny G

|
3

nezáporná, pak bod X0 lež́ı v G3 tehdy a jen tehdy pokud je

max{F3(X1, X2) : T (X1, X2) = X0} ≥ 0,

funkci f3 lze źıskat následuj́ıćım předpisem

f3 = max{F3(X1, X2) : T (X1, X2) = X0}.
Necht’ X0 = T (X1; X2), X0 = (x0, y0), X1 = (x1, y1) a X2 = (x2, y2)
pak vzhledem k definici zobrazeńı T plat́ı x2 = x0−x1 a y2 = y0−y1.
Definujme funkci F 3 na R

4
= R2

0×R2
1 pravidlem F 3(x0, y0, x1, y1) =

F3(x1, y1, x0−x1, y0−y1). Využijeme-li definovaného vztahu, můžeme
přepsat formulaci funkce f3 do následuj́ıćı podoby

f3 = max{F 3(x0, y0, x1, y1) : (x1, y1) ∈ R2
1}.

Nutnou podmı́nkou pro existenci maxima funkce je nulovost jej́ıch
parciálńıch derivaćı. Funkci f3 źıskáme řešeńım soustavy

∂F 3

∂x1
(x0, y0, x1, y1) = 0

∂F 3

∂y1
(x0, y0, x1, y1) = 0

T́ımto postupem źıskáme funkci f3(X), která popisuje G3 = G1⊕G2.
Minkowského sumu rovinných množin, na které nelze uplatnit

některý z předchoźıch postup̊u, řeš́ıme dekompozićı těchto množin
na sjednoceńı disjunktńıch konvexńıch množin. Jelikož Minkowského
suma sjednoceńı je sjednoceńı d́ılč́ıch Minkowského sum, umı́me jed-
notlivé d́ılč́ı sumy určit některým z předešlých zp̊usob̊u a výslednou
Minkowského sumu urč́ıme jako jejich sjednoceńı.
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3 Výpočet Minkowského sumy v prostoru

Stejně jako v rovině můžeme využ́ıt uzavřenosti Minkowského sumy
na konvexńıch množinách. Výslednou Minkowského sumu urč́ıme jako
konvexńı obal množiny bod̊u, které vzniknou sečteńım všech vrchol̊u
jednoho mnohostěnu se všemi vrcholy druhého.

Bohužel v prostoru narozd́ıl od roviny neplat́ı, že hranice Min-
kowského sumy tvoř́ı jen vhodně ”poskládané” hranice sč́ıtaných množin,
z tohoto d̊uvodu zde neexistuje analogie algoritmu popsaného v ro-
vinném př́ıpadě.

Daľśı možnost́ı pro konvexńı mnohostěny jsou postupy využ́ıvaj́ıćı
tzv. slope diagram, které jsou popsány v [5].

Pro množiny, které jsou popsány nerovnost́ı f(X) ≥ 0 lze použ́ıt
postup ukázaný pro rovinné množiny s t́ım rozd́ılem, že množiny
zobrazujeme v prostoru R3 a na závěr nemáme soustavu dvou rovnic,
ale tř́ı rovnic, ješte se provede parciálńı derivace podle z1.

Výpočet Minkowského sumy nekonvexńıch množin v prostoru řeš́ıme
jako v rovině dekompozićı na sjednoceńı konvexńıch množin, pro které
umı́me vypoč́ıtat Minkowského sumu.

4 Závěr

V článku byly popsány postupy pro výpočet Minkowského sumy v
rovině a prostoru. Hlavńı uplatněńı Minkowského sumy jsou úlohy
plánováńı pohybu robota, plněńı kontejneru, tvorba střihových plán̊u
a mnoho daľśıch.
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