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Základńı definice

Uvažujeme obecnou soustavu (β,A), β ∈ C, A ∈ C

Reprezentace č́ısla z v dané (β,A) soustavě: posloupnost cifer (ak)nk=−∞,
že

z =
n∑

k=−∞

akβ
k ,

zaṕı̌seme
z = an · · · a0 •β a−1a−2 · · · .

Speciálńı p̌ŕıpady reprezentaćı:

posléze periodická z = an · · · a0 •β a−1 · · · ap (ap−1 · · · ap−l)ω

celoč́ıselná z = an · · · a0•β

Gaussova celá, Gaussova racionálńı č́ısla

Množina Gaussových celých č́ısel Z[i ] = {a + ib ∈ C : a, b ∈ Z},
Gaussových racionálńıch č́ısel Q[i ] = {p + iq ∈ C : p, q ∈ Q}.
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Penneyho soustava

Základ β = i − 1, množina cifer A = {0, 1}

Každé

komplexńı č́ıslo má reprezentaci,

Gaussovo racionálńı č́ıslo má posléze periodickou reprezentaci,

Gaussovo celé č́ıslo má celoč́ıselnou reprezentaci.

”Délka zápisu”č́ısla souviśı s jeho absolutńı hodnotou:
Pokud z = anan−1 · · · a0 •β a−1 · · · , pak

log√2 |z | − 1,2086 ≤ n ≤ log√2 |z |+ 5,7654 ,

blog√2 |z |c − 1 ≤ n ≤
⌊
log√2 |z |

⌋
+ 6 .
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Pokud z = anan−1 · · · a0 •β a−1 · · · , pak

log√2 |z | − 1,2086 ≤ n ≤ log√2 |z |+ 5,7654 ,

blog√2 |z |c − 1 ≤ n ≤
⌊
log√2 |z |

⌋
+ 6 .

Pavel Heller



Penneyho soustava
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Hledáńı reprezentace z ∈ Z[i ]

Mějme z = a + ib ∈ Z[i ]. Plat́ı z = b(i − 1) + (a + b), tedy

z = (b) (a + b) •β .

Uprav́ıme do abecedy {0,1} využit́ım vztahu

0 = 1 2 2 •β .

Př́ıklad:
2 + 3i = 1 0 1 1 •β
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0 = 1 2 2 •β .
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Sč́ıtáńı v Penneyho soustavě

Sečteme cifry a opět uprav́ıme pomoćı

0 = 1 2 2 •β .

Př́ıklad:
1 0 1 •β + 1 1 1 •β = 1 1 1 1 1 0 •β

Lze chápat jako práci s p̌renosy, a tu lze zapsat pomoćı sč́ıtaćıho
automatu.
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Sč́ıtaćı automat v Penneyho soustavě

Sč́ıtaćı automat v Penneyho soustavěPavel Heller



Č́ısla s v́ıce reprezentacemi

Zkoumáme situaci

0 •β a−1a−2 · · · = bn · · · b0 •β b−1b−2 · · · ,

kde
bn · · · b0•β 6= 0 .
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Zkoumáme situaci

0 •β a−1a−2 · · · = bn · · · b0 •β b−1b−2 · · · ,

kde
bn · · · b0•β 6= 0 .

Pavel Heller



Č́ısla s v́ıce reprezentacemi

(idea z deśıtkové soustavy)

Plat́ı
0 •β a−1a−2 · · · = bn · · · b0 •β b−1b−2 · · · ,

právě když pro libobolné k ∈ N

(a−1 · · · a−k•β) − (bn · · · b0b−1 · · · b−k•β) =

= (0 •β b−k−1 · · · )− (0 •β a−k−1 · · · )

Zřejmě
R := (0 •β b−k−1 · · · )− (0 •β a−k−1 · · · ) ∈ Z[i ] .

Přitom |R| nebude velká, k zápisu R tak stač́ı 9 cifer,

R = r8r7 · · · r0 •β .
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Č́ısla s v́ıce reprezentacemi
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Č́ısla s v́ıce reprezentacemi

Lze shrnout:

Plat́ı
0 •β a−1a−2 · · · = bn · · · b0 •β b−1b−2 · · · ,

právě když pro každé dostatečně velké k ∈ N existuje R = r8 · · · r0•β , že

bn · · · b0b−1 · · · b−k•β = a−1 · · · a−k •β + r8 · · · r0 •β .

Sč́ıtejme pravou stranu automatem.
Lze BÚNO uvažovat R z množiny p̌renos̊u, nepoťrebujeme hrany pro
čteńı ’2’.
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Sč́ıtaćı automat bez hran pro čteńı ’2’
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Č́ısla s v́ıce reprezentacemi

Lze se dále omezit jen na některé p̌renosy:
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Č́ısla s v́ıce reprezentacemi

Protože chceme, aby se reprezentace lǐsily na p̌redńıch ḿıstech, nezaj́ımá
nás ani nula. Zůstává tedy

”Automat”je stavěný na procházeńı reprezentaćı odzadu. Praktičtěǰśı
bude otočit směr.

Pavel Heller
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Č́ısla s v́ıce reprezentacemi

Tvrzeńı

0 •β a−1 · · · = bn · · · b0 •β b−1 . . . ,

kde bn · · · b0•β 6= 0 nastává pro nějaké posloupnosti cifer (ak)−1
k=−∞,

(bk)nk=−∞, právě když je posloupnost (ak) p̌ŕıpustný vstup tohoto
”automatu”a (bk) j́ı odpov́ıdaj́ıćı výstup.
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Praktický závěr

pro č́ıslo zadané posléze periodickou reprezentaćı uḿıme
rozhodnout, má-li alternativńı zápisy a naj́ıt je (viz p̌ŕıklad)

neńı č́ıslo, které by mělo v́ıce než 3 r̊uzné reprezentace

3 r̊uzné reprezentace maj́ı právě č́ısla konč́ıćı periodicky na (001)ω,
nebo (011)ω

neńı č́ıslo, které by mělo jak posléze periodickou, tak aperiodickou
reprezentaci

r̊uzné posléze periodické reprezentace stejného č́ısla maj́ı vždy
stejnou délku periody

Gaussova celá č́ısla maj́ı právě jednu reprezentaci
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Děkuji za pozornost.

Pavel Heller
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