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1 Uvod

Pratokové fady, které obecné vykazuji velmi vysokou variabilitu, se obvykle povazuji za
stacionarni. Pfesto se zd4, ze i v nich mtize dochazet ke zménam, které se vSak spi§ projevuji
v chovani dennich fad nez v fadach vzniklych primérovanim za delsi Casové obdobi, napt. za
rok ¢i mésic. Typickym jevem je napf. Castéjsi vyskyt velmi vysokych dennich hodnot ¢i
casovy posun jarnich kulminaci zplsobenych tanim snéhu. Prispévek se soustied’uje na
statistické zkoumani zmén ro¢niho chodu. Teoreticky by bylo mozno zkoumat pfimo chovéni
fady dennich primérii a pouZit statistické testy, které zkoumaji, zda existuje zména ve stiedni
hodnot¢ vektoru, ktery ma 365 slozek, kde kazda slozka reprezentuje jeden kalendaini den.
Vzhledem k tomu, ze méfeni byla provadéna 50-90 let, nelze spolehlivé takovou zménu
odhalit. Je tedy tieba snizit dimenzi problému tim, Ze vektor dennich pratokii nahradime
vektorem s niz§i dimenzi. K tomu jsme pouzili rozvoj do Fourierovy fady a metodu hlavnich
komponent.

2 Dvouvybérovy problém

Ve dvouvybérovém problému jsou studovany dvé skupiny dat Xi, ..., Xn @ Y1, «.., ym, Kde
{xi} a {y;} jsou p — dimenzionalni vektory. Pfedpokladejme, ze X1, ..., xn jSOU realizace
nahodného vybéru Xy, ..., X, zrozdéleni daného distribu¢ni funkci Fi(X) a y1, ..., Ym jSOU
realizace nahodného vybéru Yi, ..., Y Zrozdéleni daného distribu¢ni funkci F(X).
Dvouvybérovy problém spociva v rozhodnuti, zda Fi(X)=F2(X), coz znamena, ze rozdéleni,
z nichz pochazeji {X;} a {y;}, jsou stejna. Vice informaci o dvouvybérovém problému se 1ze
dozvédét v literatufe [1]. Tuto tlohu miZeme v ramci matematické statistiky studovat
neparametricky nebo parametricky. V pfipad¢ parametrického piistupu predpokladame, ze
F1(X) 1 F2(x) patti ke stejné parametrické tiid¢ a 1isi se pouze v jednom nebo vice parametrech.
Nejjednodussi situace nastava, kdyz predpokladdme, Ze obé rozdeleni jsou p-dimenzionalni
normalni rozdéleni se shodnou varian¢ni matici 2. V tom pfipad€ nam jde o rozhodnuti, zda
se shoduji vektory stfednich hodnot uy a py. V ramci teorie testovani statistickych hypotéz se
jedna o testovani statistické hypotézy Ho: ux = my proti alternativé A: uyx # my. NejlepSim

nestrannym odhadem vektoru px je x= (%, ..,%,), kde x;= %Z?ﬂxu, j=1,..., p, a
nejlep§im nestrannym odhadem vektoru py je ¥= (¥4, ..., 7,)’, kde ¥.;= % Yic1Yij, j=1,.... p.

Pokud bychom znali varian¢ni matici 2, pak testova statistika, ktera se pouziva pro testovani
Ho proti A, ma tvar

(ﬂ) x-»riE-y = (ﬂ) 2 Z5ra (R = 94) vy (Rir = 30),
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= ||vjj, || . kde vj- je prvek matice 2 ! Tato testova statistika mé za platnosti Ho
L’]=11 .

rozdéleni Xz 0 p stupnich volnosti. Ve vétSiné piipada vsak matici 2 nezname a musime ji
nahradit odhadem. Odhad mtzeme provést bud’ za platnosti Hy nebo za platnosti A. Pokud

plati Hy, miizeme spole¢ny vektor stfednich hodnot odhadnout pomoci fi = (,111, s ﬁp)', kde
;= — (X x;j + X1 vij). Odhad matice X za platnosti Ho, tj. matice £y, ma prvky

n+m

~ Z?: (xi'_ﬁ')(xi '/—ﬁ'/)‘l'zni (y "ﬁ')(y 'I—ﬁ'l) . .y .

81 (Ho) = 2=t oimci = YU AU Y =1, p, j'=1,..., p. Odhad matice X
za platnosti A1 tj matlce i\:A, mé, prka 6111 (A) — Zi:l(xij_x-j)(xijl_x-jl"z:il=1(ylj_y-j)(yljl_y'j’) ,
j=1,.... p, j'=1,..., p. Testové statistiky (%) X-)'3h(x-y) a (%) (x—

¥)'271(X —y¥) maji asymptoticky (pro velké n a m) y* rozd&leni o p stupnich volnosti, viz

2]

3 Pouziti dvouvybérového testu pro testovani zmény chovani denniho toku

Predpokladejme, Ze pozorujeme Casovou fadu Zg = (Z11,..,Z1365) - Zon =
(Zyna - Zanzes)s Kde 2n je pocet rokd, v nichz sledujeme napf. pritok feky. Hodnota Zj
i=1,..., 2n, j=1,..., 365 odpovida dennimu pratoku v j-tém dni i-tého roku sledovani.
Piedpokladejme, Ze rozdéleni Zj,..., Z>, je 365 - rovnomérné normalni rozdéleni se stejnou
varianéni matici. Otédzkou je, zda vektory stiednich hodnot uZ = EZ, ,..., ui, = EZ,,
mohou byt povazovany za stejné nebo zda v nich doslo ke zménég. Jednou z moZnosti, jak o
daném problému rozhodnout, je pouzit dvouvybérovy test pro testovani shody vektoru
sttednich hodnot. Nejrozumnéjsi se zda rozdélit fadu na 2 fady o stejné délce Zy,..., Z, a
ZntyeenZon atestovat Ho: p = .= pZ protiAcpl = =pZ =p; , pi, = =pui, =
wy , wy # py, kde uZ = EZ;. Mohli bychom teoreticky pouzit vyse uvedenou testovou
statistiku. Pokud vSak 2n < 365, budou matice EHO , resp. £, singularni, a tedy testovou
statistiku neni mozné spocitat.

4 Redukce dimenzionality

Redukce dimenzionality spociva v nahrazeni vektord Zj,..., Zo, Vektory Vi,..., Van, kde
V; = ((c(l))’Z,-, (C(Z))’Zi,...,(c(k))’Zl-), i=1,..., 2n, c(1),..., ¢(K) jsou vhodné zvolené
vektory konstant. To znamena, ze studujeme vektory, jejichz soufadnice jsou urCitym
zpusobem zvolené linedrni kombinace slozek ptivodnich vektord, pticemz se voli k << p.

4.1 Redukce dimenzionality pomoci aproximace denniho chodu Fourierovou radou

” . . , 11 1
Pii  této  redukci  volime c(1)'= (—,—, ,—), ees c2l)’=
365’ 365 365
2 2lm 2lm-2
—(cos—, cos—, ..., cos 2lm ),
365 365 365
2 . 2lm . 2lm2 , Ly ;

c2l+1)'= s \Sins 2, sin——, ..., sin 2lm). To znamena, Ze nahradime vektor Z; =

N ~ ~ ~ A~ 4
(Zl'll ""Zi365), Vektorem Vi = (:ui.lAillBil! '"'Ail'Bil) y kde

365 . 365 .
A 2 2jmt 5 2 . 2jmt .
Aij = — (COS_JTE . Zit) aBij = — (Slni . Zit) J = ]’.__’ L
3652 :t=1 365 3652 :t=1 365
Je vSeobecné znamo [3], Ze {Ai j}, resp. {Eij}, jsou odhady metodou nejmensich Ctverct

v modelu



l . .

_ 2mjt . 2mjt _ .
Zit =U; + E i1 (Aij COSE-F Bij smﬁ) + ey, t= 1,.., 365 i=1,.., 2n.
Metodu mizeme tedy interpretovat tak, ze nahradime fadu dennich hodnot v jednom roce

jeji aproximaci pomoci koneéné Fourierovy fady a testujeme, zda se shoduji stiedni hodnoty

piisluSnych koeficientl, tj. pu; = -+ = oy, A1y =+ = Aop1, B11 = =By, Ay ==
Aoy By = -+ = Byp. JestliZze nas nezajima zména v ro¢nim priméru, miizeme pak testovat
pouze zda A1 = -+ = Ayp1, By =+ = Bon.

Miuzeme se ptat, pro¢ tato metoda mtze odhalit zménu ve stfedni hodnoté. Je ziejmé, ze
metoda bude dobfe fungovat, pokud stiedni hodnota EZ;, i = ,..., 2n se bude rovnat EZ;; =

l . .

2mjt . 2mjt y , .

ui + E (Al-j cos% + B;j sin %), t =1,..., 365, nebo alespoii se bude vyrazu na pravé
j=1

stran¢ velmi blizit. Jinymi slovy mizeme ocekavat, ze metoda bude dobie fungovat tehdy,
kdyz pro libovolné i = 1,..., 2n bude stfedni hodnota periodicka hladka funkce. Zalezi potom
na daném problému, jak volit poCet uvazovanych nejvétsich Fourierovych frekvenci. V nasem
ptipadé se ukéazalo jako nejvhodnéjsi volit 3 frekvence.

4.2 Redukce dimenzionality pomoci metodou hlavnich komponent

Pti této redukci nahradime nejprve data Z,= (21,1' ...,21,365)’,...,
Zy, = (Zanl, ---:ZZn,365), standardizovanymi  hodnotami  Z3 = (211 — Z.4, 1 Z1 365 —
Z3ss) v Z3n = (Zana = Zoay worZamses — Zaes)' kde Zy = - 22 Zy. Vektory e(D),...,
c(k) volime nasledovné: c(1) = Uy, ..., c¢(k) = Uy, kde uy,..., Uy jsou vlastni vektory
matice £, odpovidajici k nejvétsim vlastnim &islam A; >+ > -+ > 1, . To znamena, Ze
nahradime vektor Z7 = (Z3}, .., Z¢s)' vektorem V; = (@1Z7, ..., @, Z§)". Pocet hlavnich
komponent se voli subjektivné, v nasem piipad¢ jsme volili 7-12 vlastnich ¢isel.

5 Vyhodnoceni

Uvedené metody jsme aplikovali na 18 stanic (viz mapa na obr. 1), v nichz byly méfeny
denni pritoky po dobu 50-90 let. Jedna se o nasledujici stanice: Béla - Skuhrov (1940-2007),
Blanice - Blanicky Mlyn (1952-2008), Brodecka - Otaslavice (1940-2007), Celadenka —
Sance (1940-2007), Doubrava - Spagice (1952-2007), Jizera — Stépanice (1922-2008),
Kyjovka — Kyjov (1950-2008), Morava — Vlaské (1949-2008), Mumlava — Harrachov (1950-
2008), Orlice — Klasterec (1938-2006), Otava — Rejstejn (1910-1920, 1930-1937, 1947-2007),
Porubka — Viesina (1952-2008), Roznovska Be¢va — Horni Bec¢va (1954-2008), Svratka —
Borovnice (1954-2008), Upa — Horni MarSov (1954-2008), Vlara — Popov (1955-2008),
Vydra — Morava (1930-1940, 1948-2007), Zdobnice — P&cin (1944-2007).

Na hladin¢ vyznamnosti 0=0,05 vySly pfi pouziti metody Fourierovych frekvenci (pro 3
frekvence) jako vyznamné stanice Blanice a Vydra, pfi volbé a=0,10 déle stanice Mumlava,
Orlice a Otava. Pti pouziti metody hlavnich komponent jsme volili pocet vlastnich ¢isel 7-12.
Pti volbé hladiny vyznamnosti a=0,05 Ize za statisticky vyznamné povazovat hodnoty stanic
Blanice (pro 7-9 vlastnich c¢isel), Mumlava (pro 7-9 vlastnich ¢isel) a Morava (pro 11
vlastnich ¢isel), na hladiné vyznamnosti a=0,10 se vysledky vyznamnych hodnot rozsiii jesté
o stanici Blanice (pro 10-12 vlastnich ¢isel), pro Mumlavu (pro 10-12 vlastnich ¢isel) a pro
stanici Morava (pro 10 a 12 vlastnich Cisel).
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Obr. 1 Mapa stanic
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y2 - stat. (p-hodnota)
BELA 5,9242 (0.4317)
BLANICE 19,6011 (0.0033)
BRODECKA 2 4446 (0.8748)
CELADEMNKA 2.9026 (0.8210)
DOUBRAVA 4 5397 (0.6040)
JIZERA 65,7926 (0.3405)
KYJOWVEA 3,2428 (0.3405)
MORAWVA 56,0380 {(0.4189)
MUNMLAWA 10,7034 (0.0979)
ORLICE 11,9143 (0.0639)
OTAVA 11,1898 (0.0827)
FORUBEKA 3,0853 (0.7981)
ROZNOW BECWA 36236 (0.7275)
SVRATKA 4 4339 (0.6182)
UPA 54549 (0.4869)
VILARA 65,5175 (0.3678)
VYDRA 13,4804 (0.0360)
ZDOEBNICE 5.1780 (0.5212)

Tab.1 Vysledné hodnoty pri pouziti metody Fourierovych frekvenci
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Blanice 1953-1980, 1981-2008
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Graf 1 Vyhlazeny rocni chod za obdobi 1953-1980 (¢drkovand), 1981-2008 (pind)

Murnlava 1941-1974 1975-2008
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Graf 2 Vyhlazeny rocni chod za obdobi 1941-1974 (¢arkovand), 1975-2008 (pind)



Orlice 1938-1971,1572-2006
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Graf 3 Vyhlazeny rocni chod za obdobi 1938-1971 (¢arkovana), 1972-2006 (pind)

Otava 1938-1971,1972-2006
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Graf 4 Vyhlazeny rocni chod za obdobi 1938-1971 (¢arkovand), 1972-2006 (plnd)



Vydra 1931-1973,1974-2007
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Graf 5 Vyhlazeny rocni chod za obdobi 1931-1973 (¢arkovana), 1974-2007 (pind)

6 Podékovani

Tato prace byla podpofena grantem studentské grantové soutdze CVUT v Praze
¢. SGS12/004/OHK1/1T/11 ,,Stochastické vlastnosti dennich pratokovych dat“. Data
pochézeji z projektu NAZV QH71201 ,,Spolehlivost a bezpecnost vodohospodaiskych dél
v ménicich se klimatickych podminkéach®.
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