Analyza modelu sdruzeného transportu tepla a
podzemni vody v porovitém prostredi

Lukas Krupicka®

Abstrakt

Tato prace se zabyva analyzou modelu sdruZzeného transportu tepla a
podzemni vody v nehomogennim pérovitém prostfedi. Model je popsdn dvéma
evolu¢nimi diferencidlnimi rovnicemi s odpovidajicimi po¢atecnimi a okra-
jovymi podminkami. Numerické feSeni je zaloZeno na semi-implicitni ¢a-
sové diskretizaci, kterd vede na soustavu nelinedarnich okrajovych tloh s ne-
zndmym rozloZenim teploty a tlakové vysky. Pro popsany problém je v praci
dokdzéina existence feSeni po Casové diskretizaci.

1 Model

Studovany model popisujici transport tepla a vody v ¢astecné nasyceném porovi-
tém prostredi je zaloZen na nasledujicich predpokladech:

- pohyb vody v zeminé je popsan Darcyho zdkonem;
- nedochazi k hysterezi;
- vyparovani je zanedbatelné;

- porézni médium je nedeformovatelné.

1.1 Zakladni bilan¢ni vztahy

SdruZeny transport tepla a proudéni vody je popsdn nasledujicimi bilanénimi vztahy:
rovnice kontinuity:
OM(I, h)
ot
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rovnice vyjadtujici zdkon zachovdni energie:

% V- Ty (0, h, V) — Cu VT (9, h, Vh). %)

Neznamé stavové veliCiny v rovnicich (1)—(2) jsou teplota o) a tlakova vyska h.
H a M reprezentuji mnoZstvi vnitini energie, respektive mnoZstvi vody na 1 m?
vzorku porézniho média. C', je tepelnd kapacita vody. J, predstavuje tok tepla a
J ., tok vody.

1.2 Konstitutivni vztahy
Pro popis toku vody J,, uZijeme Darcy-Buckinghamiv zdkon:
Ju(¥, h, Vh) = —k(0,h)V(h + 2). 3)
Tok tepla Jy je zde popsan Fourierovym zdkonem:
Jo(0, h, V) = =\, h) V. “4)

Parametry k£ a A\ vyskytujici se rovnicich (3)—(4) jsou spojité funkce zdvisejici na
teploté ¥ a tlakové vysce h.
Casové zmény mnoZstvi tepla H a mnozstvi vody M lze vyjadfit

OH 0

E C a [psc(sl9 + pwcwewﬁ] ) (5)
oM 00,
o T o ©)

Zde p, je objemova hmotnost skeletu, C; je tepelnd kapacita skeletu, p,, je obje-
mova hmotnost vody and 6, znaci objemovou vlhKkost.

1.3 Pocatecni a okrajové podminky

K popisu modelu je jesté tieba doplnit pocatecni a okrajové podminky pro ne-
znamé h a .

Na ¢asti hranice studované oblasti, kterou oznacime I'p, uvazujeme tzv. Dirichle-
tovy okrajové podminky:

h = hp, (7
v = Up. 8)
Vytok vody pres zbyvajici ¢ast hranice, kterou oznacime 'y, je popsdn Newtono-

vym zdkonem:
Jw(ﬁa hv Vh) n = 5C(h - h00)7 (9)



kde prava strana predstavuje mnoZzstvi vody, které odtece pres hranici 'y do okol-
niho prostfedi s tlakem h.. Ve vztahu se jest€ vyskytuje empiricky parametr ..
Pro vytok tepla pres ¢4st hranice 'y uvazujme okrajovou podminku ve tvaru

Jo(0, h, V) -1 = (¥ — Vo), (10)

kde analogicky «.. je empiricky koeficient a 9, je teplota okoli.
Pocatecni podminky uvazujme ve tvaru:

9(0) =, h(0) = hy. (11)

Zde vy a hg predstavuji pocatecni rozlozZeni teploty ¥ a tlakové vysky h na pocatku
zkoumaného ¢asového intervalu.

2 Formulace ulohy

Uvazujme pocéatecné-okrajovou ulohu pro sdruzeny transport tepla a vlhkosti v
dvojrozmérné oblasti 0 C R? s lipschitzovskou hranici 052, kterou rozdélime na
dvé, nepiekryvajici se ¢asti I'p a I'y, 92 = I'p U T'y. Necht' T' > 0 piedstavuje
Casovy horizont. Uvazujme Casoprostorovy vélec Q7 = € x (0,7"), ¢ast hranice
Casoprostorového vélce s Dirichletovymi okrajovymi podminkami I'ppr = I'p X
(0,7) a ¢ast hranice s Neumannovymi okrajovymi podminkami I'y7 = 'y X
(0, 7).

Studovany matematicky model je popsan nasledujici soustavou rovnic:

bilanc¢ni rovnice:

W =V - (k(z,9,u)Vu) v Qr, (12)
[0sCs + puCubu(z,u)] % =V - (A(z,9,u)VY)

+ Cpk(z,9,u)Vi - Vu v Qr; (13)
Dirichletovy okrajové podminky:

U = Up na ['pr, (14)
¥ =4dp na ['pr; (15)
Neumannovy okrajové podminky:
—k(z,9,u)Vu-n = f.(u — ux) na I'yr, (16)
“ANVY -1 = a.(¥ — ) na I'nr; 17)
pocdteni podminky:
uw(0) =up and I(0) =V v . (18)

Neznamé veliciny jsou celkova tlakova vyska u = h + z (z znadi vertikdlni sou-
fadnici) a teplota ).



3 Existence reseni

3.1 Pouzité znaceni v textu

V textu budeme pracovat s obecnou kladnou konstantou c, kterd neni pevné spe-
cifikovdna a miZe se na riznych mistech li§it. Pro libovolné r € [1, +oc], L"(12)
znaci Lebesguetiv prostor s normou || - ||zr) a WHkP(Q), k > 0,p € [1, 400,
znaci Soboleviiv prostor s normou || - ||y x.p(q). Necht

E:={ueC>®Q); suppunlp =0}

a VPP je uzdvérem E v normé WHP(Q). Déle (-,-) zna¢i dualitu mezi V12 a
(V1’2)*.

3.2 Predpoklady pro fyzikalni parametry
Ay Parametry p,, Cs, py, Cu, a¢, B jsou redlné, kladné konstanty.

A, Tepelnd vodivost A a hydraulickd vodivost £ jsou spojité funkce svych pro-
ménnych a déle predpokldddame existenci takovych kladnych konstant Aq,

)\2, 1{71 a ]{?2, ze
0< A <A2,6Q) <X <+400 VWV (CER, Vz, (19)
0<k <k(z,§() <ky<+ox V(CeER, Ve (20)

A3 Funkce 6, := 0,(z,-) (pro libovolné 2) je kladnd, rostouci, spojitd a ome-
zena funkce na R.

Ay [up, Up] € WH(Q)?, s, U] € C(Q)* @ [ug — up, o —Ip] € (VI?)2.

3.3 ReSeni diskretizované tlohy

Rozdélme Casovy interval [0; 7] na N podintervall o délce At tak, ze 0 = tg <
t; < --- < ty.Pokud mame celé ¢islo n takové, ze 0 < n < N, potom budeme
funkci o(zx, t,,) zkricend znalit ,,. Casova diskretizace matematického modelu
je provedena semi—implicitné:

ew(z7 un+1) — ew(zv un)
At

Yot — 0y
[Pscs =+ pw0w9w<z7 un)] e LA V- ()\(2, Un, un)V19n+1>

At
—Cuk(z, Y0, un) Vg - V4.
(22)

= V- (k(z,0,un)VUpi1), (21)



Predpokladame, ze fuknce 9, a u,, zndme a budeme dokazovat existenci feSeni
pro nezndmé ¥, 1 a Uy, 1.

Pro zjednoduseni zédpisu oznaéme [v, 7| := [uy11, Uni1] @
k@) = k(z,9,(x), u.(x)), (23)
Mx) = Mz, Un(@), un(x)). (24)

Diéle zavedeme nésledujici funkce:

1
a(iB, U) = Ktew(za U)a (25)
1
c(x) = Y [sCs + puwCubu(z, un(x))], (26)
bz, Vv) = Cuk(z)Vu, (27)
1
- 2
fl(w> Atew(zaun(w»a ( 8)
1
folx) = A [psCs + PuwCubu (2, un(x))] Iy (). (29)
Reiime tedy postupné pro n = 0,..., N — 1 soustavu diferencidlnich rovnic s
neznamymi [v, 7]
-V - (k(x)Vv) + a(x,v) = fi(x) vQ, (30)
—V - (M@)V7T) + bz, Vv) - V7 + c(z)T = fo(x) vQ, @
s okrajovymi podminkami
VU = UDn+1 na I'p, (32)
T = 79D,n+1 na 'p, (33)
_%(:B)V’U n = 56(/0 - uoo,n-i—l) na FN> (34)
—X(CE)VT ‘N = (T — Voo nt1) na I'y. (35)

Definice Dvojici [v,7] € [upni1,9pni1] + VP x VB2 pro n&jaké p* > 2,
nazveme variacnim resenim tlohy (30)—(35) pokud plati

/ k(x)Vu - Vodx + / a(z,v) pdx + Bev pdS
Q

Q I'n

_ / f@)odz + | BaeniodS (36)
Q

'y



Li(x)vT-v¢dm+[2b(x,vU)-vwdm+/

C
Q

(x)T ¢ dx + / a.TYdS

'y

~ [ Bl@yde+ [ ameavds 67

Q T'n

pro viechna ¢ € V12 a¢ € V12,
Véta 3.1 Predpoklddejme, Ze zndme [u,,9,] € [up,Ip] + V2 x V12 a Ze pFed-
poklady A1—A, jsou splnény. Potom existuje konstanta cy takovd, Ze pokud ¢ > ¢,
existuje variacni reSeni tilohy (30)—(35).
DUKAZ: Pro zjednoduseni diikazu (a bez 4jmy na obecnosti) piedpokladejme, Ze

[UD’ ﬂD] = [07 O}
Definujme operdtor 7 : V12 — (V12)*

(T(v),¢) = /%(m)Vv-Vqua:—l—/a(m,v)gbdw—l— BevpdS (38)
Q

Q 'y

a funkcional f € (V12)*
)= [ fi@otat [ fanaods (39)
Q I'n
pro viechna ¢ € V12,

Vlastnosti operatoru 7: V nasledujicich lemmatech uvedeme nékteré dulezité
vlastnosti operétoru 7 .

Lemma 3.2 Operdtor T : V1?2 — (V12)* je omezeny.
DUKAZ: Operator 7 : V12 — (V12)* je omezeny, pokud obrazem libovolné

omezené podmnoziny z V2 je omezend podmnozina v (V12)*,
Zvolme v € V12, Potom

(T (v), o) =

/ k(x)Vv - Vodx + / a(x,v) pdx + ﬁcvgzﬁdS’
Q

Q I'n

IN

cﬁ/ |Vv|-|ng|da:+ca/ |¢|dm+ﬁc/ (0] |6]dS.
Q Q 'y
(40)



Jednotlivé integraly odhadneme pomoci Holderovy nerovnosti a uzitim véty o
stopach [10]

1/2 1/2
2 2
/Q|WHV¢|dw < (/Qwvy dw) </va¢| dw>

[ollvrz vz, (41)

IN

déle

[ﬂwm — el
< cllollvie, (42)

1/2 1/2
2ds 248
(f ras) (] tors)

< lvllz20)ll9l 2260
< Jllvrz||ollyre. (43)

a konecné

IA

/|wwms
I'n

Pomoci (40)—(43) odhadneme normu

HT(U)H(VLQ)* = sup M
$eV2 | @]y
o (el +coes + eslpoflva) - @l
_ 18]y
< aljullyie + o 4

Z nerovnosti (44) jiz snadno vyplyva omezenost operatoru 7 . []
Lemma 3.3 Operdtor T : V1?2 — (V12)* je zeslabené spojity.

DUKAZ: Operétor 7 : V12 — (V12)* je zeslabené spojity, pokud pro libovolné
v € V1% alibovolnou posloupnost {v,,} - | prvki prostoru V'? takovou, Ze

vy — v v V2 45)

plati
T(v,) = T(v) v (V') (46)

Jelikoz (V12)* je reflexivni, slabd a slabd* konvergence splyvaji [9], tudiZ k plat-
nosti (46) staci dokazat

(T (vy,) — T (v), ) — 0 pro kazdé ¢ € V2, 47)



[e.9]

Necht je tedy déna posloupnost {v,,} -, prvki prostoru V% a v € V1?2 takové,
Ze plati (45). Ddle, z definice funkcionélu (7 (v), -) dostdvame

(T (vn) = T (), 9)| =

/ K(x)V (v, —v) - Vodax
Q
—I—/ (a(x,v,) — a(x,v)) pdx + Be(v, —v) pdS|. (48)
Q I'n
Jednotlivé integrdly odhadneme nésledovné:

/ @)V (v, —v)| [Volde < e / V(00 — 0)| V9| dz
Q Q
< eellvn = vyl Bz, 49)

dale

[Zl(a(w,vn)—a(w,v))|l¢ldw < | (a(®,vn) = al@,v)) || 20| L2()
(50)

1/2 1/2
[ ton=stiolas < ([ -oras) ([ jopas)
I'n I'n I'n

< cllon =vllyizllollzwy)- (51)

N

Poznamenejme, Ze ze spojitosti funkce a := a(x, §) plyne tzv. Carathéodoryho
viastnost [3], tj. a(-, ) je méfitelnd pro kazdé ¢ € R na ) (chdpand jako funkce
proménné x) a funkce a(x, ) (chdpand jako funkce proménné &) je spojitd na R
pro skoro vSechna x € (2. Z predpokladu A3 plyne omezenost funkce a. Disled-
kem [3, Véta 12.10] snadno nahlédneme, Ze

| (a(e, vn) — al@,v)) [|L2@) = 0 (52)
pro v, — v v V12, Nyni z (48)—(51) jiz snadno dostavame (47). (]
Lemma 3.4 Operdtor T : V1?2 — (VY2)* je monoténni.
DUKAZ: Operdtor 7 : V1?2 — (V12)* je monot6nni, pokud

(T(u) —T(v),u—v)y >0



pro viechna u, v € V%2, Tato nerovnost vak ihned vyplyva ze vztahu

(T(w) = T(v), u—v) = /Q’,;(w)w(u e

—|—/Q[a(:1:,u)—a(ac,v)] (u—v)de + Belu — v[*dS,

N,
kde staci vyuzit monotonie funkce a(z, -) (pro v8echna x € ). O
Lemma 3.5 Operdtor T : V1? — (V12)* je koercivni.
DUKAZ: Operdtor 7 : V12 — (V12)* je koercivni, pokud

lim —<T(U)7 v) =

Iolly12—00 ||Vl

Pro v € V12 uvazujme

(T (v),v) :/S)E(a:)|Vv|2da:+/a(a:,v)vda:+ B*dS.

Q 'y

(53)

(54)

(55)

Z Friedrichsovy nerovnosti [10] a pfedpokladu A, vyplyva existence takové kon-

stanty ¢ > 0, Ze

cl|v|3e g/%(w)|vm2dx+ B.v*dS.
Q

(56)

Nyni odhadneme (zdola) druhy ¢len v (55). Nejprve uvedeme nasledujici nerov-

nost
1 \2
fa+ - b) >0,
(602
ktera plati pro libovolné realné a, b, ¢ € R, £ # 0. Odtud ihned dostivame

b2
(€a)* +2ab+ — >0

£2
a dale ) )

ab > _ P2 b_i

2 2 &2

Nyni jiZ snadno odhadneme

/a(w v)vdw>/—a<w—’v>2£2da}+/—v—2ldw
Q -~ Ja 2 o 28§



Diky omezenosti funkce a(x, v) dostdvame

1
/Qa(a:,v)vdazz —2—§2/S2U2d$—0(§)

a uzitim nerovnosti
—ull32() > —e() el ra

ziskame
1
[atevyvde = =55l - 0O
0 28
c 2
> ——2€2||U||v1»2(9)—0(§)- (57)

Uvazenim vztaht (56) a (57) dostaneme pro “dostate¢ne” velké &

/E(m)|VU|2dw+/a(w,v)vdw+ B2 dS
Q

Q I'n
HUH%/L?(Q) — ()
> cfvlfiag) — CE). (58)

C

e

> c1||[v][frz) —

Nyni jiz snadno ziskdme koercivitu operatoru 7, nebot’

2 j—
i T@.0) el =)
[ollyie —oo |[V||yie Iwllpre—oe  |[v||yre

Tim je diikaz hotov. [J

Véta 3.6 (Browder, [3]) Necht operdtor T : V1?2 — (V12)* splituje ndsledujici
podminky:

(a) T je omezeny;

(b) T je zeslabené spojity;
(c) T je monotonni;

(d) T je koercivni.

Potom rovnice

T(v)=f (59)

md pro kazdé f € (V2)* alespori jedno Feseniv € V12,



Uzitim Véty 3.6 a vlastnosti operdtoru 7~ dostdvdme tzv. slabé reseni v € V1?2
ulohy (36). Nyni vyslovime vétu o regularité feSeni problému (36), kterd je di-
sledkem [4, Theorem 4].

Véta 3.7 Necht' v € V12 je slabé FeSeni problému (36) a f € (V19)*, pro néjaké
q € (1,2). Potom existuje p* > 2 takové, Ze v € V17",

JelikoZ funkce 6, je omezend a ., ,, 11 je Spojitd, je ziejm& f € (V19)* pro néjaké
q € (1,2). Disledkem Véty 3.7 je slabé feSeni problému (36) obsaZeno v prostoru
V1" pro n&jaké p* > 2.

Necht’ nyni v € V1#" je feSeni tlohy (36). Dile uvaZujme linedrni diferencidlni
rovnici (pro neznamou funkci 7)

—V - (A\@)V7) + bz, Vo) - VT + c(z)7 = fo) v (60)

s okrajovymi podminkami

7=0 na ['p, (61)
—X(CL’)VT ‘N = (T — Voo nt1) na I'y. (62)

Pro koeficienty a pravou stranu rovnice (60) plati
XeL=(Q), blx,Vv)e P (Q)? cel®), frel’Q). (63)

Uloha (60)—(63) je specidlni (line4rnf) pifpad obecn&jii tlohy fesené v monografii
[11]. Na zdkladé vysledkii uvedenych v [11, Chapter 2], Ize ukazat, Ze za pred-
pokladd A;—A, a ¢ > ¢ !, existuje slabé feSeni 7 € V12 problému (60)—(63), tj.
7 € V12, pro néz plati (37). Poznamenejme dale, Ze Dirichletova & Neumannova
uloha pro rovnici (60) je feSena téZ v knize [8].

Tim je dikaz Véty 3.1 hotov. [J.

Dusledek 3.8 V predloZené prdci jsme dokdzali (viz Véta 3.1), Ze pro dané [uy,, V]
[up,Ip] + (V12)? existuje [upy1,Ipi1] € [up,9p] + VI x VI2 C [up,dp] +
(V12)2. JelikoZ predpokldddme [ug, 9] € [up,Vp] + (V1?)?, dostdvdme indukci
[, V) € [up,Ip] + (V12)? postupné pro kazdén =1,... N.

Tato price byla podpofena grantem Studentské grantové soutéze CVUT
¢. SGS12/001/OHK1/1T/11.

'Bez splnéni této podminky neni tiloha obecné koercivni.
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