Vicebodové okrajové tlohy s asymetrickymi
nelinearitami a tlumenim

Iveta Looseoval!

Abstrakt

Prispévek je zaméfen na vicebodové okrajové tlohy, zejména na tvar vlastnich ¢isel pii-
slusnych diferencidlnich operatori a Fucikovo spektrum. Nejdiive se stru¢né zabyviame
Neumannovu a periodickou okrajovou tilohou, poté se zabyvame tribodovou okrajovou
tlohou, které obé predchozi tlohy propojuje. Hlavni vysledky prace se tykaji t¥ibodové
okrajové tulohy s tlumenim, pro niz jsou analyticky odvozeny hodnoty parametri, pro
které méa tato tloha pouze trividlni feseni. Déle je provedena numericka konstrukce Fuci-
kova spektra a konstrukce jeho neptipustnych oblasti, tj. mnoziny bodi, které do Fuéikova
spektra nepatfi.

1 Uvod

Zaméiime se na studium t¥itbodové tlohy, ktera propojuje dvé zndmé okrajové tlohy, a to
Neumannovu a periodickou okrajovou tlohou.
Necht n € (0,1) je dano. Mé&jme ulohu

y'(x) + by'(x) + Ay(x) =0, =€ (0,1),
y(0) = y(n), (1)
y'(0) =9/(1),

kde A € R a b > 0. ReSenim tlohy (1) budeme rozumét funkei z prostoru C*((0,1)) N
C?(0,1), ktera spliiuje ve viech bodech z € (0, 1) diferencialni rovnici v (1) a splituje okra-
jové podminky v (1). Pro volbu n = 1 podminky v (1) pfedstavuji periodické okrajové
podminky. Pro n — 0% ziskdme limitnim pfechodem s vyuzitim Rolleovy véty Neuman-
novy okrajové podminky.

Definujme operator L}

(Liy) (x) = —y"(x) — by (@),

D(Ly)  ={y€C'((0,1))NC*0,1):y(0) =y'(1) = 0} pro 1) = 0,

D(Ly)  ={ye€C'({0,1))NC*(0,1) : y'(0) = y'(1), y(0) =y(n)} pron € (0,1),
kde b > 0. Pro n = 1 operator L] pfedstavuje diferencialni operator s periodickymi

okrajovymi podminkami a pro = 0 predstavuje operator L; diferencialni operator s
Neumannovymi okrajovymi podminkami.
2 Vlastni ¢isla operatoru L

Pro operator L] uvedme dvé nésledujici tvrzeni, kterd popisuji znamé vysledky tykajici
se vlastnich ¢isel operatoru L; pro nékteré hodnoty parametri 7 a b.
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Véta 2.1. Necht' b = 0. Potom vechna vlastni ¢isla operdtoru L} maji tvar

_ [ (km)*  pron=0,
Ak = { (2km)? pron =1, k€ No,

kde No := NU{0} a pron € (0,1) maji tvar

2
Ak =<M) : k € N,

n—1
2
A = (222, m €N,
)\n = (2'”77)2, n € Ng.

Dikaz véty 2.1 lze nalézt v [5]. V8&imnéme si, ze pro n — 17 mame )\, — +00 a
vlastni ¢isla A, a A\, jsou vlastni ¢isla diferencialniho operatoru s periodickymi okrajovymi
podminkami. Pro n — 0" mame \,, — 400 a vlastni ¢isla Ay a A, jsou vlastni &isla
diferencialniho operatoru s Neumannovymi okrajovymi podminkami. Popis vlastnich ¢isel
operatoru L} je uplny pro viechny hodnoty n € (0,1) pro b= 0a pron € {0,1} pro b > 0.
Uplny popis chybi pro € (0,1) a kladné tlumeni b.

Véta 2.2. Necht b > 0. Pro n = 0 magi vSechna vlasini ¢isla operdtoru L} tvar \g =
0, \p = (km)* + (%)2, k € N a pron =1 md operdtor L] prdvé jedno vlastni ¢islo A = 0.
Pron € (0,1) a A < (3)2 je A = 0 jedingm vlastnim cislem.

Dikaz véty 2.2 lze nalézt v [5]. Pro A > (%)2 a b > 0 popis vlastnich ¢isel nezname a
timto pripadem se budeme zabyvat v dalsi ¢asti.

2.1 T¥ibodova tloha pro b >0 a A > (1)

V této ¢asti se zaméfime na studium vlastnich ¢éisel operatoru L] pron € (0,1), b > 0

a > (g) . Z duvodu piehlednosti a jednodussich vypocti zavedme novou proménnou

=/ A— (3)2, tedy p > 0. Reseni diferencialni rovnice v (1) je tvaru

y(x) =Cy e 2t sin(uzx) + Cy e 2% cos(ux),

kde C1, Cy € R, b > 0 a p > 0. Tribodové okrajové podminky y(0) = y(n),y'(0) = 3/(1)
lze zapsat jako soustavu dvou homogennich rovnic, jejiz matice ma tvar

bn

—e~ 2 sin(un z 1—e 7 co ( )

A - b b b b : b .
1+ Le ~ sin(p) — pe~2 cos(p) —3 + 3¢ 2 cos(p) + pe” 2 sin(p)

Soustava rovnic mé vzdy trividlni feSeni. Proto aby méla i netrividlni feseni, musi mit
soustava vice nez jedno feSeni. Matice soustavy tedy musi byt singularni a singularita
matice je ekvivalentni nulovému determinantu. Proto determinant matice soustavy A
polozime roven nule. Tim ziskdme pro pevné dané n a b funkci ¢ = ¢(p),

6(n) = g% sin(un) — S~

b, _bn _b b b
2

e~ 2 sin(un) cos(u) — e~ 2 e 2 sin(p) sin(un) — 56_5 sin(p)

b _bn bn

—p+ e_%,u cos(p) + e_%nu cos(un) + 56 T3 sin(pu) cos(pun) — e_Te_g,u cos(p) cos(un),

(2)



u niz hledame nulové body. Nulové body funkce ¢ pro pevné hodnoty n a b urcuji vlastni
Cisla A = (%) 2+,u2 operatoru L. Tim jsme pfevedli tlohu nalezeni vlastnich ¢isel operatoru
L] na ekvivalentni tlohu hledani nulovych bodi nelinearni spojité funkce ¢. Vzhledem
ke komplikovanému tvaru funkce ¢ nejsme schopni pro pevné dané n a b najit analyticky
prredpis pro nulové body funkce ¢ a explicitné tak analyticky popsat vlastni ¢isla operatoru
L}. Dale se proto zaméfime na nékteré dilezité otazky tykajici se existence vlastnich ¢isel
a seznamime se s vysledky nékolika numerickych experimentii.

2.1.1 Numerické experimenty

b Vysledky numerickych experimenti budeme
L5 zobrazovat v polopasu M = (0,1) x (0,+o0)
roviny nb. Vyjdeme z analytického predpisu (2)
funkce ¢. Funkce ¢ je spojitd, umoznuje nam
tedy velmi dobte hledat nulové body numericky:.
Numericky experiment provedeme néasledovné.
Postupné volime body (n,b) a pro tuto dvo-
jici numericky hleddme prvni nulovy bod funkce
¢, oznacme jej po. Pokud jej najdeme, v polo-
pasu M bod (n,b) obarvime (viz obrazek 1) a
to podle hodnoty py. Barevna skala je zvolena
nasledovné. Tmavé zelen& barva odpovida velmi
nizké hodnoté 1y a naopak zluté barva odpovida
velmi vysoké hodnoté jy. Bil4 barva znamen4, Ze
pro danou dvojici (n,b) jsme zadny nulovy bod
1o nenasli.

0 17 Diagram miiZzeme globalné popsat nésle-
dovné. Cim vice se blizime Neumannové okra-
jové uloze (tedy n — 07), tim vySsi je maximalni
tlumeni, pro které jesté nalezneme alespon jedno
kladné vlastni ¢islo. Naopak, ¢im bliZe jsme periodické okrajové uloze (n — 17), tim mensi
je maximéalni tlumeni, pro které jesté nalezneme alespon jedno kladné vlastni ¢islo. Navic
podle diagramu na obrazku 1 pravdépodobné v polopasu M existuje oblast, kde zadné
kladné vlastni ¢islo nenajdeme a zajimavé jsou body na polopiimce n = % ab>0.

V dalsim numerickém experimentu se budeme zabyvat poc¢tem nulovych bodu funkce ¢
pro pevné 1 a b, tedy poctem kladnych vlastnich ¢isel operatoru L;. Definujme nésledujici
mnoziny

Obrazek 1: Diagram velikosti prvniho
nulového bodu funkce ¢.

My ={(n,b) € M : operator L; ma nekonetné mnoho kladnych vlastnich &isel},
M, = {(77, b) € M : operator L] mé nenulovy koneény pocet kladnych vlastnich ¢isel},
Ms = {(n,b) € M : operator L] nemé Z&dné kladné vlastni &islo}.

Abychom rozlisili, zda funkce ¢ pro pevné zvolené b,n mé konetné mnoho, neko-
necné mnoho nebo zadny nulovy bod, provedeme numerickou konstrukeci primky, kterou
graf funkce ¢ shora omezime. Konstrukce bude vypadat nésledujicim zptusobem. Ve dvou
intervalech (napt. p € (0,600) a p € (4000,8000)) najdeme maxima funkce ¢. Body
odpovidajici funkénim hodnotdm v bodech maxim spojime primkou. Tato pfimka funkci
¢ pravdépodobné omezuje shora. Pokud je druhé maximum vétsi nez to prvni, tedy smér-
nice omezujici pifimky je kladna, funkce ¢ ma pravdépodobné nekoneé¢né mnoho nulovych



b=L p=1 b= 0.9223, n = 0.6029
=1 \ » 1

I

| b=10.9223, 1y = 0.6029

I R
1l T T

Obrazek 2: Graf funkce ¢ (Cerné) pro pevné b,n a omezeni piimkou (modfe).
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bodu (viz graf funkce ¢ a omezeni ptimkou shora na obrazku 2). Pokud je naopak prvni
maximum vétsi nez druhé maximum (tomu odpovida zaporna smérnice omezujici piimky),
mohou nastat dva pfipady. Bud funkce ¢ nemé zadny nulovy bod (tj. obé maxima jsou
zaporné) nebo funkce ¢ mé koneény pocet nulovych bodiu (tj. prvni maximum je kladné).
Na obrézku 2 vidime zleva nekonec¢né mnoho nulovych bodi, kone¢né mnoho nulovych
bodi a zadny nulovy bod. Tohoto postupu urcéeni poc¢tt nulovych bodi vyuzijeme v
numerickém experimentu. Podobné jako v predchozim experimentu, i zde bodu (7, b) pii-
fadime barvu (viz obrazek 3). A to podle toho, kolik FeSeni jsme pro danou volbu b a n
nasli. Svétle modra reprezentuje nekoneé¢né mnoho nulovych bodi, tmavé modra konecné
mnoho nulovych bodi a ¢erna zadny nulovy bod funkce ¢.
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Obrazek 3: Numericky urc¢ené rozmisténi poctu vlastnich ¢isel.
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2.1.2 Oblasti bez vlastnich c¢isel

V numerickych experimetech jsme pozorovali, Ze pro hodnotu n = % se déje néco zajima-
vého. Nepodarilo se najit zadny nulovy bod funkce ¢ a numerickou metodou stielby jsme



feseni pro b v fadu 107% sice nasli, ale rozsahem maximalnich a minimalnich hodnot na
intervalu (0, 1) odpovidalo téméf trivialnimu feseni.

049 05 0517

Obrazek 4: Vlevo je diagram velikosti prvniho vlastniho ¢isla pro n v blizkosti % Upro-
stfed jsou grafy funkce ¢ pro pevné b a n = % Vpravo je graf funkce dvou proménnych

¢ = 6(p,b) pron = 5.

Na obrazku 4 vidime vlevo diagram velikosti prvniho vlastniho ¢isla kolem bodu n = %
Z diagramu je patrné, ze ¢im blize jsme bodu n = %, tim vyssi je prvni nalezené kladné
vlastni ¢islo p¥i pevné volbé b. Az presné v bodé n = % podle diagramu zadné kladné
vlastni ¢islo nenajdeme.

Lze dokéazat nésledujici vétu (viz [5]).

Véta 2.3. Operdtor L] md pro n = % a b > 0 prdvé jedno vlastni cislo A = 0.

Vsimnéme si, ze pro kladné tlumeni bapron=1in = % ma operator L; pouze jediné
vlastni ¢islo.

Véta 2.4. Operdtor L] md nejvyse konecny pocet vlastnich cisel, pokud (n,b) € Qy, kde

Q= {(n,b) € M : =1 4 e~z + ¢ 287 4 23031 < 0},
Dukaz véty 2.4 lze nalézt v [5]. Tedy pro b > 0 existuje v polopasu M neomezena
oblast €y, jejiz hranice 0€); je dana jako —1 + e~30 4 o730 4 2673073 = (). Oznacme

QQ = Ql ﬂMg.

Hranici této oblasti 02 zkonstruujeme numericky. Obé hranice (0§2; 1 0€)2) vizuéalné
splyvaji a za¢nou se podle numerickych vypocti lisit az v blizkosti Neumannovy okrajové
tlohy pro velmi vysoké tlumeni b. Oblast §2; vidime na obrazku 5 (¢ervené).

2.2 Shrnuti

Chovani vlastnich ¢isel operatoru L] muzeme shrnout nasledovné. V polopasu M existuje
oblast €y, kde najdeme nejvyse koneény pocet vlastnich ¢isel operatoru L;. Numericky
jsme zkonstruovali oblast (29, kde existuje pouze vlastni ¢islo A = 0. Pro hodnoty n =1 a
n= % vime, Ze pro b > 0 existuje jediné vlastni ¢islo A = 0, tj. body (1,b) a (%, b)sb>0
patii do mnoziny Mjz. Numericky jsme nasli oblast, kde vlastni ¢isla zfejmé existuji (viz
obrazek 1).
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Obrézek 5: Prozkoumané rozlozeni po¢tu vlastnich ¢isel operatoru L (vlevo) a ocekévané
rozloZeni po¢tu vlastnich ¢isel operatoru L} (vpravo).

Na obréazku 5 vlevo vidime prozkoumané rozlozeni po¢tu vlastnich ¢isel operatoru L;
v polopasu M. Zelené jsou zobrazeny body (n,b), které patii do mnoziny M;. Jedna se
o hodnoty parametri n = 0 pro libovolné b a o hodnoty n € (0,1) a b = 0. Cerveng je
zobrazena oblast €. Oranzové jsou zobrazeny body (n,b), které patii do mnoZiny Ms.
Jednéd se o n = % an =1prob > 0. Casti téchto polopiimek patii do mnoziny €2;.
Barvami Sedi je zobrazen vysledek numerického experimentu. Bilé jsou oblasti, u kterych
neumime rozhodnout.

Zlute jsou na obrazku 5 vpravo zobrazeny body, u kterych predpokladame, ze také
patii do mnoziny Ms, coz se zatim nepodafilo prozkoumat. Ovérit tuto hypotézu bude
cilem dalsiho zkoumani.

3 Fucikovo spektrum

Uvazujme diferencialni rovnici
y'(z) + by (z) + ay™(z) — By (z) =0, z€(0,1), (3)

kdeb >0, a, 8 € R, y* = max{y,0}, y~ = max{—y, 0}. V8imnéme si, Ze pro volbu o =
ziskame diferencialni rovnici v (1). Mnozina

(L) = {(a, B) € R*: L}y = ay™ (z) — By~ (z) m4 netrivialn{ feseni}

se nazyva Fucikovo spektrum (viz [2]) operatoru L. Protoze vlastni ¢isla Ay patii do
spektra o(L}) operatoru L}, patii dvojice (Ag, Ax) do Fuéikova spektra operatoru Lj.
Uvedme nasledujici tvrzeni popisujici strukturu (L)) v pfipadé nulového tlumeni b.

Véta 3.1. Fucikovo spektrum operdtoru L] pro b =0 je ddno jako

(L) = | K,

meENy



kde Ko = {(a,f) € R? 1 aff = 0}, Kjp = {(a, B) e R®: .+ 5 =1} pron =0 a
Koy ={(o, ) € R?: U2 + 2% = 1} pron = 1.

Dikazy tvrzeni z véty 3.1 muzeme najit v [5]. Popis Fu¢ikova spektra operatoru L;
pro n € (0,1) a b = 0 muzeme najit v [4].

Fucikovo spektrum operatoru L] pro b > 0 hleddme numericky. Na obrazku 6 vidime
¢asti Fucikova spektra (L)) pro n = 0.67 a ménici se tlumeni b ziskané metodou Top-
View. Body Fuc¢ikova spektra vidime na hranici zmény barev. Na obrazku 7 vidime ukazky
numerickych aproximaci Fu¢ikova spektra ¥(L}) ziskané numerickou metodou stfelby (po-
rovnej s obrazkem 6).

b=0 b=10.2 b=04
ﬂ.ﬂ.ﬁ.
va Va Va

Obrézek 6: Nahled na ¢ast Fucikova spektra (L)) pro n = 0.67 (metoda TopView).
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Obrézek 7: Aproximace Fuéikova spektra (L)) pro n = 0.67 (metoda st¥elby).

MnoZina
B 1
[(Ly — D)7’

je nepfipustnou oblasti Fucikova spektra (L)) (viz [3]). Nepfipustnou oblasti rozumime
takovou oblast, jejiz prinik s Fucikovym spektrem je prazdny.

Abychom byli schopni nepfipustnou oblast zkonstruovat, operator L} nahradime do-
statecné velkou matici A a tim pfejdeme k diskrétni uloze. Protoze matice A je diskre-
tizaci L], zkonstruujeme pouze pfibliznou oblast. Na obrazku 8 vidime zkonstruovanou
nepiipustnou oblast (8edé) Fucikova spektra 3(L;) pro nékteré hodnoty tlumeni.

(L) = {(5 —td(e), e +td(e)) € R?: d(e) te(-1,1), c e ]R\U(LZ)}

Podékovani

V prvni fadé bych chtéla velmi podékovat svému vedoucimu prace Ing. Petru Necesalovi,
Ph.D. za odborné vedeni a vstiicny pfistup pii zpracovani celé prace. Dale bych rada po-



b=10.5

Va Va Va
Obrézek 8: Nahled na Fucikovo spektrum (L) pro n = 0.15 (metoda TopView) a nepii-
pustné oblasti Fucikova spektra (3edé).

dékovala Doc. RNDr. Milanu Tvrdému, CSc. z Matematického tstavu Akademie véd CR
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