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Abstrakt

Po zavedeni termodynamického dopravniho modelu se ukaze analytické odvozeni prav-
dépodobnostniho rozdéleni Cistych vzdalenosti mezi vozidly, které odpovida namérenym
dattim. Algoritmus Metropolis patii k metodam Monte Carlo, ktery minimalizuje poten-
cialni energii systému. Ukaze se, Ze po ustaleni potencialni energie generuje algoritmus
stejné pravdépodobnostni rozdéleni Cistych vzdalenosti jako je analyticky odvozené. V
praci se srovnavaji vysledky pro vyvazeny a slabé mocninny potencial a hleda se modifi-
kace algoritmu za Gcelem optimalizace.

1 Uvod

Modelovanim dopravy na jednoproudé komunikaci se zabyvalo jiz mnoho lidi a existuji
relativné dobré modely fungujici v praxi na bazi celularnich automati. V tomto ¢lanku
bude predstaven dopravni model zalozeny na termodynamické teorii, pomoci které se
analyticky odvodi hustota pravdépodobnosti pro rychlosti nehmotnych bodii a pravdépo-
dobnostni rozdéleni vzdalenosti nehmotnych bodii. Tyto rozdéleni jsou prakticky totozna
s rozdélenimi, ktera generuje redlna doprava.

Algoritmus Metropolis byl vyvinut pro simulaci transportu nehmotnych bodi a jeho pod-
statou je minimalizace potencialni energie systému ndhodnym posunem nadhodného bodu.
Po ustaleni této potencialni energie odpovida hustota pravdépodobnosti vzdalenosti mezi
body analyticky odvozenému pravdépodobnostnimu rozdéleni.

Zde budou porovnavany dva tvary zavislosti potencialni energie na vzdalenosti, a to
vyvazeny a slabé mocninny vztah. Pomoci algoritmu Metropolis se vyhodnoti potencial
lépe odpovidajici realné dopravé a ukazi se modifikace algoritmu, které vznikly za acelem
optimalizace, tj. snizeni iteracnich krokd potfebnych k ustaleni potencialni energie.

2 Termodynamicky model

Termodynamicka teplota 1" predstavuje v dopravnim kontextu psychické vypéti fidice.
Pri vysoké teploté se molekuly pohybuji rychle, coz znaci nizké vypéti pfi nizké hus-
toté dopravy. Naopak pfi nizké termodynamické teploté se molekuly pohybuji pomalu,
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coz znamena velkou hustotu dopravy. Ponorenim systému nehmotnych bodii do teplotni
lazné o termodynamické teploté T' Ize matematicky zanést psychiku fidict do systému.
Bézné se ovsem pouziva jina dopravni velicina, ktera se nazyva inverzni teplota, a je defi-
novana pomoci termodynamické teploty jako 3 = (kT)~!, kde k oznaCuje Boltzmannovu
konstantu.

Tento systém nehmotnych boda v teplotni lazni se omezi pro jednoduchost na jednoroz-
mérny termodynamicky dopravni plyn s kratkodosahovou repulzi, coz znamena, ze body
se smi pohybovat pouze po pfimce a néjakou silou F' piisobi pouze na své dva nejblizsi
sousedy. Z Hamiltonianu

N N

H(U’F)_E;@i_wi) +;U(ﬁ') (1)
se pak odvodi pomoci teorie statistické fyziky vztah pro sdruzenou hustotu pravdépo-

dobnosti
N

N
f(@,7) = Z-exp (T ;(vi —w;)? - 5; UZ) , (2)
kde r; vzdalenost od predchtidce, v; rychlost, w; optimalni rychlost pro i-ty bod a Zy je
particni suma. Stejnd hmotnost m pro vsechny body se ve vztahu vyskytuje kvali teorii.
Hustota pravdépodobnosti pro rychlost se ziska integraci sdruzené pravdépodobnosti pres
ostatni proménné

ZBM )2
q(v;) = Ke™2 imwi, (3)
coz je normalni rozdéleni se stfedni hodnotou i = w; a rozptylem o2 = (8m)™!, tzn.

K = (2#)_%5771. O néco slozitéjsim zptisobem [3] Ize ziskat i vztah pro pravdépodob-
nostni rozdéleni vzdalenosti

o(r;) ~ ﬂ(ri)Ae’B”e’BU(”) , (4)

kde ¥(r;) je Heavisideova funkce. Normalizaéni konstanty A, B lze vypocitat ze soustavy

| otar =1,
/0 " ro(r)dr = (). (5)

Ve vztahu (4) zbyva urcit zavislost potencialni energie na vzdalenosti. Jedouci vozidla se
nepriblizuji na malé vzdalenosti, lze tedy predpokladat mezi nimi odpudivou silu tvaru
F(r) = %,7 € (0,00). Za platnosti F'(r) = —gradU(r) je pak U(r) = aln(r) pro
y=1aU(r)= %rl_'y pro v # 1. Odtud

v € (0,1) polynomialni potencial

v = logaritmicky potencial

v € (1,2) slaby mocninny potencial
=2 vyvazeny mocninny potencial

v > 2 silny mocninny potencial




Pro vyvazeny mocninny potencial U(r) = (r)~! existuje analytické odvozeni normali-

zacnich konstant v pravdépodobnostnim rozdéleni vzdalenosti [4]. Pro slabé mocninny
potencial U(r) = (r)2 se podafilo zatim najit pouze numericky odhad, a to
InA ~1,6128 + 0,414 a B ~ 0,5145 + 1,107 (Obr. 1).
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Obrazek 1: Grafy zavislosti normalizaénich konstant In(A) a B na in-
verzni teploté 3. Cerné body znazoriuji numericky vypocitané hodnoty

z (5) a tyrkysova primka jejich linearni aproximaci.
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Obrazek 2: Porovnani odvozenych pravdépodobnostnich rozdéleni
vzdalenosti s rozdélenim generovanym algoritmem Metropolis pro vy-
vazeny a slabé mocninny potencial.

3 Algoritmus Metropolis pro dopravni model

Necht N nehmotnych bodi se smi pohybovat po kruznici pouze jednim smérem. Necht
dale soucet jejich vzdalenosti od predchadcd R;, ¢ € {1,..., N} je roven jedné a poten-



cialni energie se pocita podle vztahu

U_ZR% , Tesp. U_Z\/IRT' (6)

Pak iteracni krok algoritmu Metropolis vypada nasledovné:
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Vypocet potencialni energie Uy pro { Ry, Ry, ..., Ry }.

Nahodny vybér indexu vozidla j € {1,2,..., N}.
Nahodny vybér § € (0,1).

Je-li 0 > R;, systém zhstane v piivodni konfiguraci. Jinak R’ | = R; 1 + 0 a

Pro novou konfiguraci { Ry, ..., R; 2, R} |, R}, Rji1, ..., Ry} vypocet potencialni
energie U’.

Je-li U" < Uy, nahradime vzdalenosti R;_;, R; vzdalenostmi R |, R’. Jinak vy-
pocitame Boltzmanntv faktor w = exp|—g(U’ — Up)].

Nahodné vybereme ¢ € (0, 1).

Je-li w > ¢, nahradime vzdalenosti R;_;, R; vzdalenostmi R’_,, R’. Jinak systém
zGstane v pavodni konfiguraci.
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Obrazek 3: Hustoty pravdépodobnosti vzdalenosti pro slabé mocninny
potencial (Cervena krivka, 8 = 1) a pro vyvazeny mocninny potencial
(modra kivka, 5 = 0,2491) pfi nejblizsi shodé.

cialni energie je ustalend pro N = 100 a § = 1 v obou pfipadech po 5 000 itera-

cich pri pocatecni konfiguraci rovnomérného rozmisténi bodti po draze, tj. R; = 1,71 €

..

., N'}. Obr. 2 naznacuje, ze volba vyvazeného mocninného potencialu je vhodnéjsi,

protoze pravé okoli nuly v realné dopravé vice odpovida pravé tomuto grafu. Tuto sku-
tecnost potvrzuje i x? test dobré shody, ktery zamita hypotézu o shodé téchto dvou

rozdél

eni i po minimalizaci statistiky pres inverzni teplotu v hustoté pravdépodobnosti

vzdalenosti pro slabé mocninny potencial (Obr. 3)
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Obrazek 4: Grafické srovnani vystupu klasického Metropolisu (N =
100, 8 = 1) s analyticky odvozenou kfivkou pro hustotu pravdépodob-
nosti odstupdl mezi vozidly a priimérné hodnoty potencialni energie v
iteracnich krocich pfi pocatecni konfiguraci nahusténych bodu.
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Obrazek 5: Grafické srovnani vystupu Metropolisu pro 1. modifikaci
(N =100, 5 = 1) s analyticky odvozenou kfivkou pro hustotu pravdé-
podobnosti odstupii mezi vozidly a priimérné hodnoty potencialni ener-
gie v iteracnich krocich pfi pocatecni konfiguraci nahusténych bodd.

4 Modifikace Metropolisu

V této sekci se modifikuje algoritmus pro pocatecni konfiguraci nahusténych bodi, kon-
krétné R; = 0,1proi € {1,...,N — 1}. Opét N = 100 a § = 1. Generovana prav-
dépodobnostni rozdéleni budou porovnavana s analytickym odvozenim hustoty pravdé-
podobnosti vzdalenosti pro vyvazeny mocninny potencial g,(r,3). Dale se oznaci [y
takova inverzni teplota, pro kterou bude Kolmogorova-Smirnova statistika minimalni pfi
testovani hypotézy, ze generovana data pochéazi z analyticky odvozeného rozdéleni.

Pro pocatecni konfiguraci nahusténych bodil je potencialni energie ustalena pfi pouziti
klasické verze Metropolisu az po 100 000 iteracich (Obr. 4). Odstrani-li se v algoritmu
nahodnost vybéru posouvaného bodu a budou-li se volit postupné za sebou, ustali se
potencialni energie pfi této 1. modifikaci po 100 000 iteracich (Obr. 5). Jiz z grafu je



ovéem zfejmé, ze tato modifikace se nepriblizuje analyticky odvozené krivce.
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Obrazek 6: Grafické srovnani vystupu Metropolisu pro 2. modifikaci
(N =100, 8 = 1) s analyticky odvozenou kfivkou pro hustotu pravdé-
podobnosti odstupti mezi vozidly a priimérné hodnoty potencialni ener-
gie v iteracnich krocich pfi pocatecni konfiguraci nahusténych bodd.

V klasické verzi algoritmu se pohybuji body po jednom. V pripadé paralelniho pohybu
jsou dvé moznosti, je-li ndhodny posun pro néjaky bod neuskutecnitelny. Bud se nepo-
sune (2. modifikace), nebo se bude vybirat nahodny posun tak dlouho, dokud nebude
pohyb mozny. Teprve po nalezeni vsech R. se zkouma potencialni energie. V pripadé
2. modifikace nebyl problém a potencialni energie se ustalila pri 50 000 iteracich (Obr.
6). Ale v pripadé 3. modifikace bylo nutné snizit pocet bodii na N = 30, aby se zvy-
Sila pravdépodobnost skoku v potencialni energii. Ovsem ani pri 100 000 iteracich neni
potencialni energie ustalena (Obr. 7). Pro toto tvrzeni je dikazem velky pocet bodd se
vzdalenosti mensi nez 0,1. Tuto modifikaci nema smysl| studovat dale, protoze k Casové
optimalizaci nevede.

Pro aplnost je nutné dodat vysledky Kolmogorova-Smirnova testu pro jednotlivé modi-
fikace (Kriticka hodnota pro zamitnuti je KS* = 0,95.):

Modifikace KS(B) | KS(Br) | By

Klasicky Metropolis s pocatecnimi R; = 1 0,4432 | 1,34e-08 | 1,120

Klasicky Metropolis s pocatecnimi R; = 0,1 0,9987 | 0,9906 | 0,629

1. modifikace Metropolisu ~1 0,1236 | 1,566

2. modifikace Metropolisu ~1 0,9999 | 0,858

3. modifikace Metropolisu ~1 0,9885 | 1,633
5 Zaver

V tomto ¢lanku se ukazalo, ze termodynamicky model se slabé mocninnym potencialem
neaproximuje realnou dopravu lépe nez termodynamicky model s vyvazenym mocninnym
potencialem. Dale se prokazalo, ze 1. a 3. modifikace algoritmu Metropolis je nepouzi-
telna pro simulaci transportu nehmotnych bodt. Naopak v pripadé pocatecni konfigurace
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Obrazek 7: Grafické srovnani vystupu Metropolisu pro 3. modifikaci
(N =30, § = 1) s analyticky odvozenou kfivkou pro hustotu pravdé-
podobnosti odstupti mezi vozidly a priimérné hodnoty potencialni ener-
gie v iteracnich krocich pfi pocatecni konfiguraci nahusténych boda.

nahusténych bodd je vhodnéjsi pouzit 2. modifikaci algoritmu Metropolis nez jeho kla-
sickou verzi z diivodu Casové narocnosti. Neni-li ovsem pocatecni konfigurace podstatna,
Casové nejoptimalnéjsi je volit klasickou verzi algoritmu Metropolis s pocatecni konfigu-
raci rovnomérné rozmisténych bodit po draze, tj. R; = 1,7 € {1,..., N}.
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