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Tribodova okrajovd Gloha

Uvazujme nésledujici tfibodovou okrajovou Glohu:

u'(t)+ Au(t) = 0, te(0,m),

u(m) = u(n),

kde A€ Rane (0,m).

Q Dvojici (n,A) € (0,7) x R nazveme vlastni dvojici, jestlize Gloha (1)
ma netrividlni FeSeni u(t).
Q )\ = \(n) standardné nazyvame vlastnim &islem.

O Nenulové nasobky wu(t) nazyvame viastnimi funkcemi okrajové alohy

(1).
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Systém vlastnich Cisel a vlastnich funkci tfibodové Glohy

o \ 2
Aoy = ., neN, (2)
™=
nebo )
[ (@2k—-1)m
)\2k—1 = ( - s k e N. (3)

Odpovidajici systémy vlastnich funkci jsou:

. 2nmt
ugp (t) = sin <7rrirn) , neN (4)
nebo
. 2k — 1)mt
ugk—1(t) = sin ((nTﬂ)W) , keN. (5)
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Grafické znazornéni vlastnich funkci pro pripad (4)

Prvni dvé vlastni funkce pro n = 0.5

Prani vastni funkee u, (8 pro 1=0.5 Druh wlastni funkee uft) pro =05
1 1
08 q 08 \ 1
08 q 08 1
04 0.4 El
02 0.2 4
= 0 % 0 B
02 02 1
0.4 04 4
06 06 g
08 08 g
1 : : 1 : 1 - 1 : 1 : :
1} 0s 1 15 2 25 3 38 o o0& 1 15 2 25 3 38
t 1
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Grafické znazornéni vlastnich funkci pro pripad (4)

s v z _
Prvni dvé& vlastni funkce pro n = §

Prvni vlastni funkce u,(t) pro n=pii2 Druha viastni funkce u, () pro n=pir2
1 1
08 q 08 1
06 q 08 1
04 4 04 4
02 q 0z 1
02 q 02 1
04 q 0.4 4
06 q 06 1
08 q 08 1
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i} 05 1 15 2 25 3 38 0 183 1 15 2 25 3 38
t 1
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Grafické znazornéni vlastnich funkci pro pripad (5)

Prvni dvé vlastni funkce pro n = 0.5

Prani vastni funkee u, () pro 1=0.5 Druh wlastni funkee uft) pro =05
1 1
09 q 08 1
08 q 08 1
07 4 04 -
0B A 0.2 4
= 05 % 0 B
04 q 02 1
03 4 04 4
02 4 08 4
01 4 08 4
1} L L L L L L 1 L L L L L L
1} 0s 1 15 2 25 3 38 o o0& 1 15 2 25 3 38
t 1
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Grafické znazornéni vlastnich funkci pro pripad (5)

s v z _
Prvni dvé& vlastni funkce pro n = §

Prvni viastni funkce u, (t) pro n=pi2

ui

Yulia Tigay (ZCU v Plzni)

08

08

04

0z

02

04

06

08

Druha vlastni funkce ugt) pro n=pi/2

Reitelnost nelokalnich okrajovych aloh

26.6.2012

8/ 40



Podrobnéjsi struktura vlastnich dvojic a vlastnich funkci

Uvazujeme vlastni dvojici (7, A) € (0,7) x R. MnoZinu v8ech vlastnich
dvojic znacime o.
o=Cy U CZk:—l: n,k €N,
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Struktura mnoziny o

Struktura o

/
/
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Limitni pfipady tfibodové tlohy na (0, )

Necht'  — 0. Potom okrajova Gloha bude ve tvaru:

u’(t) + Au(t) = 0, te(0,m),
u(0) = 0, (6)
u(r) = u(0)=0.

Dostavame tedy standardni Dirichletovu dlohu se znamymi vlastnimi Cisly
a vlastnimi funkcemi:

An =n, up(t) =sinnt, neN.
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Limitni pfipady tfibodové tlohy na (0, )

Necht' n — 7. Z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté plyne:
u € C{0,m)NCHO,m) A u(m) =u(n) = 36 € (n,7):u' () =0.
Tedy okrajova tloha se zredukuje na Dirichletovu-Neumannovu Glohu:
W' (t)+ du(t) = 0, te(0,m),
u(0) = 0, (7)
u'(r) = 0.
Vlastni Cisla a vlastni funkce jsou dobfe znamé a to nasledujici:

Ak = <2k—_1)2, ug(t) = sin (@) , keN.

Yulia Tigay (ZCU v Plzni) Resitelnost nelokalnich okrajovych aloh 26.6.2012



Tribodova okrajovd Gloha s tlumenim

Vychozi tfibodova okrajova Gloha s tlumenim ma tvar:

u”(t) + 200/ (t) + Au(t) = 0

kde t € (0,7), me(0,7), AeR, b>0.

Hlub$im zkoumanim se ndm povedlo ukazat platnost dvou tvrzeni:

Q pro hodnoty A < 0 existuje pouze trividlni feSeni tfibodové llohy
s tlumenim.

Q pripadna vlastni &isla ma smysl hledat pouze na mnoZing R™.
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Volba konkrétni hodnoty 7

Déle volime konkrétni hodnotu n = 5. Odpovidajici vlastni isla a vlastni
funkce jsou:

Ap =402 + 0%, u,(t) = e Msin2nt, b>0,neN.
Zavislost vlastnich cisel A, na tlumeni b.

Tavislost Aabpron=12,34
180
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Dvé transformace tfibodové Glohy s tlumenim (1/2)

Nova zavisla proménna: u(t) — w(t).

Vychazime z okrajové lohy (8). Vynasobime-li rovnici v (8) ¢lenem €%
dostaneme:

u” e + 2bet ! + \ebtu = 0.

Déle zavedeme nové oznadeni el =: w.

")+ AN=Pw(t) = 0, te(0,m),

w(0 0,
@ =0 o)
wlm) = e,

kde A € R, n € (0,m).
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Dvé transformace tfibodové Glohy s tlumenim (2/2)

Nova nezdvisla proménna: u(t) — u(z).

Vychézime opét z Glohy (8). Zavedeme-li novou nezévislou proménnou:

to t
x :/ el 2B g ::/ o(s),
0 0

ziskame novou tfibodovou okrajovou tlohu bez tlumeni ve tvaru:

-A

u'(2) + ——m——
(@) (eb™ — 2bz)?

u(z) = 0, te(0,nm),
. (10)
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Ctyfbodova okrajova tloha

Vychozi ¢tyrbodovd okrajova tloha ma tvar:

u'(t) + Au(t) = 0, te(0,m),
u(0) = u(9), (11)

kde A € R, £ € (0,7), n € (0,7).

Q Trojici (§,m,A) € (0,7) x (0,7)x € R nazyvame vlastni trojici,
jestlize dloha (11) ma netrividlni feSeni u(t).
Q X\ = \(&,n) nazyvame vlastnim C&islem.

Q Nenulové nasobky w(t) nazyvame vlastnimi funkcemi okrajové alohy

(11).
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Systémy vlastnich Cisel ¢tyrbodové tlohy

2mn \ 2
)\2n: ) TLGN, (12)
™=
nebo
P (M)Q LeN (13)
2k—1 — T+ n— é- ) 3
nebo
2
Ao = (%) , leN. (14)
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A jim odpovidajici systémy vlastnich funkci

Q up(t) =1,

Q wugy(t) = cos )\2n ( — g)

T™+n
2 1

Q ugk—1(t) = cos /Agk—1 <t - g)

Q ug(t) =sin /Ay (t —
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Grafické znazornéni vysledkd

Uvazujme 2. pfipad, tj. u2n(t) = cos v/ Aoy, ( — g)

Necht’
n=13 < =28

Proni astri funkee u () pro =13, &=2.8 Diruhia vastni funkce u, 1) pro 1=1.3, 526

Yulia Tigay (ZCU v Plzni) Resitelnost nelokalnich okrajovych aloh 26.6.2012 20 / 40



Grafické znazornéni vysledkd

Uvazujme 3. pfipad, tj. ug(t) = sin /Ay (t _ Tt 77)_

2
Necht’
E=13 < n=28,

Proni astri funkee u () pro =28, &1.3 Pruni wlastni funkce u,() pro =28, &1.3
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Grafické znazornéni vysledkd

Uvazujme 4. pfipad, tj. u2k—1(t) = cos\/Aok_1 <t _ g)
Necht’

Prini wlastni funkee u, (1) pro = &=0.8 Druha viastni funkee u,(t) pro 4= £=0.8
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Podrobnéjsi struktura vlastnich trojic a vlastnich funkci

Uvazujeme vlastni trojici (n,&,A) € (0,7) x (0,7) x R. MnoZinu vSech
vlastnich trojic znacime o.

0=02%UCy_1UCy, nkleN,

O = {(&m) A= (77_27_”:7)2},
Cok—1 = {(5777,)\) A= (%)2}7

Cy = {(f,n,/\) PA= (%)2}
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ruktura mnoziny o

UvaZujme nyni hodnoty parametru { =0.1a {=§

Struktura &

Strukturs o
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Struktura mnoziny o
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Struktura mnoziny o

n=7%5an=31

Struktura o

18 // 13
18 15

Struktura o

srt)
sort(3)
w 5 B =
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Limitni pfipady ¢tyrbodové Glohy na (0, )

Budeme se zabyvat limitnimi pfipady: ¢ — 0, — 7, n — 0an — 7.
Z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté plyne:

u € C{0,m))NCHO0,m) A u(0) =u(€) = 3u=0:u(u)=0.

Pro ¢ — 0 tedy dostaneme podminku «'(0) = 0.
Podobné dostdvame:

u'(n)=d(r) = w=0:4"(v)=0.

n— 7= u"(7) =0.
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1.£—-0,7n—0

u’'(t)+ du(t) = 0, te(0,m),

0) =0, (15)
"(r) = 4/(0)=0.

u
U
Standardni Neumannova okrajova tloha

Vlastni ¢isla a vlastni funkce jsou zndmé a to nasledujici:

Ap =n°, uu(t) =cosnt, ne€N.

Yulia Tigay (ZCU v Plzni) Reitelnost nelokalnich okrajovych aloh 26.6.2012



Zbyvajici pripady

E—>m,m—0 = periodicka dloha

(A =4n®,  un(t) = cos2nt, v,(t) =sin2nt, n e NU{0}).

¢ —m,n—m = Dirichletova tloha

(A =n%  un(t) =sinnt, neN).

£ —0,n—7m = Dirichletova-Neumannova uloha

(An: (anl)Q, un(t):cos<2n2_1t>, neNu{0}>.

Yulia Tigay (ZCU v Plzni) Resitelnost nelokalnich okrajovych aloh 26.6.2012 LR ]



Oblast parametrl & a 7

Celou vySe prozkoumanou situaci Ize znazornit nasledovné:
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Fucikovo spektrum tribodové okrajové tlohy

Vychozi tfibodova okrajova tloha Fucikova typu bude ve tvaru:

W' (t)+out(t)—Bu(t) = 0, te(0,n),
uw(0) = 0, (16)

kde (o, B) € R2.

@ Resenim rozumime funkci u € C%(0,7) N C((0,7)).

Q Bod (a, 8) € R?, pro ktery existuje netrividlni FeSeni u(t) nazyvame
Fucikovo vlastni Cislo.

O Odpovidajici netrivialni feseni u(t) a vSechny jeho kladné nasobky
nazyvame Fucikovy viastni funkce dané tlohy.

31 /40
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Konkrétni predpisy Fucikovych vétvi

Definujme nasledujici operatory:
Lu := L .= LPNy .= —u”,
kde n € (0,7) a plati:

D(L) :={ue C%(0,7) N C(0,7)) : u(0) = 0, u(r) = u(n)},

D(LP") = {u € C*0,7)NC{0, 7)) : u(m) = u(n), u'(n) = u’(n)} ,
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L7 na intervalu (1, 7)

Redeni bude periodické na intervalu (1), 7), pokud na ném bude mit stejny
pocet kladnych a zdpornych pdlvin:

k n ko m—n
va VB
Redeni, které je periodické na (7, 7) miizeme libovolné posunout, abychom
zajistili spInéni podminky na zacatku intervalu u(0) = 0.

, keN.

Fucikovo spektrum periodicke ulohy na intervalu (n3) s n=0.05

A‘S \
[
—
]
R ——————
By
11
P Ay oo A
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LPN na intervalu (0, ”;’7)

k k 1 7w+
oﬁ+ﬁ+m_—2ﬂ, kGNU{O},
k (k+1) I 7+n
oﬁ-l_ 73 NG ke NU{0},
(k+1) &k I w47
07-‘_%—'-%_ 27‘(" kENU{O}v
° i i ! T ke NU{0}.

Va VB aB T 2m
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Fucikovy vétve

Fucikovo spektrum Dirichlst-Neumannovy ulahy na intervaly © (1#)/2) s 1=0.05 Fucikavy vetve pro pefiadickou & Disichlat-Newnannovu wohu

i
M \\
%
\,
% —
| e —
[ — S
2
% . % -
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Netrivialni FeSeni v pripadé periodické dlohy na (7, 7)

Fucikova viastni funkce pro e=3, p=190.2032, 1=1.1 . Fucikava vlastni funkce pro =190, B=3, =11
08 08
06 08
0.4 04
02 02
e 0 s 0
0.2 0z
0.4 04
06 06
08 08
Yo os 15 2z 25 3 "o 05 1 15 2 25 3
t 1
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ATy

Netrividlni feSeni v pfipadé DN dlohy na (0, 15

Fusikors vistni ks o 1. prissi DN uohy, ks =5, = 3798, 72,1 = (n#)2=26 Fusikava vissii funkes pro 2 prigad DN lohy. kde =5, §= 269, 1721 => (r+2=28
08 08
06 08
0.4 04
02 02
2 0 =
0.2 0z
0.4 04
06 06
08 08
s 1 15 2 25 3 o os 1 1.5 7 25 3
t 1
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ATy

Netrividlni feSeni v pfipadé DN dlohy na (0, 15

Fusikors issini ks i 3, prissi ON uohy, ks =5, = 167, 121 == (r+1}2=25 Fusikava vissti funkee pro 4 prigad DN uiohy. ke =18, B 628, 72,1 => (rvmi2=26
08 08
06 08
0.4 04
02 02
2 0 =
0.2 0z
0.4 04
06 06
08 08
s 1 15 2 25 3 o os 1 1.5 7 25 3
t 1
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Fazovy portrét pro linedrni rovnici v (1)

Fazovy portret lingarni rovnice (2.1), lambda=1

du/dt
o
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Fazovy portrét pro linearni rovnici v (8) s b=1 a b=3

Fazovy portret lingami rovnice s tlumenim (3.1), lambda=1, b=1 Fazovy portret lineami rovnice s tlumenim (3.1}, lambda=1, b=3
2F 2r
1F 1+
=
= of = o}
E] E]
at 7z Ak
a2l 2k
3 L L L L L L L ks L L L L L L L
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
uft) uft)
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Fazovy portrét pro nelinedrni rovnici v (16) s =5 a

a =30

Fazowy portrst nelingamni ravnice (5.2), alpha=5, eta=1.1 Fazavy portret nelineari ranice (5.2), alpha=30, eta=1.1
8-
15F
sl
oF
4l
2t 5r
kb ml
4l
ok
s
51
4 6 4 2 0 2 4 & 8 1 0 15 -0 B 15
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Zavér

o Nalezli jsme vSechny systémy vlastnich Cisel a vlastnich funkci
tfibodové a Ctyrbodové okrajové llohy.

o Pro tfibodovou tlohu s tlumicim ¢lenem se nam podafilo ukazat, ze
vlastni &isla existuji pouze na mnozing RY.

o Dale byla dloha s tlumenim formulovana v obecném pripadé a byla
pouZzita véta o jednoznacnosti na zakladé ¢lank( Kiguradzeho a
Lomtatidzeho. Ukazali jsme, Ze dostadvame podle olekdvani stejné
vysledky.

o Naznadili jsme dvé transformace, které naznacuji, jak se da tlumici
¢len eliminovat avsak za urcitou cenu.

o Dale jsme se zabyvali tfibodovou tlohou Fucikova typu. Ukazali jsme
analytické predpisy pro Fucikovy vétve a nazorné jsme ukazali
prislusné vlastni funkce.
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Kontakt: yulia@students.zcu.cz

Dékuji za pozornost.
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