MODEL OSOBNEJ DOPRAVY S VYUZITIM
MULTIKOMODITNYCH TOKOV!
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Abstrakt:
V ¢lanku je popisand moZznost modelovania systému osobnej dopravy pomocou
multikomoditnych tokov.

1. Model osobnej dopravy

Pre rieSenie optimalizacie popiSeme staticky model, v ktorom budem optimalizovat’
(minimalizovat’) pocet autobusov a sti¢asne urcovat’ linky tychto autobusov.

Model je vSeobecny, jeho zakladom je graf dopravnej siete G=(V,E) (maximalna
siet’) so zadanymi poziadavkami na prepravu. V tomto c¢lanku pouzivame vhodné
vlastné oznacCenie. Formuladcia modelu je postavenda na ulohe o multikomoditnych
tokoch, kde prislusnti ucelovli funkciu definujeme viacerymi spdsobmi. Tuto ulohu
rieSime na jednoduchom modelovom priklade a to ako:

ulohy linedrneho programovania (LP),

ulohy celociselného linearneho programovania (ILP).

Definicia 1: Graf G je dvojica (V,E), kde V je 'ubovol'na mnozina a E je relacia na
tejto mnozine, tj. E <V xV . Prvky mnoziny V nazyvame vrcholy alebo uzly a prvky
mnoziny E hrany. Pod ohodnotenym grafom rozumieme trojicu (V,E.e; ), kde (V,E) je

graf a funkcia e; : E - R prirad’'uje hrandm z E ohodnotenie, tzv. cenu hrany.

Predpokladame, ze je zadana dopravnd siet vo forme ohodnoteného grafu
G :(V,E,eG), v ktorom cena hrany reprezentuje vzdialenost medzi uzlami. Dalej

predpokladame, Ze na zaklade Statistického prieskumu alebo inou formou boli ziskané
udaje o zaujme o dopravu medzi jednotlivymi uzlami. Tento ziujem reprezentuje
ohodnoteny graf H = (V, F.e, ) nad mnozinou vrcholov grafu cestnej siete.

2. Modelové rieSenie optimalizacie dopravy

V dalSom budeme riesit’ tlohu, ako na zdklade Specifikdcie zaujmu a znalosti
cestnej siete navrhnut dopravné spojenia tak, aby ich pocet acas prepravy bol
minimalizovany, resp. ich naplnenost’ bola maximalizovand, resp. in¢ vhodne zvolené
kritérium, za predpokladu, Ze ziskany zoznam dopravnych spojeni dokaze uspokojit’
vSetky, resp. vacSinu dopytu po preprave medzi uzlami siete. V tomto pripade
abstrahujeme od casovej zavislosti zaujmu o dopravu v priebehu dna. D4 sa totiz
predpokladat’, Ze pocas jednotlivych faz dna (ranna Spicka, atd’.) sa zaujem o prepravu
z hl'adiska zdroja a ciel’a ciest nebude vyznamne menit’, resp. jeho zmena minimalne
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ovplyvni ziskany optiméalny zoznam dopravnych spojeni. Deni sa vtomto pripade
rozdeli na dostatocny pocet intervalov tak, aby tento predpoklad bol dostato¢ne splneny.

Pokrytie zaujmu o prepravu budeme reprezentovat’ formou multikomoditnych tokov
v dopravnej sieti. PresnejSie, ku kazdej dvojici uzlov snenulovym zaujmom,
¢y (i, j)>0 priradime komoditu x*V). V tomto pripade pre kazdy uzol okrem i a j bude
pre tato komoditu platit’ Kirchhoffov zakon a navyse do uzla i bude vtekat' c,, (i, j) (to
znamena, ze v uzle j musi vytekat' C, (i, j) z tejto komodity). Tato reprezentécia, tak
ako bola popisana, sa da charakterizovat’ systémom nasledujtcich rovnic:

ZX ZX VEI j (la)

(v,w)eE vaE
ZkEx ZEX i, j) (1b)

RieSenia uvedené¢ho systému definuji mnozinu pripustnych rieSeni optimalizacnej
ulohy pre vhodne zvolenu ucelovil funkciu. Napriklad, ked” budem minimalizovat
ucelovt funkciu, ktora bude vyjadrovat celkovu prepravu na vSetkych hrandch siete
vazenou cenou (napr. vzdialenostou) hran v sieti, tak uloha ma jednoduché riesenie,
kde pre kazdii komoditu x(-) je zvolena najkratSia cesta medzi (i,j) v zmysle

zvolenych cien. Inak v pripade zlozitejSich ucelovych funkcii sa lloha moze aj znacne
skomplikovat’ az tak, ze néjdenie jej rieSenia mdze byt nezvladnutelné v prijatelnom
case aj s pouzitim sucasnej Spickovej vypoctovej techniky uz pre pripady malého poctu
vrcholov siete. Preto sa v d’alSom budeme vicSinou venovat hladaniu nejakého
priblizného rieSenia tejto ulohy, ktoré by bolo mozné ziskat' v prijatelnom case pre
vacsinu Uloh a navySe bude dostato¢ne kvalitné pre naSe potreby. Kvalitu ziskaného
rieSenia budeme taktiez analyzovat’ vzh'adom k optimalnej hodnote pre dana tlohu.

Pre ilustraciu popiSeme jeden z moznych tvarov vysSie popisanej ulohy pre
maximalizdciu naplnenosti dopravnych spojeni, kde jednotlivé spoje budu
charakterizované ich maximalnou kapacitou k (predpokladam, ze kapacita jednotlivych
spojov je rovnakd). Uvedend tloha ma tvar:

min Z(k va)

vwkE
kde > X Zx V#i, j (22)
(v,w)eE
> - Zx i j) (2b)
(i,w)eE (w,i)eE
ZX('J) K- Yy, <0 (2¢)

pricom Yy, je celoCiselnd premenna charakterizujiica pocet spojov na danom useku

postacujucich na pokrytie prepravovaného dopytu na danom useku ziskané¢ho ako
rieSenie systému (1) a k je maximalna kapacita spoja.

V d’alSom budeme predpokladat’, Ze mame k dispozicii optimalne rieSenie ulohy typu
(1). Nasledne potrebujeme definovat, akym spdsobom budeme pokryvat dopyt na
jednotlivych tsekoch siete pomocou spojov. Budeme predpokladat, Ze kazdy spoj ma
svoju maximalnu kapacitu a prepravi maximalne mozné mnozstvo. Pre zjednodusenie
predpokladdme, ze kapacita spoja je rovnaka na kazdom useku. Potom definujeme



>
(i.j)

o =

kde k je maximalna kapacita spoja (pozn.: volbay, , nie je ndhodna, v pripade tlohy

z predoSl€ho odstavea presne zodpoveda premennej Y, ).

Dalej definujeme multigraf G,, na mnozine vrcholov V tak, Ze¢ medzi dvoma
vrcholmi (V, W) je presne Y, hran. Z tejto konStrukcie vyplyva, Ze Tubovolné pokrytie
grafu G, cestami (resp. sledmi vhodnych vlastnosti) definuje hl'adanu mnozinu
dopravnych spojeni zabezpecujucich pokrytie dopytu. Tento problém sa da definovat’
ako zobrazenie f :E, — N s vlastnostou, ze mnozina vzorov f _l(i) pre zvolené i € N
vytvara cestu, resp. sled, ¢i iny zvoleny typ grafu, tj. podgraf G, vytvoreny z hran
f‘l(i) je zvoleného typu. Potom velkost mnoziny obrazov |f(EH)| urcuje pocet
potrebnych dopravnych spojeni. Kedze tento parameter chceme minimalizovat’,
hl'adand tloha sa da zapisat’ ako:

min |f(EH)|

f:Ey >N
kde f7'(i) vytvarav G, cestu, resp.sled ieN

Pozn.: tento typ tlohy sa da chapat’ ako hl'adanie optimalneho hranového farbenia
grafu, kde jednotlivé farby vytvaraja Specificku Struktaru.

3. Priklad 1

Dany je graf dopravnej siete G (Obr. 1), maticou susednosti A a graf H (Obr. 2)
poziadaviek na prepravu dany maticou susednosti B. Je potrebné urcit’ prislusné
multikomoditné toky, ak:
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Obr. 1 Obr. 2
Riesenie:

Budeme hladat komodity x“V, (i,j)eEg, pre ktoré si splnené rovnice (1), t..
prva séria rovnic (1a):

XD -xP=0,  xP-xP=0, x2)-xE)=0

x5 - =0 %y -xy =0,

XDt ) x5 x5 - =0, (3 —x39 =0,

XG e o -G o =0, ) - =0,

X —x) =0

a druha séria rovnic(1b):
x5 —x{7) =50, xff) —~ ngf) =50, xl(f;“) —x{i'=100, x% x5 =110,
X s ) - - - =50.

Hladam také hodnoty x(i-J) pre ktoré

V,W

1.3) 4

(i,j) — (1,3) (1,3) (1,3) (1,3) (1,3)
D3xED = x B x{ E d) + xdY 4 x

3 3
(i.5)(v.w)eE

x5+

D xE) g x32) )23 23

0.4)

(1,4) (1,4) (1,4) (1,4) (1,4)
+ X3,2 + X3,2 + X3,1 + X1,3 + X3,4 + X4,3

(3.4) (3,4) (3,4) (3,4) (3,4) (3,4)
+X3’2 +X2,3 +X3,1 +X1’3 +X3,4 +X4’3 +

x4 x3H G 3 4 x 3+ xf;‘ )
je najmensie.
Riesenim pomocou programu Maple st komodity : x"¥ (Obr. 3), x** (Obr. 4), x**
(Obr. 5), X% (Obr. 6), x** (Obr. 7), pre ktoré je:
x5 =50, x%3)=50, x3=100, x3V=110, x{;¥=50, x3Y, x{=100,
x%H =110.

Riesenie je suhrne zndzornené grafom podla Obr. 8.
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4. Priklad 2

Dany je graf dopravnej siete G maticou susednosti A a graf H poziadaviek na prepravu
dany maticou susednosti B. Nech
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Ur¢ime minimalny pocet vozidiel (autobusov) s kapacitou k=40 oséb potrebnych na
pokrytie poziadaviek pre prepravu, ato rieSenim ulohy rovnic (2) metédou LP
a metodou ILP. Vysledky porovname.
RieSenie:
Najskor zostrojime rovnice a nerovnice podmienok:
Rovnice (2a) maju tvar:

1,4)

(1, (1L4) _ (14) _ (14) _
Xz,l +X2,3 _XI,Z _X1,3 _0’

(1L4) | (14) | (L4) _ (14) _ (14) _ (14) _
X3,1 +X3,2 +X3,4 _X1,3 _X2,3 _X4,3 =0

2,4)
3

X% 4 x(2Y - x4 —x(24) = o

1 3.1

(2.4) X(2,4) _ X(2,4)

(2.4) | (24) | ((2.4) _
X3,1 +X3,2 +X3,4 _X1,3 2,3 43 =0

Rovnice (2b) maju tvar:

x5+ g i =140

X - x3 —x3Y =130
Nerovnice (2¢) maju tvar:

x5 -3 —40y,, <0

X —x2Y ~40y,, <0

x5 —x24 —40y,, <0

x( —x39 —40y,, <0

W X2 —40y,, <0

x4 —x3Y —40y,, <0

x5 — x40y, , <0

xt —x29 —40y,, <0
Ucelova funkcia, ktorej minimum budeme hl'adat’ ma tvar:

F=40 Vi, + 40 Yis+ 40 Yo, + 40 Yos+ 40 Vi + 40 Yio+ 40 Ysqt 40 Yas-

Vypocet pomocou programu Maple je zndzorneny na Obr. 9.
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5. Zaver

Tato uloha je Glohou celoc¢iselného linearneho programovania. Z tedrie optimalizacie je
zname, ze tato uloha je NP-tazka. Ukazku spravnosti formulovania optimalizacie sme
uviedli na jednoduchSom priklade. V pripade vacsieho poctu uzlov grafu sa dd pomocou
vypoctovej techniky hladat’ rieSenie, ktoré by bolo vel'mi blizko optimalnemu rieSeniu.
Model optimalizacie, ktory sme vypracovali, je flexibilny a pridanie dodato¢nych
podmienok dava nové vysledky, ktoré je mozno posudzovat aj z hladiska d’alSich
aspektov, napriklad s ekonomickymi nédkladmi na prepravu. Dalsie mozné zlepSovanie
tohto modelu je v ur€ovani liniek, obmedzovani kapacity jednotlivych liniek.
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