KONFORMITA GAUSS-KRUGEROVA ZOBRAZENI
Radek Hampl1

Abstrakt:

Prispévek se tyka problematiky konformity Gauss-Kriigerova zobrazeni. Ukazuje se, ze
toto zobrazeni neni ve své realné podob¢ konformni a 1épe je ho zminovat jako blizko-
konformni zobrazeni. A to zejména z pohledu globalnich aplikaci jako jsou projekce
drah druzic na zemsky povrch, mapy hvézdné oblohy, apod.

1. Strucny pohled do historie vzniku Gauss-Kriigerova zobrazeni

Autorem zobrazeni je C. F. J. Gauss, némecky matematik a kartograf. Matematické
zaklady zobrazeni polozil v letech 1821 — 1825, nicméné své zobrazeni ,,uklidil do
Supliku®, nebot’ ho povazoval jen za matematickou hiicku. Pod jeho taktovkou bylo také
roku 1844 dokonceno mapovani hannoverského kralovstvi pravé v tomto zobrazeni!
Vroce 1855 Gauss umirda a matematické zaklady jim odvozeného a pro mapovani
hannoverska pouzitého zobrazeni si bere s sebou do hrobu.

A az teprve po téméf sto letech Prof. Kriiger, v roce 1919, plivodni Gaussovo dilo po
matematické strance dale rozpracovava. Od té doby urazilo zobrazeni dlouhou cestu a
nyni ho vyuziva vétSina statl zdpadni Evropy a je oficidlnim zobrazenim (ve své
modifikaci UTM) pouzivanym pro konstrukci vojenskych map ¢lenskych stati NATO.

2. Klasifikace Gauss-Kriigerova zobrazeni

Jedna se o zobrazeni elipsoidu (coz je aproximace zemského telesa) do roviny
(mapy). Je Kklasifikovano jako konformni, valcové, v transverzdlni poloze. O
transverzalité¢ zobrazeni neni sporu (osa ,,valce™ — viz. nize — je kolma na osu rotace
elipsoidu a lezi zaroven v roviné rovniku). Klasifikace zobrazeni coby valcového miize
vSak byt diskutovano. Pficnym fezem plochy, na kterou zobrazujeme a kterou pak
rozvineme do roviny, neni kruznice, ale elipsa (je jim zékladni polednik zobrazeni).
Nicméné Hojovec a Buchar ve svém clanku ukazali, Ze toto zobrazeni dava stejné
vysledky, jako kdyz zobrazime konformné elipsoid na kulovou plochu a tu pak opét
konformné (pfes valcovou plochu) do roviny. Z tohoto pohledu lze na zobrazeni
nahliZet jako na vélcové.

V nasledujicich odstavcich mého ¢lanku se budu ale vénovat problému konformity
zobrazeni. K tomuto ucelu je ale tfeba nahlédnout jednak samotny diikaz konformity
Gauss-Kriigerova zobrazeni a pak také zplisob odvozeni zobrazovacich rovnic.

3. Izometrické sourradnice na elipsoidu
Pfi odvozeni zobrazovacich rovnic a také pii provadéni dikazu konformity
studovaného zobrazeni je vhodné zavést na elipsoidu tzv. izometrické soufadnice.
Obecné jsou izometrickymi soufadnicemi ¢, £ na libovolné plose takové soufadnice,
kterymi Ize délkovy element ds geodetické ¢ary napsat ve tvaru:

ds’ = f(a, B)-(da® +dp?), (1)
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kde funkce f je déna plochou (napft. pro rovinu je f(a, ) = I). Izometrické soufadnice
na dané plose vytvareji Ctvercovou sit’.

Sp

Obrazek 1

Obrazek 1 ukazuje geometrii situace na elipsoidu. Zemépisné soufadnice @, A nejsou
izometrické, protoze na rota¢nim elipsoidu, vzhledem ke sbihavosti polednikl, netvori
ctvercovou sit. A pfi polozeni dp = dA vytvari elementarni pfirGstky zemépisnych
soufadnic diferencidlni lichobéznik. Pro délkovy element ds geodetické Cary pak plati:

ds’ =M?*dp’ + N*cos’ ¢ -d1 (2)
Dale vytknutim N”.cos’ ¢ a zavedenim

M2
d 2 — d 2 3
7 = Neov o p @ 3)

pak dostavame pro délkovy element ds geodetické cary vyraz:
ds® = N’ cos’ (p(a’q2 + df) 4)

Soufadnice g, A jsou na rotatnim elipsoidu soufadnicemi izometrickymi a tvofi
¢tvercovou sit. PoloZime-li dg = dA, tvoii diferencialy elementarni ¢tverec. Vzorec pro
izometrickou §itku ¢ odvodime pomoci integrace (3).

4. Obecné tvary zobrazovacich rovnic

Pro dalsi odvozeni je tfeba poznamenat obecné tvary zobrazovacich rovnic
Gauss-Kriigerova zébrazeni. Ve své teorii konformnich zobrazeni Gauss ukdzal, Ze
pokud vyuzijeme pro odvozeni vztahu mezi soufadnicemi ¢, A na rota¢nim elipsoidu a
rovinnymi soufadnicemi X, Y jeden z nasledujicich vzorcti

X +i¥=f(g+id) X +iY = f(g—iA)

5a, 5b
X —iY =glg —iA) X —i¥ =glg+ik) (52, 3b)

pak jde skutecné o konformni zobrazeni! Je tfeba poznamenat, Ze soutfadnice g, A jsou
izometrické (viz. kapitola 3) a sama izometrickd Sitka g je funkci Sitky zemépisné.



Funkce f a g jsou libovolné funkce definované dalsimi podminkami kladenymi na
zobrazeni, konkrétné pro to Gauss-Kriigerovo jde o nezkresleny zakladni (tecny)
polednik.

Duikaz konformity je v nastinu proveden v kapitole 5 tohoto piispévku.

5. Diikaz konformity zobrazeni

Vzorce (4) uzijeme také pro dikaz konformity Gauss-Kriigerova zobrazeni. Délkové
zkresleni je v zobrazeni dano pomérem délkového elementu geodetické cary v roviné
mapy a na rotacnim elipsoidu:

m2 _ dS;2 _ dX2 + dY2 (6)
dSezlipsoid N2 0052 ¢(dq2 + d/’lZ)

S vyuzitim vlastnosti komplexné sdruzenych ¢isel rozlozime soucty ¢tvercu v Citateli
1 jmenovateli nasledujicim zptisobem:

L (dX +idY)dX —idY) )
 N*cos’ p(dg +idA\dg —idA)

Diferencovanim prvniho ze vzorcu (5a) a druhého ze vzorct (5b) dostadvame

dX +idY = f'(q +iA)dq + idA)
dX —idY =g'(q —iA)dq —idA) (8a, 8b)

Dosazenim (8a), (8b) do (7) a po kraceni a jednoduchych tpravach dostdvame:

m :f'(q+if“)'g;(q_iﬂ“), 9)
N7 cos ¢

kde N je pti€ny polomér kiivosti a g, A jsou izometrické soufadnice.

Z obrazku 1 je vSak zfejmé, ze pokud by délkové zkresleni zaviselo také na
azimutu 4, musely by se ve vzorci (9) vyskytovat i podily dA / dg nebo dA / d¢ a nebo
dY /dX.

Tyto podily se vSak v (9) nevyskytuji. Délkové zkresleni je tak funkci pouze
zemg&pisnych soufadnic zobrazovaného bodu.
Tim je vSak dlikaz konformity Gauss-Kriigerova zobrazeni proveden.

6. Zobrazovaci rovnice

Vyjdeme z prvniho vzorce (5a). Hodnota A je zde redukovand zemeépisna délka
zobrazovaného bodu P; na zemépisnou délku Ay zékladného poledniku, tj. 4 = 4; — Ay. Je
proto mnohem mensi neZ izometrickd Sitka g. To ndm dovoluje zminény vyraz ze
vzorcl (5a) rozvést v Taylorovu fadu:

2 3
X+1Y=f(q)+af_@)lﬂ+laf‘—@lz A2 +laf‘—((]).l'3 A4 (10)
0 2! oq° 3! oq°



A pfi oznaceni parcialnich derivaci funkce f(g) symboly postupné f1q), f(q), ... se
zapis (10) zjednodusi:

XY = flg)+ £g)i- 2w f1lq) 7 4

ST OREVERS (11)

Nyni je tteba definovat funkci f{q). Klademe na zobrazeni pozadavek délkové
nezkreslené¢ho zakladniho poledniku. To znamena, Ze vSechny body na tomto poledniku

@
musi mit rovinné soutadnice: X = f(q) = B =[M -dp, Y = 0 (soufadnd soustava je
0

zavedena takto: osou X je délkové nezkresleny obraz zédkladniho poledniku a hodnoty
soutfadnic rostou smérem k severu, osou Y je obraz rovniku a hodnoty rostou smérem
vychodnim).

Zbyva urcit derivace funkce f(g). Jejich vypocet je zdlouhavy a proto se jim nyni
zabyvat nebudu. Vysledné tvary zobrazovacich rovnic Gauss-Kriigerova zobrazeni jsou
pak nasledujici:

X:B+%-ZZ-N-cosg0-sin(p+
+i-/14-N-cos3(o-sin¢-(5—tan2¢)+9772+4774)+
+é-}f’ -N-c055(o-sin(p-(6l—58tan2go+tan“go+270772 —-3307° tanz(p)+---
Y=A4-N-cosp+

+%-ﬂ3-N-cos3(p~(1—tan2go+772)+ (12a, b)

1
+§'/15 -N-(:oss(p~(5—18tar12go+tan4¢+14772 —58772tan2¢))+---

7. Délkové zkresleni
Ozna¢me nyni formélné: X = f(p, 1) a Y = g(¢p, 4). Tyto rovnice diferencujeme a pii

oznaceni A =1, g =1 % =g, % _ g, dostavame:
op " 04 op " 04
dX:gd(ijgd/i:f'd(erﬂ-d/i (13a)
op oA ’
dea—gdgo+a—gdﬂ,=g¢-dgo+gﬂ-dl (13b)
op oA

Rovnosti (13a), (13b) dosadime do (6) a po naslednych upravach dostdvame pro
délkové zkresleni ve sméru azimutu A vzorec:



o rgl)

4= 2

2 2
-cos2A+M-sin2A+2-M-COSA-sinA (14)
N’ cos’ ¢ MN cos¢

Volme postupné 4 = 0° pro zkresleni délek ve sméru polednikt (kdy je sin 4 = 0,
cos A = ) a pak prvni zlomek ve vzorci (14) oznaCme mzz,, potom zvolme 4 = 90° pro
zkresleni délek ve sméru rovnobezek (kdy plati sin 4 = 1, cos 4 = 0) a druhy zlomek
vzorce (14) oznaéme m?2. Treti zlomek vzorce (14) predstavuje tzv. parametr. Plati tedy
tyto tii rovnosti:

mf? — (f; +g;) m2 — (f:i2 +gi) p — (gcogﬂ +JF<p-fl) (15)

M’ " N’cos'e MN cosg

Pro Cisté konformni zobrazeni plati, ze délkové zkresleni ve sméru polednikl je
rovno délkovému zkresleni ve sméru rovnobézek a zaroven parametr p ma nulovou
hodnotu. Tyto rovnosti lze zapsat podminkou

my, =m, Ap =10 (16)

Pro vypocet délkového zkresleni se tedy uziva jen vzorce pro m,. Derivace
zobrazovacich rovnic podle proménné A jsou vyrazné jednodussi!

8. Je Gauss-Kriigerovo zobrazeni skute¢né konformni?

Abychom na tuto otazku nasli odpovéd,, je tfeba se nejprve podivat na zobrazovaci
rovnice. Ty jsou dany vzorci (12). Tvoii je nekonecné fady a prakticky se pouzivaji
pouze maximalné prvni tfi ¢leny (nepocitaje ¢len absolutni).

Obrazek 2

Vzhledem k aplikacim, ke kterym se toto zobrazeni pouZziva, je zcela relevantni
testovat konformitu tohoto zobrazeni. Kromé konstrukce map v polednikovych pasech o
Sifi 3° a 6° se Gauss-Kriigerova zobrazeni uziva i k projekci drah druzic na zemsky
povrch (obrazek 2) nebo ke konstrukci map hvézdné oblohy.

V téchto aplikacich se Sitka zobrazovaného péasu pohybuje v desitkach stupii a
v ptipad¢ projekce drah druzic na zemsky povrch muze prekrocit 1 100°. Je tedy jasné,



ze proklamovana konformita zobrazeni v tom tvaru, ve kterém se realné¢ pouziva, bude
vazné pokulhavat za skute¢nosti!

9. Délkové zkresleni jeSté jednou a miry nekonformity zobrazeni

Chceme-li tedy analyzovat konformitu zkoumaného zobrazeni, je tfeba jej nyni
povazovat za nekonformni. Pak je tfeba definovat hodnoty, kterymi bude mozné
vyjadtit miru nekonformity zobrazeni.

9.1. Tissotova indikatrix a hlavni paprsky zkresleni

Jako vhodné se ndm mohou zdéat pravé hodnoty délkového zkresleni m, a m, ve
smérech polednikii a rovnobézek, které maji byt v piipad¢ konformity shodné. Musime
si ale uvédomit, Ze u nekonformnich zobrazeni se obrazy polednikii a rovnobézek
nezobrazi jako na sebe kolmé Cary!

Délkové zkresleni zavisi u nekonformnich zobrazeni na azimutu a tak hodnoty
délkového zkresleni vytvofi kolem zobrazovaného bodu elipsu zkresleni, nazyvanou
Tissotova indikatrix. Veli¢iny m, a m, (na rotacnim elipsoidu na sebe kolmé) budou jen
sdruzenymi priméry elipsy délkového zkresleni! Nebudou ale extrémnimi hodnotami
délkového zkresleni.

Proto se vhodné¢jSimi veli¢inami pro testovani konformity zobrazeni jevi hlavni
paprsky a, b Tissotovy indikatrix, které tvofi jeji hlavni a vedlejsi poloosu a predstavuji
tak maximalni a minimalni hodnoty délkového zkresleni. U konformnich zobrazeni plati
1 pro tyto veli¢iny rovnost, tedy a = b.

Hlavni paprsky Tissotovy indikatrix vypocteme ze vzorce (14). Ten vyjadiuje
zavislost délkového zkresleni na azimutu. Hleddme tedy jeho extremalni hodnotu. Pii
zavedeni substituci (15) ptejde tvar rovnice (14) na jednodussi vyjadieni:

my=m’ -cos’ A+m’ -sin’ A+2- p-cosA-sinA (17)

Pro urceni extrémut délkového zkresleni musi byt splnéna podminka dm, / dA = 0.

2
dm,

dm
=2m 4
7 4

da”’
d4A = 0. Po provedeni naznacCenych derivaci a feSeni rovnice pro urceni extrému
delkového zkresleni dostdvame vzorec pro vypocet azimutil maximalniho a
minimalniho délkového zkresleni:

ProtoZe ale plati: je postatujici podminkou pro existenci extrému dm’, /

2
tan24=—-"L— (18)
m, —m,

Dosadime hodnoty azimut — vzhledem k dvojznac¢nosti tangenty jsou dva a jsou na
sebe kolmé! — z (18) do (17) a dostavame hodnoty hlavnich paprski a, b Tissotovy
indikatrix.

V téchto vypoctech je tfeba derivovat zobrazovaci rovnice 1 podle proménné ¢ (viz.
vzorce (15) pro délkové zkresleni ve sméru polednikd m, a parametr p). To je velmi
obtizné a 1 za pouziti vypocetni techniky, kterd je schopna symbolického derivovani,
jsou vysledky vyjadifeny pomérné dlouhymi zépisy.



Proto jsem odvodil novy tvar zobrazovacich rovnic (vychézel jsem pii odvozeni ze
vzorcit (12)). Ten je vzhledem k derivacim podle proménnych A i ¢ vyhodnéjsi.
Odvozeni je zdlouhavé a neni zde na n¢j misto. Uvedu tedy pouze vysledné vzorce:

A =30 0+ 8 . 180- ' —60-4° .
X:B+360 304+ N -cosg-sing + 80 60 -N-cos’ @-sing +
720 720
270-e - ' +120- 2° —450-2° - & s .
s N -cos @-sing +
720-(1-¢?)
120-e" - ' +600-¢* - 2* —600- A° - ¢* ;.
+ 5 -N-cos' @-singp+---
720-(1-¢?)
120-4-20- 1 + A 40- 4 =20 F
Y= 0-4 0/1+/1-N-cosgo+ 0-4 Ol-N-c0s3(p+
120 120 (19, b)
24- X +20-0 ¢ -82- 2 -¢° 72-%-€ ’

120-(l—e2) -N -cos ¢+j—)120'1—€2 -N-cos" @+---

9.2. Maximalni uhlové zkresleni, ihel mezi obrazy polednikii a rovnobézek
Dalsi vhodnou veli¢inou pro test konformity je maximalni thlové zkresleni. Jiz bez

nastinu odvozeni:
(1 |b - a|
sinf —Aw,, |=—— (20)
2 b+a

Pokud je zobrazeni konformni, je hodnota A nulova (vzhledem k ¢&itateli zlomku).
Kromé toho jest¢ mizeme pouzit jako ukazatel konformity (¢i nekonformity)
zobrazeni 1 tthel Y mezi obrazy polednikii a rovnobé&zek. Ten je dan vzorcem:

_ f/l'g(p_f;,,'g;.
f¢.ﬁ+g¢.gﬂ

tan 9

1)

Plati 9 = 90° pro konformni zobrazeni a ¢ # 90° pro zobrazeni nekonformni.

10. Strucné vysledky vypocti a zavér

Graf 1 ukazuje zéavislost rozdilu (a — b) velikosti hlavni poloosy a a vedlej$i poloosy
b Tissotovy indikatrix na zemépisnych soufadnicich. Jeho ,,vinovy“ charakter je
zpusoben pfitomnosti funkei sin a cos v zobrazovacich rovnicich a tim pak pfenesené i
v jejich derivacich. A kromé toho také tim, ze ve vypoctech uvazujeme jen prvnich
nekolik malo ¢lent v fadach zobrazovacich rovnic!

Hodnoty rozdilu (@ — b) pro tento piipad dosahuji ve svém maximu /15 m / km!
Pfipominam, ze v pfipadé¢ konformity by musel tento rozdil nabyvat stile nulové
hodnoty! Graf je sestrojen opé€t pro polednikovy pas o §ifi 120° a pro severni polokouli.
Pro Uplnost, na rovniku dosahuje hlavni paprsek a elipsy zkresleni své maximalni
hodnoty ptes 900 m/km! Smérem k pdlu (v tomto pripadé severnimu) se jeji hodnota
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Graf 1 Graf 2

zmenSuje. Stejné tak 1 smérem k zdkladnimu poledniku. Velikost vedlejsi poloosy b
Tissotovy indikatrix na rovniku dosahuje cca 800 m/km!

Pro pas o §ifi 6° dosahuji hodnoty rozdilu (@ — b) v maximu 0,002 mm/km, coz je
skutecné zanedbatelnd hodnota vzhledem ke grafické presnosti mapovych d¢l, ale stale
to NENT hodnota nulova!

Graf 2 je velmi zajimavy. Ukazuje hodnoty A® maximalniho uhlového zkresleni
v zévislosti na zemépisnych soufadnicich. Pro pas o S§ifi 120° a severni polokouli
dosahuje jeho velikost vice nez 3,5°! Vzhledem ke vzorci (20), kterym je déno
maximalni thlové zkresleni, nepiekvapi, ze je pribeh grafu velmi podobny grafu 1.

Pro pés Siroky 30° je hodnota maximalniho thlového zkresleni jiz jen pfiblizné 5,5 ”
a pro pas o $ifi 6° hodnoty Aw jen mirné€ prekracuji 0,0004 "

Je tedy naprosto ziejmé, ze vliv nekonformity Gauss-Kriigerova zobrazeni, plynouci
ze zanedbani Clend vysSich fadl v zobrazovacich rovnicich, rapidné s rostouci
vzdalenosti od zakladniho poledniku nartsta!

To je dilezit¢ zejména z pohledu globalnich aplikaci, kde uwhlové zkresleni
v kombinaci s enormnim délkovym zkreslenim zpisobuje velké potiZze pii orientaci
v geografickych konturach.

Vzhledem k vySe uvedenému navrhuji, aby bylo Gauss-Kriigerovo zobrazeni
preklasifikovano na valcové, transverzalni a blizko-konformni a nebo asymptoticky
konformni. Tato klasifikace 1épe vystihuje jeho teoretickou konformitu zérovei s tim,
ze v praktickych aplikacich toto zobrazeni konformni neni!
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