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Abstrakt

Dolezitou sucastou rieSenia Uloh a problémov v mechanike tuhych telies (statika,
kinematika, dynamika) je vytvorenie mechanického modelu. Na zédklade mechanického
modelu je vytvoreny model matematicky, ktory formou matematickych vzt'ahov
arovnic popisuje jeho spravanie. Prispevok poukazuje na dolezitost’ poznania Sirokej
Skaly matematického aparatu pre Studentov technickych univerzit. Konkrétne je
prispevok zamerany na aplikdciu poznatkov diferencidlneho poctu reédlnej funkcie
jednej realnej premennej a zakladnych poznatkov vektorovej analyzy.

1. Uvod

Kinematika, ktord je na MtF STU sucastou predmetu Mechanika tuhych telies
(s rozsahom 2/2, druhy ro¢nik, zimny semester), sa zaobera mechanickym pohybom
bodov, telies a sustav telies. Poloha bodu v kazdom ¢asovom okamihu je jednoznacne
dana polohovym vektorom vzhl'adom na zaciatok zvoleného stradnicového systému,
¢ize vektorovou funkciou zdvislou od Casu.

Predmet Matematika Isa na MtF STU vyucuje vrozsahu 3/3 v prvom ro¢niku
v zimnom semestri. Obsahom tohto predmetu je diferencialny a integralny pocet redlnej
funkcie jednej redlnej premennej. Zaklady vektorového poctu sa vyucuji v predmete
Matematika II (rozsah 3/3) vletnom semestri prvého rocnika. Predmet Linearna
algebra, ktory sa vyucuje vzimnom semestri druhého ro¢nika obsahuje aj cast’
zaoberajicu sa tedriou vektorov [1,2,3]. Absolvovanim tychto predmetov Studenti
ziskaji vedomosti a zru¢nosti pre pocitanie s vektorovou funkciou, ktoré st potrebné
pre uréenie pozadovanych kinematickych veli¢in.

NajdolezitejsSim problémom v kinematike je zostavenie pohybovych rovnic
v parametrickom tvare alebo formou spominanej vektorovej funkcie. Potom uz na
zaklade poznania vztahov a matematickych poznatkov je mozné urCit vsetky
kinematické veliCiny.

2. Urc¢enie kinematickych veli¢in pohybu bodu v rovine

Na zaklade vyucovacich cielov predmetu Mechanika tuhych telies by Studenti mali
vediet’ okrem iného vyjadrit’ kinematické veli¢iny zakladnych rovinnych pohybov.

Pri rieSeni sustav telies (mechanizmov) si musia Studenti uvedomit pohyb
jednotlivych ¢lenov mechanizmu a nasledne zostavit’ parametrické rovnice pohybu jeho
I'ubovol'ného bodu [4]. Tieto rovnice su pre rozne body mechanizmu rézne. Pre uréenie
ostatnych kinematickych veli¢in platia vSak rovnaké vztahy.

V ramci cviceni sa tieto ulohy rieSia len analyticky. Ddlezité je najmi osvojenie si
zakladnych technickych suvislosti a postupov, rozvoj technického myslenia. Ucelené
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rieSenie ulohy vyzaduje od Studentov vel'mi dobre osvojené matematické poznatky
a schopnosti ich aplikacie v rieSeni konkrétneho technického problému.

V tejto kapitole je ukdzany princip riesenia jedného zo zadani (tab.1), ktoré Studenti
dostavaju k rieSeniu v rdmci samostatnej prace. Pri rieSeni danej ulohy si Studenti maju
osvojit’ najmi sposob a pravidla rieSenia konkrétnej ulohy auvedomit’ si nutnost’
matematickych poznatkov nadobudnutych predchadzajiicim Stadiom.

Tabulka 1

Pre zadané rovnice pohybu bodu M v stradnicovom x(t)=kcost
systéme (0, i, j) urcte: y(t) = beost
e kinematické veli¢iny V, v, &, a, a,, a, ako funkcie Casu ¢, k b s kladné konstanty
e polomer krivosti trajektorie R, bodu M, L

tje Cas
¢ jednotkovy tangencidlny vektor t

Doporucujeme Studentom riesit’ tieto zadania bez pouzitia PC. Samozrejme kazdy si
rieSenie modze skontrolovat prostrednictvom rdéznych matematickych programov.
Software Mathematica [5] je jednym znich aje urCeny na ulahCenie aplikacii
matematiky.

Nasledujuca tabulka (tab. 2) obsahuje zdkladné vztahy atym aj nevyhnutné
matematické operacie pre rieSenie danej ulohy.

Tabul’ka 2

e polohovy vektor: T = x(t); + y(t)}

o vektor rychlosti a jeho zlozky: vel'kost’ vektora rychlosti:
dr =

- - Tz s = — 2 2 _ ¢
V=—=I=X1+Y]=V,1+V ] V=4V, Ty, =S

e vektor zrychlenia a jeho zlozky vel'kost’ vektora zrychlenia

- dv LT T LT LT = = — 2 2
a:E=VX1+VyJ:x1+yJ:ax1+ayJ a=.a,+a,
e velkost tangencialneho zrychlenia e velkost’ normalového zrychlenia

=§=y 2 2 2 2
a4,=5=Vv a,=+a’-a}; a=.a; +a,

e velkost’ polomeru krivosti drahy

jednotkovy tangencialny vektor

e R Ve ﬁ
an_RTo " a, = _dt _d Y
ds ds v

dt

Tabul’ka 3 obsahuje zapis prikazov a vypis vysledkov (vpravo) ziskanych programom
Mathematica.



Tabulka 3

rovnice pohybu - zadanie
x[t_]:=k*Cos|[t]
y[t_]:=b*Sin[t]

zapis polohového vektora

pv ={x[t],y[t]} {k Cos [t],bSin [t]}
velkosti zloZiek vektora rychlosti vx[t], vy[t] a velkost vektora rychlosti v[t]
vx[t_]=D[x[t].t] —k Sin [t]
vy[t_]=D[y[t],t] b Cos [t]

V[t ]=Sqrt[vx[t]*2+vy[t]2] Jb>Cos?[t]+k’Sin?[t]
zapis vektora rychlosti

vv={vx[t],vy[t]} {~k Sin [t],bCos [t]}
velkosti zloZiek vektora zrychlenia ax[t],ay[t] a vel kost vektora zrychlenia aft]
ax[t_|=D[vx[t],t] —k Cos|[t]
ay[t_]=D[vy[t].,t] —b Sin [t]
a[t_]=Sqrt[ax[t] 2-+ay[t] 2] Jk>Cos[t]+bSin?[t]
zapis vektora zrychlenia

va={ax|[t],ay[t]} {~k Cos [t],— bSin [t]}

velkost tangencialneho a normalového zrychlenia
1 2k’*Cos[t] Sin[t] — 2b*Cos[t] Sin[t]
2 Jb>Cos?[t] + k*Sin’[{]

at[t_|=D[v[t],t]

an[t_|=Sqrt[(a[t])"2-(at[t])"2]

K2Cos2[t] 4 bSin[(] - 1 (2k*Cos[t] Sin[t] - 2b*Cos[t] Sint] )*
4 b*Cos*[t] + k*Sin[t]

vel'kost polomeru krivosti drdahy v zavislosti na case
RO[t_]=v[t]"2/an[t]
b>Cos’[t] + k*Sin’[t]
( 2k*Cos|[t] Sin[t] — 2b*Cos[t] Sin[t] )
4( b*Cos*[t] + k*Sin’[t])

\/szosz[t] +b’Sin’[t] -

zapis jednotkového tangencialneho vektora
Jvvx[t IVt vyt _1/vit]}

_ k Sin[t] b Coslt]
Jb’Cos?[t]+k’Sin’[t] 4/b>Cos’[t]+kSin’[t]

Zmenou rovnic pohybu v zakladnom stibore (x[t], y[t]), pripadne zmenou konstant £,
b mozno podla daného suboru prikazov urdit vsetky kinematické veli¢iny. Dalej
z hl'adiska néazornosti je mozné zostrojit' grafické zavislosti kinematickych veli¢in
(velkosti rychlosti a vel’kosti zrychlenia) od casu. V tom pripade je vSak potrebné zadat’
konkrétne ¢iselné hodnoty vsetkych konstant.



3. Zostrojenie grafov rychlost’ — ¢as a ich analyza

V tabul’ke 4 su uvedené grafy pre predchadzajucu ulohu, pricom konstanty &, b st
dané nasledovne: £ = 0,3 m; b = 0,2m, ide o pohyb bodu po elipse.

Tabul’ka 4
v [m/s] a[m/s"2]
0.3 0.3
0.25 /\/\ 0.25 W
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
ta B
1 2 3 4 5 o (5] 1 2 3 4 5 G [s]

Zmenou konstant, napr: k = b = 0,1 m (pohyb bodu po kruznici) ziskame nasledovné
grafy pre vel'kost rychlosti a zrychlenia (tab 5). Velkost rychlosti v je konStantna.

V= \/kzsinz[t] +k’cos’[t]=k [ms']

(1)

Velkost’ tangencidlneho zrychlenia @, je nulovd (tangencidlne zrychlenie vyjadruje
zmenu vel'kosti rychlosti). Normalové zrychlenie vyjadruje zmenu smeru vektora rychlosti.
Pri pohybe bodu po krivke sa smer vektora rychlosti meni a preto aj ked’ vel'kost rychlosti
je konstantna vznika pri pohybe bodu po krivke normalové zrychlenie a,,.

a, =v=0 (2)
a,=+a’—a’ =a=k [ms™] (3)
Tabulka 5
v [m/8] afm/s"2]
0.3 0.3
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
- e ] - - t[s
1 2 3 4 5 6 [s] 1 2 3 4 5 6 (5]

V tab.6 su grafy pre rovnice pohybu: x =¢%; y=¢>.

Tabulka 6
v [m/&] a[m/s"2]
100 100
30 30
60 a0
40 40
t[s =
1 2 3 4 5 G [s] 1 2 3 4 5 6 [s]




Po zostrojeni grafov ¢asovych zéavislosti vel'kosti rychlosti a vel’kosti zrychlenia pre
dané pohybové rovnice je vhodné pri analyze tychto grafickych zavislosti vyuZzit
vedomosti z tedrie realnej funkcie jednej redlnej premennej. Z tohto aspektu mozno
analyzovat zostrojené grafy.

Jednotlivé druhy pohybov (priamociarych aj krivociarych) vyskytujucich sa v beznej
praxi je teda mozné zakreslit’ v diagrame rychlost’ — ¢as (obrazok 1).

\%
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Obr. 1
a - rovnomerny pohyb rychlostou v,
b - rovnomerne zrychleny pohyb z nulovej zaciato¢nej rychlosti
¢ - rovnomerne zrychleny pohyb zo zaciatocnej rychlosti o vel’kosti v,
d - rovnomerne spomaleny pohyb zo zaciato¢nej rychlosti o velkosti v,
e - nerovnomerny pohyb

Z matematického hladiska mézeme grafy zndzornené na obr. 1 charakterizovat
nasledovne:
a - graf konStantnej funkcie y = f(¢) =v, =konst.,t >0,
b - graf linearnej rasttcej funkcie y = f(¢) =kt,t >0, k >0, k —konst.,
¢ - graf linearnej rastucej funkciey = f(t)=kt+v,_,t 20,k 20, k —konst.,
d - graf linearnej klesajucej funkcie y = f(¢)=kt+v,,t 20,k <0, k —konst.,
e - graf v§eobecnej funkcie y = f(¢),t>0.

4. Zaver

Z analyzy danej ulohy vyplyva, ze matematické vedomosti a zrucnosti su
vyznamnou a ddleZitou sucastou rieSenia kinematickych, ale vo vSeobecnosti aj
mechanickych tloh. Studenti by sa v technickych disciplinach mali zamyslat’ hlavne
nad technickymi principmi, postupmi a metdédami rieSenia, matematicky aparat by mal
byt pre nich samozrejmostou.

Prispevok sa zaoberd len malou ¢ast'ou mechaniky tuhych telies. Poukazuje na
nutnost’ zvladnutia prace s vektorovymi funkciami, ich derivaciou a integraciou.
V predmete Mechanika tuhych telies, v Casti statika sa Studenti stretdvaju s vektorovymi
operaciami (sucet vektorov, skalarny a vektorovy sucin atd’.). V Casti statika je taktiez
potrebné, aby Studenti mali zvladnuté rieSenie sustavy linearnych algebraickych rovnic,



resp. maticového poctu. V dynamike tuhych telies okrem iné¢ho je nutné, aby Studenti
zvladli aj rieSenie diferencialnych rovnic druhého radu.

Prispevok prezentuje jeden =z mnohych prikladov doélezitého prepojenia
anadvéznosti matematickych predmetov s odbornymi predmetmi pri Studiu na
vysokych skolach technického zamerania.
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