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Abstract

S c��lem zaru�cit dostate�cn�e velkou �u�cinnost itera�cn�� agrega�cn�� metody k v�ypo�ctu

str�ankov�eho ocen�en�� (anglicky PageRank) odpov��daj��c��ho Markovovsk�eho �ret�ezce

syst�emu vyhled�ava�ce GOOGLE je zapot�reb�� zobecnit jist�e lemma pomoc��

n�eho�z lze ur�cit rychlost konvergence odpov��daj��c��ho itera�cn��ho procesu. D�ukazu

tohoto tvrzen�� a stru�cn�e diskuzi je v�enov�an tento p�r��sp�evek.

1 �Uvod

Z�ajem o vnit�rn�� strukturu vyhled�ava�ce GOOGLE a�z neuv�e�riteln�e vzrostl, kdy�z se
za�caly objevovat n�ekter�e detaily jeho v�ystavby a matematick�eho z�azem��. Z�ajem
je�st�e nabyl na intenzit�e po vyd�an�� monogra�e [4] v�enovan�e zejm�ena matematick�ym
ot�azk�am tohoto pozoruhodn�eho internetov�eho prost�redku modern�� informa�cn�� �ery.
Je pochopiteln�e, �ze zm��n�en�y z�ajem nejen, �ze neupad�a, ale st�ale nar�ust�a, zejm�ena mezi
odborn��ky z p�r��slu�sn�ych obor�u. �Cten�a�r�um, kte�r�� se cht�ej�� sezn�amit s podrobn�ej�s��mi
informacemi jak o GOOGLE jako�zto prost�redku komunikace tak s funkcemi jed-
notliv�ych jeho �c�ast�� jako�zto aplikac�� a realizac�� a vynikaj��c��ch ide��, m�u�zeme jen
znovu a znovu doporu�cit ji�z citovanou monogra�i. Je zajist�e pozoruhodn�e, �ze tv�urci
vyhled�ava�ce GOOGLE jsou dva studenti na Stanford University, kte�r�� je�st�e v de-
vades�at�ych l�etech byli doktorandy a dnes zam�estn�avaj�� sv�e n�ekdej�s�� profesory, kte�r��
jako�zto zam�estnanci sv�ych n�ekdej�s��ch �z�ak�u pob��raj�� platy �r�adov�e p�resahuj��c�� jejich
platy, kdy�z je�st�e �skolili sv�e tolik �usp�e�sn�e �z�aky. Co zb�yv�a dodat? Jm�ena obou t�ech
nejd�ule�zit�ej�s��ch, dnes slavn�ych b�yval�ych student�u: Larry Page a Sergey Brin.

GOOGLE je nav�ysost slo�zit�y informatick�y syst�em maj��c�� matematickou �ci sp���se
v�ypo�cetn�� slo�zku. Tato sou�c�ast pracuje na b�azi Markovovsk�eho �ret�ezce. V�ypo�cet
str�ankov�eho ocen�en�� je toto�zn�y s v�ypo�ctem stacion�arn��ho vektoru pravd�epodobnosti
p�r��slu�sn�e matice p�rechodu. V�ypo�cet vektoru pravd�epodobnosti se v GOOGLE
realizuje pomoc�� mocninn�e metody. Je-li tedy G(1) matice p�rechodu aktu�aln��ho
Markovova �ret�ezce, pak matice G(�) = �G(1) + (1 � �)veT , kde v je t.zv. per-
sonaliza�cn�� vektor, eT = (1; :::; 1) a 1

2
< � < 1, se naz�yv�a GOOGLEovsk�a matice.

Hledan�y vektor je tedy d�an formul��

x̂(�) = lim
k!1

[G(�)]ke:(1.1)

�Stavebn�� fakulta, �Cesk�e vysok�e u�cen�� technick�e v Praze, Th�akurova 7, 166 29 Praha 6,
(marek@ms.m�.cuni.cz).



Ot�azkou je jak �casto syst�em GOOGLE aktualizovat. K tomu je nutn�e zn�at
rychlost konvergence procesu popsan�eho v (1.1) a pomoc�� t�eto veli�ciny ur�cit peri-
odu aktualizace. V�ypo�cet dostate�cn�e p�resn�e aproximace veli�ciny (1.1) nen�� snadn�y:
GOOGLEovsk�a matice m�am (podle aktu�aln��ch odhad�u cca 5:109 �r�adk�u! Uk�a�zeme si
jak pot�rebnou rychlost ur�cit. V�ysledek je: Aktualizace se prov�ad�� jednou za m�es��c.

N�a�s z�ajem bude samoz�rejm�e sm�e�rovat do matematiky a jmenovit�e do line�arn��
algebry. Je nam��st�e uv�edomit si, �ze situace v dal�s��ch oborech jak�ymi jsou infor-
matika, linguistika, k�odov�an��, proto�ze eventu�aln��, by�t jedin�e slab�a sou�c�ast syst�emu
GOOGLE, by m�ela za d�usledek jeho oslaben�� jako celku.

A nyn�� ji�z k matematice! Jak rychle konveruje posloupnost mocnin GOOGLEov-
sk�e matice k Perronov�e projekci? Jin�ymi slovy, jak rychle konveruje posloupnost

n
[G(�)]k e� x̂

o

k nulov�emu vektoru. Na tuto ot�azku a nejen na ni odpov��d�a n�a�s p�r��sp�evek. P�redkl�a-
d�ame toti�z alternativn�� zp�usob v�ypo�ctu umo�z�nuj��c�� vn�est do v�ypo�ctu dal�s�� informace
a pomoci tak eliminovat akce t.zv. hacker�u v jejich snaze o nekal�e vylep�sov�an�� sv�ych
skore pro v�ypo�cet jejich str�ankov�eho ocen�en��. Na�se metoda IAD je analyzov�ana
v osledn�� �c�asti tohoto pojedn�an��.

2 De�nice a zna�cen��

Nebude-li explicitn�e uvedena jin�a skute�cnost, vy�set�rov�any budou �ctvercov�e matice
rozm�eru N �N .

Jak je obvykl�e, symbolem

�(C) = max fj�j : � 2 �(C)g ;

budeme ozna�covat spektr�aln�� polom�er matice C t.j.

�(C) = max fj�j : � 2 �(C)g ;

where �(C) denotes the spectrum of C.
D�ale pak klademe


(C) = sup fj�j : � 2 �(C); � 6= �(C)g :

a veli�cinu 
(C) naz�yv�ame faktorem konvergence matice C.
Posl�eze de�nujeme veli�cinu �(C), kterou naz�yv�ame spektr�aln��m pseudopolom�erem

matice C.

2.1 De�nice Pro libovolnou N �N matici C = (cjk), kde cjk; j; k = 1; :::; N; jsou
komplwexn�� �c��sla, nech�t

�(C) = maxfj�j : � 2 �(C); j�j 6= �(C)g:



POZN�AMKA Pro pseudopolom�er konvergence matice C plat�� nerovnosti

�(C) � 
(C) � �(C)

Budeme p�redpokl�adat, �ze p je cel�e kladn�e �c��slo a B nerozlo�ziteln�a stochastick�a
matice se spektr�aln��m rozkladem

B = Q+ Z; Q2 = Q;QZ = ZQ = 0; �(Z) < 1;

v n�em�z

Q =
pX

j=1

�j�1Qj; QjQk = QkQj = �jkQj; j; k = 1; :::; p:

Poznamenejme, �ze p�redchoz�� formule popisuj�� dv�e v z�asad�e odli�sn�e situace. T�emi
jsou p�r��pad primitivn�� (pro p = 1) a cyklick�y (pro p > 1).

3 Googleovsk�e aplikace

3.1 Motiva�cn�� p�r��klad

Vy�set�rujme n�asleduj��c�� syst�em probl�em�u parametrizovan�ych parametrem � 2 (1
2
; 1):

G(�) = �G(1) + (1� �)G(2);

kde G(1) je (sloupcov�e) stochastick�a matice a G(2) je vhodn�a irreducibiln�� stocha-
stick�a matice "mal�eho " �r�adu.

Jako prototyp na�sich v�ysledk�u m�u�ze slou�zit n�asleduj��c��

3.1 V�eta Za p�redpokladu, �ze G(2) = veT , p�ri �cem�z v je vektor maj��c�� v�sechny
komponenty kladn�e, a eT = (1; :::; 1), eTv = 1, i.e. G(1) p�redstavuje primitivn��
stochastickou matici hodnosti jedna.

Potom

(G(�)) � �:

Snadno prov�e�r��me, �ze

Q(�)G(�)Q(�) = G(�)Q(�) = Q(�)

a

(I �Q(�))G(2) (I �Q(�)) =
�
G(2) �Q(�)

�
(I �Q(�)) = G(2) (I �Q(�)) = 0:(3.1)

Platnost tvrzen�� dokazovan�e V�ety plyne z rovnosti

G(�) = Q(�) + (I �Q(�))�G(1) (I �Q(�)) :

V�y�se uveden�y d�ukaz otv��r�a cestu k dal�s��m zobecn�en��m. Jako podstatn�y se
jev�� speci�aln�� vztah mezi p�uvodn�� matic�� p�rechodu G(1) a poruchovou matic�� G(2)

spo�c��vaj��c�� v rovnosti (3.1).



4 Agrega�cn�� a desagrega�cn�� komunikace

Nech�t E = RN ;F = Rn; n < N , eT = e(N)T = (1; :::; 1) 2 RN . D�ale nech�t G
ozna�cuje zobrazen�� de�novan�e na indexov�ych mno�zin�ach:

G : f1; :::; Ng
na

! f1; :::; ng

S t��mto zna�cen��m lze ps�at eT = (e(r1)
T ; :::; e(rn))

T ), kde

rj = card
�n
j 2 f1; :::; Ng : G(j) = j

o�
:

Itera�cn�� agrega�cn�e/desagrega�cn�� komunika�cn�� oper�atory jsou de�nov�any pomoc��
formul��

(Rx)j =
X
G(j)=j

xj

S = S(u); (S(u)z)j =
uj

(Ru)j
(Rx)j:

Z t�echto vzore�ck�u okam�zit�e plyne, �ze

RS(u) = IF

D�ale pak pro agrega�cn�� projekci plat�� P (x) = S(x)R

P (x)T e = e 8x 2 RN ; xj > 0; j = 1; :::; N

a
P (x)x = x 8x 2 RN ; xj > 0; j = 1; :::; N(4.2)

De�nujme agregovanou matici jako�zto

B(x) = RBS(x)

V�a�znou ot�azkou je jak vybrat zobrazen�� G.
P�rirozen�e, odpov�e�d je jednodu�s�s��, m�a-li B "vhodnou" blokovou strukturu, na p�r.

B =

0
BBB@

B11 B12 : : : B1n

B21 B22 : : : B2n

: : : : : :
Bn1 Bn2; : : : Bnn

1
CCCA ; with diagonal nj � nj block Bjj; j = 1; :::; n:

V takov�em p�r��pad�e, klademe obvykle,

j = G(j) for n0 + n1 + :::+ nj�1 + 1 � j � n0 + n1 + :::+ nj�1 + nj; n0 = 0:

a to zna�c��, �ze ka�zd�y z blok�u Bjk se agreguje do 1� 1 matice.
Naopak, zobrazen�� G d�av�a mo�znost vytvo�rit odpov��daj��c�� blokovou formu matice

B (samoz�rejm�e a�z na n�ejakou permutaci).
Obecn�e, naj��t "adekv�atn��" zobrazen�� G je velice obt���zn�y �ukol a ka�zd�a dobr�a rada
je v��t�ana. V praxi se zpravidla vyu�z��v�a informace o probl�emu a �casto nemaj��c��
s matematikou p�r��li�s spole�cn�eho.



5 IAD Algoritmy

Algoritmus SPV(B;T ; t; s;G;x(0); ")
Bu�d B N �N irreducibiln�� stochastick�a matice a x̂ jej�� jedin�y stacion�arn�� vektor

pravd�epodobnosti. D�ale, bu�d I � B = M �W rozklad takov�y, �ze v�sechny prvky
matice T = M�1W jsou nez�aporn�a re�aln�a �c��sla.

Posl�eze, nech�t t; s jsou kladn�a �c��sla, komponenty vektoru x(0) 2 RN jsou vesm�es
kladn�a �c��sla a " > 0 je p�redem dan�a tolerance.

Krok 1. Polo�zme k = 0.

Krok 2. Sestrojme agregovanou matici (v p�r��pad�e s = 1 irreducibilita of B zaru�cuje,
�ze B(x(k)) je t�e�z irreducibiln��)

B(x(k)) = RBsS(x(k)):

Krok 3. Nalezn�eme jedin�y stacion�arn�� vektor pravd�epodobnosti z(k) z �ulohy

B(x(k))z(k) = z(k); e(p)T z(k) = 1; e(p) = (1; :::; 1)T 2 Rp:

Krok 4. �Re�sme (vzhledem k x(k+1)) �ulohu

Mx(k+1;m) = Wx(k+1;m�1); x(k+1;0) = x(k); m = 1; :::; t;

x(k+1) = x(k+1;t); e(N)Tx(k+1) = 1:

Krok 5. Prov�e�rme zda
kx(k+1) � x(k)k < �:

Step 6. Jestli�ze plat�� NE v Kroku 6, pak t prove�dme

k + 1! k

a jd�eme na Krok 2.
Step 7. Jest;i�ze plat�� ANO v Kroku6, pak polo�zme

x̂ := x(k+1)

a STOP.

6 Vlastnosti IAD metod

Podle de�nice SPV algoritmu formule pro chybu IAD metod k + 1 p�ribl���zen�� vzh-
ledem k aproximaci k m�a tvar

x(k+1) � x̂ = Jt(x
(k))

�
x(k) � x̂

�
;(6.1)

kde [7]
Jt(x) = J(B;T t;x) = T t [I � P (x)Z]�1 (I � P (x)) ;(6.2)



a Z poch�az�� ze spektr�aln��ho vyj�ad�ren�� matice B = Q + Z;Q2 = Q;QZ = ZQ =
0; 1 =2 �(Z). D�ale, Jt(x) = T t�1J1(x); t � 1, plat�� pro jak�ekoliv x maj��c�� v�sechny
sou�radnice kladn�e.

Pro na�se �u�cely sledujeme mo�znost obej��t se bez p�redpokladu vy�zaduj��c��ho kon-
vergenci z�akladn�� itera�cn�� matice t.j. nevy�zaduje se toho, �ze limk!1 T k = 0 existuje.

Ne�re�senou z�ust�av�a ot�azka "spr�avn�e" volby agrega�cn��ho zobrazen�� G.
V �c�asti 8 uk�a�zeme jist�y nov�y v�ysledek, kter�y lze pova�zovat za agrega�cn�e-desagre-

ga�cn�� verzi V�ety 3.1. Jej�� spr�avn�e pochopen�� je umo�zn�eno skute�cnost��, �ze IAD
metody jsou konvergentn��mi nez�avisle na p�redpokladu, �ze p�r��slu�sn�y itera�cn�� proces
je �r��zen a�t u�z matic�� primitivn�� �ci matic�� cyklickou. �Cten�a�re zaj��maj��c��ho se o po-
drobnosti odkazujeme na na�si pr�aci [10], zde uvedeme jen zn�en�� n�as zaj��maj��c��ho
tvrzen��.

6.1 V�eta Bu�d B irreducibiln�� stochastick�a matice a I � B = M �W jej�� rozklad
takov�y, �ze itera�cn�� matice T = M�1W je blokov�e p-cyclick�a.

Potom existuje cel�e kladn�e �c��slo t̂ a okol�� 
(x̂) takov�e, �ze Algoritmus SPV(B;T ;
t; s = 1;G;x(0); " vytv�a�r�� posloupnpost fx(k)(T t)g takovou, �ze pro v�sechna t � t̂ plat��

lim
k!1

x(k)(T t) = x̂ = Bx̂ = T x̂;

kdykoliv x(0) 2 
(x̂).

7 T�r��da �uloh stochastick�ych matic pro n�e�z IAD

konverguj�� rychle

V t�eto �c�asti se zab�yv�ame n�ekter�ymi zaj��mav�ymi vlastnostmi IAD metod, je�z byly
form�aln�e zavedeny v odstavci ??. Zejm�ena n�as budou zaj��mat t�r��dy �uloh, pro n�e�z
lze dok�azat rychlou konvergenci. Rychlou konvergenc�� rozum��me skute�cnost, kdy
itera�cn�� proces nab��z�� p�resn�e �re�sen�� v kone�cn�em po�ctu itera�cn��ch krok�u. To, �ze IAD
metody maj�� schopnost rychl�e konvergence bylo pozorov�ano poprv�e v pr�aci [7].

7.1 De�nice Uva�zujme t�r��du speci�aln��ch stochastick�ych matic, jejich�z blokov�a
struktura je ve tvaru

Bdyad =

0
BBB@

B11 B12 : : : B1p

B21 B22 : : : B2p

: : : : : :
Bp1 Bp2 : : : Bpp

1
CCCA

kde
Bjj; j = 1; :::; p; libovoln�a substochastick�a(7.1)

a

Bjk = vj u
T
jk; j 6= k; matice hodnosti jedna(7.2)



v =

0
BBBBBBBB@

v1
0
:
:
:
0

1
CCCCCCCCA
+

0
BBBBBBBB@

0
v2
:
:
:
0

1
CCCCCCCCA
+ :::+

0
BBBBBBBB@

0
0
:
:
:
vp

1
CCCCCCCCA
; vj > 0; j = 1; :::; p:

Takov�e matice Bdyad budeme naz�yvat dyadick�ymi maticemi.

7.2 Lemma P�redpokl�adejme, �ze x
(k)
(j) = cjx̂(j) s n�ejak�ymi kladn�ymi konstantami

c1; : : : cn v kroku k algoritmu SPV(B;T ; t; 1;x(0); "). Potom x(k+1) = x̂.

D�ukaz [7] vyu�z��v�a toho, �ze relace (I�P (x(k)))(x(k)�x̂) = 0 plat�� pro uveden�x(k).

7.3 V�eta [7] Je-li I � B = M �W rozklad takov�y, �ze itera�cn�� matice = M�1W
m�a v�sechny prvky nez�aporn�e. D�ale nech�t je M rovna blokov�e diagon�ale nebo blokov�e
troj�uheln��kov�e �cac sti matice B. nech�t mimodiagon�aln�� bloky slo�zen�e z blokov�ych
�r�adk�u matice W odpov��daj��c�� jedn�a ka�zd�e agrega�cn�� skupin�e jsou matice hodnosti
jedna a maj�� t�y�z obor hodnot. Tedy, tyto matice maj�� pr�av�e ty vlastnosti popsan�e
v (7.1) a (7.2).

Potom algoritmus SPV(B;T ; 1; 1;x(0); ") with T = M�1W poskytuje p�resn�e �re�sen��
po nejv�y�se dvou itera�cn��ch cyklech.

Proof [7] D�ukaz tohoto tvrzen�� je d�usledkem Lemmatu 7.2. Jeho p�redpoklady
jsou spln�eny p�ri k = 1.

8 Poruchy hodnosti p

Proto�ze citlivost agrega�cn�e-desagrega�cn��ch metod na spektr�aln��ch vlastnostech ma-
tice �r��d��c�� cel�y v�ypo�ctov�y proces je velmi omezen�a, je vcelku p�rirozen�e vyu�z��t t�eto
vlastnosti k v�ypo�ctu str�ankov�eho ohodnocen�� (PageRank) pomoc�� IAD metod

N�ale�zit�e anal�yze n�ekter�ych vhodn�ych algoritm�u bude p�redm�etem t�eto �c�asti na�seho
pojedn�an��.

Podobn�e jako v �c�asti 3.1 budeme vy�set�rovat konvexn�� kombinaci dvou stocha-
stick�ych matic B(�) = �B(1)+(1��)B(2), kde B(1) je dan�a jinak libovoln�a stocha-
stick�a matice zat��mco B(2) m�a n�ekter�e speci�aln�� vlastnosti. V�yznamn�y rozd��l v�sak
bude spo�c��vat v p�redpokladech kladen�ych na konvergen�cn�� vlastnosti matice kombi-
nace B(�) kdy nebude vy�zadov�ana konvergence matice �r��d��c�� v�ypo�ctov�y proces.

P�redpokl�adejme tedy, �ze matice B(1) i B(2) maj�� ji�z ur�cenu svou blokovou struk-
turu. Itera�cn�� matici setrojujeme potom tak, �ze klademe

I �B(�) = I �B
(1)

diag � �B
(1)

o� � (1� �)B
(2)

o�;(8.3)

kde
B(t) = B

(1)

diag +B
(t)

o�; t = 1; 2;



B
(2)

o� =

0
BBBB@

0 0 : : : 0 B
(2)
1p

B
(2)
1p 0 : : : 0 0
: : : : : : :

0 0 : : : B
(2)
1p 0

1
CCCCA(8.4)

a
B

(2)
1p = v1c(np)

T ; B
(2)
jj�1 = vjc(nj�1)

T ; j = 2; :::; p

s

vT = (vT1 ; :::; v
T
p ); c

T = (c(n1)
T ; :::; c(np))

T ; eT = (1; :::; 1) = (e(n1)
T ; ::; e(np)

T )

p�redpokl�adaj��ce, �ze v�sechny komponenty vektoru v jsou kladn�a re�aln�a �c��sla a vektor
c je takov�y, �ze �

I � (B
(1)

diag)
T

�
e = f; fT =

�
fT(1); :::; f

T
(p)

�

a
fT(j)v

(j) = 1; j = 1; :::; p:

Rozklad (8.3) de�nuje itera�cn�� matici

T (�) =
�
I �B

(1)

diag

��1 h
�B

(1)

o� + (1� �)B
(2)

o�

i

= �T (1) + (1� �)T (2):

Snadno se lze p�resv�ed�cit, �ze T (2) is blokov�e p-cyklick�a, irreducibiln�� a

(T (�))T f = f:

odtud plyne, �ze T (�) je irreducibiln��, a tud���z m�a jedin�y Perron�uv vlastn�� vektor
x(�). Normalizujeme-li jej kladouce

fTx(�) = 1;

obdr�z��me Perron�uv projektor Q1(�)

Q1(�) = x(�)fT =
�
x(�)fT

�2
= [Q1(�)]

2 :

Na�s��m c��lem je n�asleduj��c��

8.1 V�eta Irreducibilita matice B(2) implikuje, �ze matici T (�) lze vyj�ad�rit ve tvaru

T (�) =
pX

t=1

�t�1Qt(�) + �(I �Q1(�))Z
(1)(T )(I �Q1(�)); � = exp

2�i

p
;

kde

Qt(�) = y(t)
�
f (t)

�T

= (I �Q1(�))
h
�Q

(1)
t + (1� �)Q

(2)
t

i
(I �Q1(�)) ; t > 1;



T (1) =
pX

t=1

�t�1Q
(1)
t + Z(1)(T ); T (2) =

pX
t=1

�t�1Q
(2)
t

a

y(1)(�) = x(�);
�
y(t)(�)

�T
=
�
�t
�
x(�)(1)

�T
; :::; �pt

�
x(�)(p)

�T�
; t > 1:

Nav��c, spektrum �(T ) = �(�T (1))
Sp
t=1f�

tg a

�(T (�)) = max fj�j : � 2 �(T (�)); � 6= �t; t = 1; :::; pg � �:

D�ale uvedeme dv�e evidentn�� tvrzen��.

8.2 Tvrzen�� Z p�redpokkladu, �ze B(2) jako�z i T (�) jsou ob�e p-cyclick�e, plyne, �ze
T (1) je t�e�z p-cyklick�a.

8.3 Tvrzen�� Pro Perron�uv projektor matice T (�) a matici T (2) plat��

Q1(�)T
(2) = Q1(�)(8.5)

a
Q1(�)

h
T (2) �Q1(�)

i
= 0:(8.6)

D�ukaz Ob�e relace (8.5) a (8.6) jsou bezprost�redn��m d�usledkem relac��

(T (�))T f = f =
�
T (1)

�T
f:

D�ukaz v�ety 8.1 Relace (8.5) and (8.6) plynou p�r��mo z p�redpokladu cykli�cnosti
matice T (�) [1].

Na z�aklad�e Tvrzen�� 8.3 m�ame

T (�) = Q1(�)Q1(�) + (I �Q1(�))T (�)(I �Q1(�)))

= Q1(�) + (I �Q1(�))�T
(1)(I �Q1(�))

=
Pp

t=1 �
t�1Qt(�)) + (I �Q1(�))�Z

(1)(T )(I �Q1(�)):

D�ale vid��me, �ze

� (T (�)) =
p[

j=1

n
�j
o
[ �

�
�Z(1)(T )

�

a tud���z,
�(T (�)) = ��

�
Z(1)(T )

�
� �:

T��m je d�ukaz dokon�cen.
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