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Abstract
S cilem zarucit dostateéné velkou t¢innost iterac¢ni agregaéni metody k vypoctu
strankového ocenéni (anglicky PageRank) odpovidajiciho Markovovského retézce
systému vyhleddvate GOOGLE je zapotiebi zobecnit jisté lemma pomoci
néhoz lze urcit rychlost konvergence odpovidajiciho itera¢niho procesu. Dikazu
tohoto tvrzeni a stru¢né diskuzi je vénovan tento ptispévek.

1 Uvod

Zéjem o vnitini strukturu vyhleddvace GOOGLE az neuvéfitelné vzrostl, kdyz se
zacaly objevovat nékteré detaily jeho vystavby a matematického zazemi. Zajem
jesté nabyl na intenzité po vydani monografie [4] vénované zejména matematickym
otdzkam tohoto pozoruhodného internetového prostiedku moderni informacéni éry.
Je pochopitelné, ze zminény zajem nejen, ze neupadad, ale stdle narustd, zejména mezi
odborniky z piislusnych obort. Ctendfim, kteif se chtéji sezndmit s podrobnéjsimi
informacemi jak o GOOGLE jakozto prostiredku komunikace tak s funkcemi jed-
notlivych jeho ¢asti jakozto aplikaci a realizaci a vynikajicich idei, muzeme jen
znovu a znovu doporucit jiz citovanou monografii. Je zajisté pozoruhodné, ze tvirci
vyhleddavace GOOGLE jsou dva studenti na Stanford University, ktefi jesté v de-
vadesatych létech byli doktorandy a dnes zaméstnavaji své nékdejsi profesory, kteti
jakozto zaméstnanci svych nékdejsich zaku pobiraji platy fadoveé piesahujici jejich
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GOOGLE je navysost slozity informaticky systém majici matematickou ¢i spiSe
vypocetni slozku. Tato soucast pracuje na bazi Markovovského tetézce. Vypocet
strankového ocenéni je totozny s vypoctem stacionarniho vektoru pravdépodobnosti
prislusné matice prechodu. Vypocet vektoru pravdépodobnosti se v GOOGLE
realizuje pomoci mocninné metody. Je-li tedy G matice piechodu aktudlniho
Markovova fetézce, pak matice G(a) = aGM + (1 — a)ve”, kde v je t.zv. per-
sonalizacni vektor, e’ = (1,...,1) a % < «a < 1, se nazyvd GOOGLFovskd matice.
Hledany vektor je tedy dan formuli
(1.1) #(a) = lim [G(a)]"e.
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Otazkou je jak casto systém GOOGLE aktualizovat. K tomu je nutné znat
rychlost konvergence procesu popsaného v (1.1) a pomoci této veliciny urcit peri-
odu aktualizace. Vypocet dostatecné presné aproximace veli¢iny (1.1) neni snadny:
GOOGLEovskd matice mam (podle aktudlnich odhadu cca 5.10° fadka! Ukdzeme si
jak potiebnou rychlost urcit. Vysledek je: Aktualizace se provadi jednou za mésic.

N&s zdjem bude samoziejmé smétovat do matematiky a jmenovité do linedrni
algebry. Je namisté uvédomit si, ze situace v dalsich oborech jakymi jsou infor-
matika, linguistika, kédovani, protoze eventudlni, byt jediné slabd souédst systému
GOOGLE, by méla za dusledek jeho oslabeni jako celku.

A nyni jiz k matematice! Jak rychle konveruje posloupnost mocnin GOOGLEov-
ské matice k Perronové projekci? Jinymi slovy, jak rychle konveruje posloupnost

{[G(e)]" e — 3}

k nulovému vektoru. Na tuto otazku a nejen na ni odpovida nas ptispévek. Predkla-
dame totiz alternativni zpusob vypoctu umoznujici vnést do vypoctu dalsi informace
a pomoci tak eliminovat akce t.zv. hackeru v jejich snaze o nekalé vylepsovani svych
skore pro vypocet jejich strankového ocenéni. Nase metoda IAD je analyzovana
v osledni ¢asti tohoto pojedndni.

2 Definice a znaceni

Nebude-li explicitné uvedena jina skutecnost, vySetfovany budou ¢tvercové matice
rozméru N x N.
Jak je obvyklé, symbolem

p(C) = max {|A| : A € o(C)},
budeme oznacovat spektralni polomér matice C t.j.
p(C) =max {|\: X € a(C)},

where o(C) denotes the spectrum of C.
Dale pak klademe

C) =sup {A]: A € o(C), A # p(C)} -

a veli¢inu (C') nazyvame faktorem konvergence matice C.
Posléze definujeme veli¢inu 7(C), kterou nazyvame spektrdlnim pseudopolomeérem
matice C.

2.1 Definice Pro libovolnou N x N matici C' = (c¢j), kde ¢, 7,k =1,..., N, jsou
komplwexni ¢isla, necht

7(C) = max{[A[ : A € o(C), [A[ # p(C)}.



POZNAMKA Pro pseudopolomér konvergence matice C' plati nerovnosti
p(C) 2 4(C) =2 7(C)

Budeme predpokladat, ze p je celé kladné ¢islo a B nerozlozitelnd stochasticka
matice se spektralnim rozkladem

B=Q+7Z Q*=Q,Q2=2Q=0, p(2) <1,

p
Q= Z/\]_le, Q;Qr = QrQ; = 0uQy,J,k=1,...,p.
=1
Poznamenejme, Ze piedchozi formule popisuji dvé v zasadé odlisné situace. Témi

jsou pripad primitioni (pro p = 1) a cyklicky (pro p > 1).

3 Googleovské aplikace

3.1 Motivaéni priklad

Vysetiujme nasledujici systém problému parametrizovanych parametrem o € (%, 1):
G(a) = aGY + (1 — a)G?,

kde G je (sloupcové) stochasticka matice a G® je vhodna irreducibilni stocha-
sticka matice "malého 7 fadu.
Jako prototyp nasich vysledku muze slouzit nésledujici

3.1 Véta Za predpokladu, ze G = vel', pii cems v je vektor majici vechny
komponenty kladné, a e = (1,...,1), eTv = 1, i.e. GW piedstavuje primitivni
stochastickou matici hodnosti jedna.
Potom
1(G(e) < a

Snadno provérime, ze

a

(3.0) — Q) G? (I = Q(a)) = (G®) = Q(a)) (I = Q(a)) = GP (I - Q(a)) = 0.

Platnost tvrzeni dokazované Véty plyne z rovnosti

G(a) = Q(a) + (I - Q(a)) aGW (I - Q(a)).

Vyse uvedeny dukaz otvird cestu k dalsim zobecnénim. Jako podstatny se
jevi specidlni vztah mezi pivodni matici pfechodu G a poruchovou matici G
spocivajici v rovnosti (3.1).



4 Agregacni a desagregacni komunikace

Necht &€ = RN, F = R",n < N, el = e(N)T = (1,...,1) € RY. Déle necht G
oznacuje zobrazeni definované na indexovych mnozinach:

na

G {1, N} {1,...n}
S timto znacenim lze psat el = (e(r1)7, ..., e(r,))7), kde

rj=card ({j € {1,... N} : 6(j) = j}).

Iteracéni agregacné/desagregacni komunikacni operdtory jsou definoviany pomoci

formuli
(Rz);= >
G(4)=7
.
S = S(u), (S(u)z); = (R;),(Rx)i"
7 téchto vzorecku okamzité plyne, ze

Déle pak pro agregaéni projekei plati P(x) = S(z)R
Px)'e=e Ve eR,2;>0,j=1,..,N

(4.2) P(r)r =2 Vo e€RY,z; >0,j=1,.,N

Definujme agregovanou matici jakozto

B(z) = RBS(x)

Véaznou otdzkou je jak vybrat zobrazeni G.
Ptirozené, odpovéd je jednodussi, ma-li B ”vhodnou” blokovou strukturu, na pt.

Bll B12 .. Bln
B = Ba By . .. B . with diagonal n; x n; block Bj;, j =1,...,n.
Bnl Bn27 LR Bn”

V takovém ptipadé, klademe obvykle,
Ezg(j) forn0+n1+...—|—nj,1+1 <3 §n0+n1+...+nj,1+nj, ng = 0.

a to znaci, ze kazdy z bloku B, se agreguje do 1 x 1 matice.

Naopak, zobrazeni G dava moznost vytvofit odpovidajici blokovou formu matice
B (samoziejmé az na néjakou permutaci).
Obecné, najit ”adekvatni” zobrazeni G je velice obtizny ukol a kazdd dobrd rada
je vitdna. V praxi se zpravidla vyuzivd informace o problému a casto nemajici
s matematikou prili§ spolec¢ného.



5 IAD Algoritmy

Algoritmus SPV(B;T;t,5;G;:2(9;¢)

Bud B N x N irreducibilni stochastickd matice a & jeji jediny staciondrni vektor
pravdépodobnosti. Dale, bud I — B = M — W rozklad takovy, ze vSechny prvky
matice T = M~'W jsou nezdpornd redlnd c¢isla.

Posléze, necht ¢, s jsou kladna ¢isla, komponenty vektoru (9 € RY jsou vesmés
kladna ¢isla a € > 0 je predem dand tolerance.

Krok 1. Polozme k£ = 0.

Krok 2. Sestrojme agregovanou matici (v ptipadé s = 1 irreducibilita of B zarucuje,
7e B(x™®)) je té7 irreducibilni)

B(z™®™) = RB*S(2™).

Krok 3. Naleznéme jediny staciondrni vektor pravdépodobnosti 2*) z dlohy
B(z®) 20 = 28 e(p)T20) =1, e(p) = (1,..,1)T € R.
Krok 4. Resme (vzhledem k 2*+1) iilohu
MgEttm) — pygbttm=1) = (k+1.0) — o (k) -y — 1 ¢,

:Ij(k+1) — :E(k+1’t)7 e(N)TZE(]H—l) -1

Krok 5. Provérme zda
2D — 2®)| < e

Step 6. Jestlize plat{! NE v Kroku 6, pak t provedme
k+1—=k

a jdéme na Krok 2.
Step 7. Jest;ize plati ANO v Kroku6, pak polozme

i = gkt

a STOP.

6 Vlastnosti IAD metod

Podle definice SPV algoritmu formule pro chybu IAD metod k + 1 ptiblizeni vzh-
ledem k aproximaci k£ ma tvar

(6.1) g* ) — 3 = gy (™) (x(k) - i) :

kde [7]
(6.2) J(w) = J(B; T ) = T'[I — P(x)Z] ' (I - P(x)),



a Z pochdzi ze spektralniho vyjadieni matice B = Q + Z,Q? = Q,QZ = 7Q =
0,1 ¢ o(Z). Déle, Jy(z) = T'Jy(x), t > 1, plati pro jakékoliv x majici vSechny
souiadnice kladné.

Pro nase 1icely sledujeme moznost obejit se bez predpokladu vyzadujiciho kon-
vergenci zdkladn{ itera¢ni matice t.j. nevyzaduje se toho, Ze limy_,, T* = 0 existuje.

NefeSenou zustava otdzka ”spravné” volby agregac¢niho zobrazeni G.

V c¢asti 8 ukazeme jisty novy vysledek, ktery lze povazovat za agregacné-desagre-
gacni verzi Véty 3.1. Jeji spravné pochopeni je umoznéno skutecnosti, ze TAD
metody jsou konvergentnimi nezavisle na predpokladu, ze prislusny iterac¢ni proces
je fizen af uz matici primitivn{ ¢ matici cyklickou. Ctendie zajimajiciho se o po-
drobnosti odkazujeme na nasi praci [10], zde uvedeme jen znéni nds zajimajiciho
tvrzeni.

6.1 Véta Bud B irreducibilni stochastickd matice a I — B = M — W jeji rozklad
takovy, Ze iteracnd matice T = MW je blokové p-cyclickd.
Potom ezistuje celé kladné ¢islo t a okoli Q(%) takové, ze Algoritmus SPV(B;T;
t, s = 1;G; 2 ¢ vytvdri posloupnpost {x*) (T} takovou, Ze pro vsechna t >t plati
lim 2®)(T") = # = Bi = T,

k—oo

kdykoliv 20 € Q().

7 Trida dloh stochastickych matic pro néz TAD
konverguji rychle

V této ¢asti se zabyvame nékterymi zajimavymi vlastnostmi IAD metod, jez byly
formélné zavedeny v odstavci 77. Zejména nas budou zajimat t¥idy tuloh, pro néz
lze dokézat rychlou konvergenci. Rychlou konvergenci rozumime skutec¢nost, kdy
iterac¢ni proces nabizi presné feseni v kone¢ném poctu iteracnich kroku. To, ze TAD
metody maji schopnost rychlé konvergence bylo pozoroviano poprvé v praci [7].

7.1 Definice Uvazujme tfidu specidlnich stochastickych matic, jejichz blokova
struktura je ve tvaru

By By . . . By
By | P2 B2 By
By By . . . By
kde
(7.1) B;j,j =1,...,p, libovolna substochasticka
a

(7.2) B, = v; u]Tk,j # k, matice hodnosti jedna



(A 0 0
v = ol |+ s >0, =1,
0 0 Up
Takové matice Byyaq budeme nazyvat dyadickymi maticems.

7.2 Lemma Predpokladejme, Ze ng)) = ¢;Zj) 8 nejakymi kladnygmi konstantams
C1,y...Cn v kroku k algoritmu SPV(B;T;t,1;2%;¢). Potom 2*+) = 3.

Diikaz [7] vyuziva toho, ze relace (I —P(x™®)))(2*) —2) = 0 plati pro uveden x*).
7.3 Véta [7] Je-li [ — B = M — W rozklad takovy, Ze iteracni matice = MW
md vsechny prvky nezdporné. Didle necht je M rovna blokové diagondle nebo blokové
trojihelnikové cac sti matice B. nechi mimodiagondlni bloky sloZené z blokouvych
radki matice W odpovidagici jednd kaZdé agregacni skupiné jsou matice hodnosti
jedna a maji tyz obor hodnot. Tedy, tyto matice maji prdvée ty vlastnosti popsané
v (7.1) a (7.2).

Potom algoritmus SPV(B;T;1,1; 29 ¢ ) with T = M ='W poskytuje presné resent
po nejvyse dvou iteracnich cyklech.

Proof [7] Dukaz tohoto tvrzeni je dusledkem Lemmatu 7.2. Jeho pfedpoklady
jsou splnény pii k = 1.

8 Poruchy hodnosti p

Protoze citlivost agregacné-desagregacnich metod na spektralnich vlastnostech ma-
tice Tidici cely vypoctovy proces je velmi omezend, je vcelku prirozené vyuzit této
vlastnosti k vypoctu strankového ohodnoceni (PageRank) pomoci IAD metod

Nalezité analyze nékterych vhodnych algoritmu bude predmétem této ¢asti naseho
pojednani.

Podobné jako v ¢ésti 3.1 budeme vySetiovat konvexni kombinaci dvou stocha-
stickych matic B(a) = aBY + (1 — a)B® | kde B je dan4 jinak libovoln4 stocha-
stickd matice zatimco B® m4 nékteré specidlni vlastnosti. Vyznamny rozdil viak
bude spocivat v predpokladech kladenych na konvergencni vlastnosti matice kombi-
nace B(a) kdy nebude vyzadovana konvergence matice fidici vypoétovy proces.

“s e

turu. Itera¢ni matici setrojujeme potom tak, ze klademe

(8.3) I—B(a)=1- Bgfag —aBk — (1 - a)BY,
kde

@) _ ) (t) _
B _Bdiag+Boff’ t=1,2,



0 0 0 BY
(2)
@ _| B, 0 0 0

(8.4) Big= P |

0 0 BY 0
a

2 2 ,
Bin) = Ulc(np)T’ B§])_1 = ch(nj_l)T7j - 27 e P
8
vl = (o], 0)), = (etm)", e(ny)T, €T = (1., 1) = (e(m)”, . e(ny) ")

predpoklddajice, ze vSechny komponenty vektoru v jsou kladnd redlné ¢isla a vektor
c je takovy, ze

(1= ) = 1 7 = (18 13)

fe =1, j=1,..p.

Rozklad (8.3) definuje itera¢ni matici
-1
(7 _ W 1) _ (2)
T(a) = (I B diag) [eBlg + (1 - a)B%]
— oTD 4 (1= a)T®,
Snadno se lze presvédéit, ze T is blokové p-cyklickd, irreducibilni a

(T()" f= 1.

odtud plyne, ze T(«) je irreducibilni, a tudiz ma jediny Perronuv vlastni vektor
z(a). Normalizujeme-li jej kladouce

fla(a) =1,

obdrzime Perronuv projektor Q;(«)

Q@) = 2(@)f" = (w(a)f")" = [Qr(a))*.
Nasim cilem je nasledujici
8.1 Véta Irreducibilita matice B® implikuge, Ze matici T(«) lze vyjadrit ve tvaru
T(a) = Ep: NQu(@) + ol = Qi) ZV(T)(I = Qu(e), A= expT,
t=1

kde



T(l) — i)\)ﬁ*l@%l) 4 Z(l) (T), T(?) — i)\tle?)

=1 =1
y0(@) = afe), (10(@)" = (X (sl@)) " W (2(0)) ) > 1
Nawic, spektrum o(T) = o(aTM)U_1{A\*} a
T(T(@)) = max {|p| : p € o(T(a)), p# Nt = 1,...,p} < av.
Dale uvedeme dvé evidentni tvrzeni.

8.2 Tvrzeni Z predpokkladu, Ze B?) jakoz i T(a) jsou obé p-cyclické, plyne, Ze
TW je téz p-cyklickd.

8.3 Tvrzeni Pro Perronuv projektor matice T'(«) a matici T® plati

(8.5) Q1(04)T(2) = Q1(a)
(8.6) Q:1(a) [T(Q) - Ql(a)] = 0.

Dukaz Obé relace (8.5) a (8.6) jsou bezprostiednim dusledkem relaci

(T(a)" f=7=(1V)"7.

Dukaz véty 8.1 Relace (8.5) and (8.6) plynou piimo z predpokladu cykli¢nosti
matice T'(a) [1].
Na zakladé Tvrzeni 8.3 mame

T(a) = Qu(a)Qi(e) + (I = Q:(a)T(a)(I — Qi(a)))
= Qi() + (I = Qu(a))aTW(I — Q1(e))
= X1 A Qi) + (I = Qu()aZD(T)(I = Qu(a)).

Dale vidime, ze

a tudiz,
Tim je dukaz dokoncen.
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