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Abstrakt

Prispévek pojednava o dynamickém systému na kruznici z pohledu
Birkhoffovy ergodické véty. Je uveden dusledek ergodicity iracionalni
rotace v teorii ¢isel a nékteré jiné dusledky.

Iracionalni rotace kruznice je specidlnim piipadem dynamickych systému
na kruznici, které prvné definoval A.N.Kolmogorov. Jeho motivaci byla snaha
modelovat dynamické vlastnosti hnaného mechanického rotoru, systém vsak
modeluje rovnéz kontrolni obvod s negativni zpétnou vazbou, uzivany v elek-
tronice. Pozdéji Kolmogoruv zak V.I.Arnold modeloval pomoci systému na
kruznici dynamické vlastnosti srde¢ni ¢innosti.

Definice 1. Bud a € (0,1) iraciondlni ¢islo a necht zobrazeni T :
[0,1] — [0,1] je ddno predpisem

T(x)=z+a (modl).
Pak T se nazyva iraciondlni rotace kruznice.

Pojem rotace pochazi z rotace kruznice délky jedna o thel «, pficemz
krajni body intervalu [0,1] se na kruznici ztotoziuji. Zakladni vlastnosti
dynamického systému daného opakovanim zobrazeni 7' na libovolny bod x €
[0,1] je skutecnost, ze mnozina {z,T(z),T*(x),...,T"(x),...}, nazyvani
orbitou bodu x, je hustd na [0,1]. Jinymi slovy, pro libovolné = € [0,1) je
mnozina

{r+na:n=0,1,2...}

hustd na kruznici [0,1). Systém nemd zadné periodické body: kdyby byla or-
bita néjakého bodu periodicka s periodou p, pak by platilo pae = 0 (mod 1),
coz by znamenalo pa =k € N a thel a by byl racionalni.
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Uvazme konecnou ¢ast orbity, feknéme délky n, libovolného bodu z €
A C [0,1]. Ptejme se po budoucim vijvoji iteraci bodu x: kolik ¢lenu této
¢asti orbity padne do A? Je tento pocet v néjakém vztahu k délce mnoziny
A?

Uvazujme Lebesgueovu miru p na [0, 1]. Nakreslime-li si graf zobrazeni T
na [0, 1], 1ze snadno nahlédnout, ze pro kazdou podmnozinu A C [0, 1] plati
w(T7HA)) = u(A), tedy délka vzoru mnoziny je rovna délce této mnoZiny.
Plati-li tato vlastnost pro kazdou podmnozinu A C [0, 1], ¥iké se, ze zobrazen{
T je miru zachovavajici nebo také, ze mira u je T—invariantni. Plati-li pro
néjakou podmnozinu A C [0,1] inkluze T(A) C A, tkd se, ze mnozina A
je T—invariantni (nebo zkracené invariantni). Pravdépodobnostni mira u je
ergodicka, jestlize kazda méritelna invariantni mnozina ma miru 0 nebo 1.

Zajimavost 1. (Gaussuv dynamicky systém). Pro zobrazeni g : (0,1) —
(0,1) dané predpisem
1 1

sestrojil C.F.Gauss invariantni miru. Zobrazeni ¢ ale neni bijekce!

Ergodicita miry, tj. ergodicita transformace tvorici dynamicky systém,
v némz skrze tuto miru meéfime prubéh udalosti, zodpovi na vyse polozené
otazky. Plati nasledujici véta.

Birkhoffova ergodicka véta. Bud (X,B,u) pravdépodobnostni pros-
tor (tj. w(X)=1), fe LY (u) a T : X — X miru zachovdvagici transfor-
mace. Potom eristuje f* € L*(u) tak, Ze plati

P J@) S (T2) + [(T%) + . [T )

n—oo n

= f*(z)

pro skoro vsechna x € X. Navic, je-li T' ergodickd transformace, plati

lim f(z)+ f(Tz) + f(T?z) + ... f(T" 'z) _ /de,u

n— 00 n

pro skoro vsechna x € X.

Poznamka 1. Interpretace posledni rovnosti zni: pro ergodickou trans-
formaci je casovd stredni hodnota rovna prostorové stredni hodnoté skoro
jiste.



Poznamka 2. Ve statistické fyzice hraje ergodicka véta ustiedni roli.
Problémem ale je nalézt pro redlné fyzikalni systémy ergodické miry.

Poznamka 3. Podle V.I.Arnolda je ergodicky princip stejny princip, po-
dle kterého ke sledovani evoluce dieva v lese neni nutné ¢ekat na to, az drevo
vyroste ze semene a uhyne, ale sta¢i se jednoduse podivat na dieva ruznych
stari.

V pripadé iracionalni rotace kruznice je zobrazeni 7' ergodicka transfor-
mace. Zvolime-li v ergodické véte f := y4 kde yxa(x) =1 pro z € A a0
pro x ¢ A, pak ergodickd véta ik, ze stfedni hodnota poc¢tu navstév clenu
orbity bodu =z € A v této mnoziné A (tj. stiedni hodnota ¢asu straveného
v A) je rovna délce této mnoziny!

Uvazujme posloupnost prvnich cifer cisel 2", n=0,1,2,...:
1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,1,...

Ptejme se po statistice jednotlivych cifer 1 az 9 v této posloupnosti. Hermann
Weyl dokazal na pocatku 20. stoleti nasledujici vétu.

Véta (H.Weyl) Bud {nz} zbytkovd cdst ¢isla nx (tj. {nz} = nx — [nz]).
Necht x je iraciondlni ¢islo. Pak posloupnost

{z}, {22}, {3x},...

je rovnomeérné rozlozena na intervalu [0, 1].

Poznamka 4. Posledni tvrzeni je dusledkem ergodicity iracionalni ro-
tace kruznice. H. Weyl vsak dok&azal toto tvrzeni pred Birkhoffem a jeho
veétou.

Prvni cifra cisla je dana zbytkovou c¢asti jeho dekadického logaritmu.
Napf. prvni cifra éisla 2008 = 2,008 - 1000 je déna jako {log2008} =
{log (2,008 * 1000)} = {log 2,008 + log 1000} = {3 + log 2,008} = log 2, 008.
Jinymi slovy, na intervalu [logi,log (i + 1)) lezi ty zbytkové casti logaritmu
téch cisel, jejichz prvni cifrou je ¢ = 1,2,...9. Staci tedy sestrojit intervaly
Ay = [log1,log2), Ay = [log2,log3),..., Ay = [log9,log 10).

Protoze 1ze psat log2" = n -log2 a cislo log2 je iracionalni, jsou podle
Weylovy véty zbytkové ¢asti {log2"} rovnomérné rozlozeny na [0,1]. To
ale znamend, ze z celého intervalu [0, 1] zabiraji zbytkové casti logaritmu



¢isel s prvni cifrou rovnou ¢ celkové tsek délky p(A;). Vyéislime-li ptiblizné
jednotlivé délky

i A Ay Ay A, Ay As A Ay Ag
u(A;) 0,301 0,176 0,125 0,097 0,079 0,067 0,058 0,051 0,046.

vidime, ze jednicek je priblizné 30 procent, zatimco devitek je jen 5 procent,
pricemz statistika cifer postupné klesa. Poznamenejme, ze stejnou statistiku
prvnich cifer ma libovolna geometrickd posloupnost s vyjimkou téch, které
majf zéklad 10777, kde p,q jsou celd &isla.

Podle V.I.Arnolda vykazuje pravé uvedené rozlozeni prvnich cifer mnoho
prirodnich a spolecenskych jevu a formuluje to jako empiricky zakon. Napf.
prvni cifry poctu obyvatel statu svéta - zde 1ze podat vysvétleni skrze zakon
populaéni dynamiky, podle kterého pocet obyvatel pevné zvoleného statu
vykazuje v case geometrickou posloupnost. Podle Weylovy véty pak statistika
prvnich cifer populace tohoto statu v case je stejnd, jako statistika prvnich
cifer mocnin dvojky. V souhlase s ,,ergodickym principem* 1ze zaménit ¢asové
stfedni hodnoty prostorovymi: statistika prvnich cifer populaci vsech statu
musi byt stejnd jako casova statistika jednoho statu. Podobnou zékonitost
vykazuji prvni cifry rozloh statu, délek tek, vysek hor, kapitalu spole¢nosti,
ale také tieba prvni cifry poctu stran vSech knih ve Vasi knihovné. Pro¢ tomu
tak je, nikdo nevi.



