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Abstrakt:

Clanok je venovany problematike vyudby matematickym aplikiciam na fakultach
technickych univerzit. TaktieZ prezentuje moznosti vyuzitia programového vybavenia
MS Excel a Matlab v technickych aplikaciach matematiky.

1. Vyucba aplikaciam matematiky na technickych univerzitach

Je viac ako zrejmé, Ze v ramci vyu€ovania matematiky na technickych univerzitach je
ziaduce viest’ Studentov k jej aplikaciam v odbornych predmetoch ¢i v technickej praxi,
k matematickému modelovaniu technologickych procesov anumerickému rieSeniu
prevazne inzinierskych problémov. AvSak viaceri matematici by suhlasili
s konstatovanim, Ze vyuCovanie matematiky, fyziky a odbornych predmetov je na
niektorych fakultach technickych univerzit v Slovenskej a Ceskej republike doteraz
poznamenané  odtrhnutostou aizolovanostou navzijom [1], [2]. Rozvoj
multidisciplinarnej komunikacie odbornikov prirodovednych a technickych disciplin je
nedostatocny. Na cvieniach z matematickych predmetov, vzhl'adom na sti¢asny trend
znizovania Casovej dotacie po zavedeni Struktirovaného Studia, absentuju motivacéné
a aplikacné ulohy alohy vyZzadujuce si neSpecificky transfer: problémové a tvorivé
ulohy. Potvrdili to aj vysledky prieskumu zameraného na prehodnotenie sucasného
stavu vyuCovania matematiky realizovaného na FVT TU v KoSiciach. [3]. Az 71,6 %
Studentov v spominanom prieskume uviedlo, ze matematické poznatky v odbornych
predmetoch dokazu aplikovat’ len Ciastocne a s problémami; 7,7 % Studentov priznalo
neschopnost’ akejkol'vek aplikdcie matematickych poznatkov v odbornych predmetoch
technického zamerania.

Odstranenie tychto nedostatkov vo vyucovani matematiky je mozné dosiahnut’ len
roz$irenim a prehibenim aplika¢ného charakteru matematiky v konkrétnych oblastiach
techniky, ¢o sa povazuje za jeden z dolezitych aspektov modernizacie vyucovania
matematiky. [1], [2]. Preto cielom spolo¢nych snah matematikov na technickych
univerzitach v novom europskom akademickom priestore je, aby Studenti lepSie
pochopili vyznam matematiky a jej kl'icovu ulohu v technickych disciplinach, nasli
efektivnejSie metody a pristupy k Stddiu matematiky, cielavedome a efektivne vyuzivali
matematické poznatky vo svojom odbore a vedeli pouzivat’ programy CAS pri rieSeni
zlozitych aplikacnych problémov a pri matematickom modelovani v technickej praxi.

[4].

V kontexte uvedeného sme v ramci inovacie Studijnych programov Struktirovaného
Stidia uvitali zavedenie nového predmetu ,,Aplikovand matematika“ v inZinierskom
Studiu na FVT TU v Kosiciach v k. roku 2008/2009. Tento predmet poskytuje nielen
priestor pre prehibenie aplikaéného charakteru matematickych predmetov
implementaciou technickych aplikacii do vyucby, ale taktiez priestor pre zefektivnenie
vyucovacieho procesu vyuzivanim IKT azavadzanim novych foriem vyucby, ¢o je
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vzhladom na naro¢nost matematickych vypoctov v technickych aplikaciach
nevyhnutnostou a samozrejmostou. CviCenia ztohto predmetu sa totiz realizuji
v pocitacovej ucebni. V rdmci tohto predmetu sa Studenti okrem iného oboznamia aj
s numerickym rieSenim obyc¢ajnych diferencidlnych rovnic v prostredi vhodného
matematického softvéru. V ¢lanku prezentujem ukazku aplikac¢nej tlohy rieSenej na
cviceniach z predmetu Aplikovana matematika s cielom podelit sa o skusenosti
s vyucbou matematickym aplikacidm za vhodnej pocitacovej podpory.

2. Pocitacova podpora rieSenia matematickych modelov v tvare
diferencialnych rovnic
Uved'me si moznosti, ktoré ndm pontika MS Excel a Matlab pri rieSeni diferencialne;j

rovnice, ktort ziskame po aplikacii teorie diferencialnych rovnic na nizSie nastoleny
problém [2].

Motorovy cln sa pohybuje po jazere rychlostou v, =20 km/h. Za cas t = 40sekund po

vypnuti motora sa rychlost clna zmensila na hodnotu v, =8 km/h. Odpor vody je

priamo umerny rychlosti pohybu clna. Urcte rychlost pohybu ¢lna po 2 minutach od
vypnutia motora.

Pri rieSeni danej ulohy a vytvarani matematického modelu musime vychadzat’ z avahy,
Ze na pohybujuci sa ¢In pdsobi proti smeru pohybu sila /' =—kv, kde k> 0 je konstanta
umernosti. Podl'a II. Newtonovho pohybového zdkona je sila /' rovna sti¢inu hmotnosti
m a zrychlenia a = % ¢lna, t.j. matematickym modelom uvedenej aplikacnej tlohy je
obyc¢ajna diferencidlna rovnica v tvare:
dv
m— =
dt
Ide o separovatelnu diferencidlnu rovnicu, odkial po separacii premennych a
zintegrovani ziskavame vSeobecné rieSenie. Ak vyuzijeme pociatocni podmienku
v(O):20, ¢o znamena, ze v ¢ase t=0s od vypnutia motora je rychlost motorového

—kv (1)

¢lna v, =20 km/h, ziskame partikularne rieSenie diferencidlnej rovnice (1) uréenim
0 9

vSeobecnej konstanty C v tvare:
k

v=20.¢ " . )
Pouzijac doplitujiicu podmienku v(40) =8 ur¢ime konstantu & z rovnice
k
§=20.e " =k=""In2. 3)
40 2

Ak zoberieme do uvahy (1) a (3), dostaneme diferencidlnu rovnicu znizovania
pociatocnej rychlosti motorového ¢lna po vypnuti motora v tvare
ﬂ=Llng.v 4)
d 40 5
odkial’ separaciou premennych a vyuzitim pociato¢nej podmienky ziskame rieSenie
rovnice:
t

2N\
y = 20.(§j (5)



Zo vztahu (5) je zrejmé, ze rychlost’ pohybu ¢lna po 2 minutach od vypnutia motora, je

v:2:1,28km/h.
25

Ukéazme si, akoby vyzeralo numerické rieSenie vys$sie nastoleného problému znizovania
rychlosti €lna s vyuzitim MS-Excelu a Matlabu.

Numerické rieSenie diferencialnej rovnice s vyuzitim MS Excelu

Riesenie rovnice (4) s po&iatoénou podmienkou v(0)=20. neziskame v tvare funkcie
v=v(t) vyjadrujicej znizovanie rychlosti ¢lna, ziskame len jej aproximaciu v tvare
dvojic (t,. ),(v,.) prezentovanych v Exceli v stipcovej podobe. Pre priblizné riesenie
pouzijeme Eulerovu metédu a metddu Runge-Kutta 2. rddu s krokom #=10. Pocas
rieSenia vyplynie, Ze rovnicu (4) je potrebné riesit’ na ¢asovom intervale v sekundach

<0,120>. Podla algoritmu Eulerovej metdédy rieSenia diferencidlnej rovnice
vi(t)= f(t,v) na intervale(to,z‘O +n.h> s krokom £/ apociatocnou podmienkou

v(t,) = v, vpisujeme do buniek Excelu potrebné vzt'ahy, vid’ obrazok 1.

E3 Microsoft Excel - VSTEZOS =)=
B Soubor Uprawy Zobrazit viodit Format Méstroje Data Okno Npovsda =]
DS SRAY 4L 2| «- @ = A 2| 3 gh B 120w - (3 .|| aralcE S0 - B IO RS . @
H5 ]| =| =H3+0 57(K3+kK4)
A B C D E F G H | J a8 L =

1 Eulerova metdoda v'=kv,k=1/40"In{2/5) presné riegenie Runge-Kutta 2. radu v'=kv,k=1/40"In{2/5)

2 East(s) rychlost h df as rychlost’ cas |r\?chlost‘ h df 3

3 o} 20 10 -0458145366 0 20 0] 20 10 -045815 -4,58145

4 10 154185 10 -0,353196778 10| 15,8054148 100 154185 10 -0,3532 -353197
| 5 | 20 11,8866 10 -0,272259044 20| 12,6491108 10 159433 10 -0,36522 -365217

6 30 916369 10 -0,209915062 30| 10,0594674 200 122911 10 -0.28156 -251556

T 400 708454 10 -0,161829256 40 g 20 12,7094 10 -0.29114 ) -291138

3 50 544624 100 -0,124758594 50| B,36216582 20 9,79804 10] -0,22445 ) -2 24445

9 60 4 19866 10 -0,096179808 50| 505964428 20 10,1315 10) -0,23209 -232085

10 J0 323886 10 -0,074147641 T0| 402378897 40 781065 10 -0,17892 -1,78921

11 80 249538 10 -0,057162442 30 32 40 8,07847 10 -0,18501, -1,8501

12 90 182376 10 -0,044068088 an| 254486833 50 B,22637 10 -0,14263 -142629

13 100 148308 10 -0,033973293 100 2,0238577 50 643828 10 -014748 ) 147433

14 110 114335 10 -0,02619094 110 1608951479 50| 496344 100 -01137 -1,13699

15 120 088144 10 -0,020191311 120 1,28 B0 513237 10 -011757 -1,17568

16 70| 395668 10] -0,09064 -0,90637

17 TO 409134 10 -0,08372) -093721

18 30 3,15413 10) -0.07225 -0,72252

19 30 326147 10 -007471 -0,74711

20 90| 251436 100 -00576 -0,57597

21 90 259993 10) -0,05956 ) -0,59557

22 100 2,00436 10) -0,04581 -0,45914

23 100 207257 10 -004748 -047477

24 110 15978 10 -0,0366 -036601

25 110 165218 10) -0.03785 -0,373847

26 1200 127371 10 -002918 -029177

27 120 1,31706 100 -0,03017 ) -0,3017
] 4[> M\ DR mot.cin { Listl (4] £ Listl (3] £ Listl £ Listl (2) 4 List2 4 2B-2pk £ 20-2pk 4 28-2pk 4|4 |

PFipraven

Obr. 1: Numerické rieSenie diferenciilnej rovnice (4) v Exceli
V stipci A si vytvorime &iselnt postupnost’ vyjadrujiicu zmenu &asu od vypnutia motora
¢lna. V bunke B3 je vyuzitd pociatocnd podmienka. V D3 je zapis pravej strany
diferencidlnej rovnice (4) v tvare v’(t)=%ln%v, ¢o po prepise do Excelu vyzera
takto: =(1/40)*LN(2/5)*B3. Rychlost’ v, v ¢ase t, =10s vyjadrime podla algoritmu

Eulerove] metddy v, =¢,+h .v’(to ) =t,+h.f (to,vo) v bunke B4 vzorcom v tvare:

=B3+C3*D3. Bunku D4 doplnime kopirovanim bunky D3. Dal§ie aproximované
hodnoty v, rychlosti v ziskame kopirovanim riadku 4. V stlpcoch E, F je vyjadrené



presné rieSenie ziskané analyticky. Vyuzitim vzt'ahov algoritmu rieSenia diferencialnej
rovnice v'(t): f (t, v) podla metdody Runge-Kutta 2. rddu a ich prepisanim do buniek
Excelu ziskame diskrétne rieSenie rovnice (4), t.j. aproximované hodnoty rychlosti v,
v &ase ¢,. Na obr. 1 su zvyraznené v stipci G, H; v grafe na obr. 2 kvoli prehl'adnosti
zakreslené nie su. Porovnanim aproximovanych hodnét v, v case ¢, s presnymi

hodnotami ziskanymi analyticky vidime, Zze Eulerova metdéda dédva menej presné
vysledky.
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Obr. 2 Integralna krivka rieSenia diferencidlnej rovnice zniZovania rychlosti ¢Ina

Numerické rieSenie diferencidlnej rovnice s vyuzitim Matlabu

Uvazujme o rieSeni diferencialnej rovnice (4) na intervale [0,1 20] pomocou Eulerovej

a Heunovej metddy s vyuzitim M-funkcii v Matlabe. M-funkcie vytvarame ako
uzivatelia systému a rozSirujeme nimi moznosti systému vzhl'adom na nasSe konkrétne
potreby. M-funkcia je (po obsahovej stranke) postupnost’ prikazov zapisand do stiboru
pod nejakym menom. Jednoduchou implementiciou Eulerovej metdédy, v ktorej
vstupnym argumentom nie je krok siete /, ale pocet n uzlov siete, ked’ a =x,, b=x

n+l >
vytvorime v Matlabe M-funkciu potrebnu pri rieSeni naSej problematiky nazvanu
napriklad ,,Eulern, volanim ktorej ziskame rieSenie rovnice (4).

function mxy=Eulern(mf,a,b,y0,n)

% mf meno(t.j. string) funkcie f=(X,y)

% yO zac.podm.: y(a)=y0

% n = pocet uzlov siete ( bez bodu a )

% mxy matica n x 2 [x(i), aprox. y(x(i))]

h = (b-a)/n; %krok
X = a:h:b; x(1)= a
y = zeros(1l,n+l); %pre-alokovanie
y(1)=y0; %y(a) = yo
for i=1:n

y(i+1l) = y(i) + h*feval(nf,x(i),y(i));
end

mxy = [x",y"1;
Dal$ou potrebnou M-funkciou bude funkcia ,,mfxyc®, ktora vyjadruje rovnicu (4).
function z = mfxyc(x,y)
% dif rovnica znizovania rychlosti mot.clna
% v =(-1/740)*In(5/2)*v (y"=(1/40)*In(2/5)*y)
z = (y/40)*1og(2/5);



M-funkcia ,,mfxycr* vyjadruje presné rieSenie diferencialnej rovnice (4)

function z=mfxycr(x)

% presne riesenie DR zniz.rychlosti mot.clna
% v=20*(5/2)"(-t/40)

z=20*(2/5) - ~(x/40);

Volanim funkcie ,,Eulern* ziskame diskrétne numerické rieSenie rovnice (4):

I=TEY
File Edit Debug Deskbop ‘Window Help ~
o To get started, select MATLAE Help or Dernos from the Help menu. x
=
7> m=Eulern('mixyc',0,120, 20, 12); x=(0:10:120)"'; [m mfxycr (x)]
ans =
o Z0.0000 Z20.0000
10. 0000 15.4185 15.9054
Z0.0000 11.55868 12.6491
30.0000 9.16837 10.0595
40.0000 7.06845 g.0000
S0.0000 5.4462 6.3622
&0. 0000 4.12987 5.0596
70.0000 3.2369 4.0233
S0.0000 2.4954 3.z000
90.0000 1.9238 2.5449
100. 0000 1.4531 2.02839
110.0000 1.1433 1.6095
1z0.0000 0.5514 1.z2800
> E:
YR ‘4

Obr. 3 Diskrétne rieSenie rovnice (4) v Matlabe s vyuZitim M -funkcii

V prvom stipci st ¢asové hodnoty, v druhom diskrétne rieSenie rovnice (4), treti stipec
predstavuje hodnoty presného rieSenia (4). Je zrejmé, ze globalna chyba [5] je velka.
Znizit’ ju moézeme zmenSenim kroku %, ¢o je aj tak pri tejto metdde dost’ neefektivne.
Slabym miestom Eulerovej metédy je, e prirastok rieSenia na intervale [x.,x., ] sa

aproximuje prirastkom dotycnice v bode (xl., yl.). To znamena, Ze smerova funkcia

nemoze dobre vystihnit’ priebeh derivacie Preto treba pouzit’ iné, vhodnejSie metdody.
Uvadzam Heunovu metodu, ktorej rekurentny vzorec v tvare

3= 20+ 2 g+ oy 7 30)) ©

sa ziskava inou uvahou — integrovanim. Implementaciou vztahu (6) vytvorime nova M-
funkciu ,,Heunh®, ktora je len malou obmenou M-funkcie ,,Eulern®. Pri tejto metode je
argumentom velkost’ kroku a nie pocet uzlov.

Volanim prislusnej M-funkcie ziskavame nasledovné diskrétne rieSenie:

m=Heunh('mfxyc',0,120, 20, 10); x=(0:10:120)"; [m mfxycr(x)]
ans =

0 20.0000 20.0000
10.0000 15.9433 15.9054
20.0000 12.7094 12.6491
30.0000 10.1315 10.0595
40.0000 8.0765 8.0000
50.0000 6.4383 6.3622
60.0000 5.1324 5.0596
70.0000 4.0913 4.0238
80.0000 3.2615 3.2000



90.0000 2.5999 2.5449
100.0000 2.0726 2.0239
110.0000 1.6522 1.6095
120.0000 1.3171 1.2800

VSimnime si, Ze teraz je velkost' globalnej chyby vbode x =120 rddovo mensia
v porovnani s Eulerovou metédou. Este presnejSie vysledky mozno ziskat pomocou M-
funkeii ,,0de23*“ a ,,ode45%, ktoré su uz sucastou Matlabu, avSak ich pouzitie nentti
Studenta pochopit’ a osvojit’ si numerické metddy riesenia diferencialnych rovnic.

3. Zaver

Na cviCeniach z Aplikovanej matematiky sa osved¢ilo, aby po klasickom vyklade,
vyrieSeni prikladu na danu tému a overeni, ¢i je pochopeny algoritmus, nasledovala
etapa vyuzitia vypocCtovej techniky s vhodnym matematickym softvérom.
Implementacia ICT do vyucby aplikovanej matematiky ndm totiz umoziuje nielen
vypocitat’ viac prikladov, ale aj porovnat’ jednotlivé metody z hl'adiska odhadu chyby,
rychlosti, konvergencie a vhodnosti danej metdédy. Nespornou vyhodou je taktiez
grafickd interpretacia vysledkov numerického rieSenia pomocou matematického
softvéru. Cielom vSak ostava, aby Studenti mali numerick¢ metédy pochopené a
osvojené do takej miery, aby ich vedeli samostatne naprogramovat’ v akomkol'vek
vhodnom prostredi matematického softvéru. Nemusi to byt len MS-Excel a Matlab. Na
zaklade pedagogickych skusenosti mozeme vyslovit® presvedcenie, Ze programové
produkty nachadzaju efektivne uplatnenie aj v posilneni aplikacného charakteru
matematiky a v podpore medzipredmetovych vzt'ahov.
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