MATEMATICKE MODELOVANI
POVRCHOVYCH PLASMONU
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Abstrakt:

Ptispévek je vénovan zakladim modelovéani povrchovych plasmont v optickych multi-
vrstvach. Maxwellovy rovnice v planarni multivrstvé jsou feSeny exaktnim postupem,
k feSeni v periodické struktufe je pouzita Fourierova transformace. Teorie je doplnéna
vybranymi numerickymi vysledky a jejich porovnanim s experimentalnimi daty.

1. Zakladni pojmy

Jako povrchové plasmony (surface plasmons — SP) oznaCujeme hromadné excitace
elektronti vdzané na rozhrani mezi vodi¢em a izolantem. Nelze je proto pfimo regi-
strovat jako elektromagnetické vinéni vné optického systému, jejich existenci Ize vSak
prokazat naptiklad jako lokalizovany Ubytek energie odrazeného svazku. Experimen-
taln¢ 1ze SP generovat jednak v planarni multivrstvé nebo také na periodickém rozhrani
(mfizce).

V prvnim ptipad¢ se vyuzivd uUplného odrazu pii prechodu z opticky hustSiho
prosttedi do prostfedi opticky fid§iho. Povrchova (evanescentni) vlna muze zpusobit
vznik plasmonu na povrchu kovu ,,odsévajiciho* evanescentni vinu z tenké dielektrické
vrstvy, tzv. gapu (Ottova konfigurace — obr. 1a) nebo pifimo v tenkém kovovém filmu
excitaci elektronti (Kretschmannova konfigurace — obr. 1b).

V piipad¢ miizky dochazi k difrakci na rozhrani majicim periodicitu srovnatelnou
s vlnovou délkou dopadajiciho svazku. Pfitom jsou v disledku interference
produkovany jednak reflektované a trans-mitované mody, jednak mody evanescentni
Sitici se podél rozhrani, které mohou rovnéz vybudit povrchové plasmony (obr. 1c). Ve
vSech pfipadech je nezbytné, aby incidentni vina byla linearn€ polarizovana v roving
dopadu (tzv. p-polarizace).
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Obr. 1. Experimentalni konfigurace pro excitaci povrchovych plasmoni:
Otto (a), Kretchmann-Raether (b), kovova miizka (c).
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2. Povrchové plasmony v planarnim systému

Evanescentni vlna je generovana pfi totdlnim odrazu na rozhrani mezi vazebnim
hranolem a navazujici vrstvou, kterou je bud’ tenké dielektricka vrstva nebo pfimo kov.

2.1.Matematicky model

Uvazujeme monochromaticky svételny svazek o vinové délce A a uhlové frekvenci o
v homogennim prostfedi charakterizovaném relativni permitivitou ¢ a relativni perme-
abilitou p = 1 pro magneticky neutralni materialy, takze index lomu mutzeme zavést

vztahem n = /e . Intenzity elektrického a magnetického pole (do niz zahrneme admi-
tanci vakua) jsou harmonické v Case s faktorem exp{iwt}. Jejich prostorové zavislé
faktory E a H spliuji v kazdé z vrstev Maxwellovy rovnice

VxH=ik,e E , V-(uH)=0 ,

_ ky=2m/\. 2.1
VxE=-ik,u H , V- (eE)=0 ,

Pro rovinnou vlnu lze vektory pole pro libovolné r = (x, y,z) psat ve tvaru E=uee™ ",

H=uhe ™", kde u zna¢i amplitudu, e, h jsou konstantni polarizaéni vektory a

k = k,(a,B,7) je vlnovy vektor. Pak je Vxe " =—ik xe X" arovnice (3.1) se redukuji
na algebraickou ulohu
0 -y B
(K*+¢el)e=o , kde K=y 0 —-a (2.2)
-B a 0

a I je jednotkova matice. Pozadavek netrividlniho feSeni, det(K” +¢cl)=0, vede ke
Ctyfem kofeniim v, ¢ =1,...,4 nazyvanym konstanty Sifeni a k odpovidajicim vlastnim
vektorim e,, které popisuji polarizacni stav svételné viny. V izotropnim médiu jsou
vlastni polarizace linearni bud’ v roviné dopadu (TM- neboli p-polarizovana vina) nebo
k ni kolmé (TE- neboli s-polarizovana vina).

Bude-li x = 0 rovina dopadu, pak ve vektoru k je o = 0 a lloha na vlastni ¢isla vede
k feSeni |y|=+c—p> . Ziskané konstanty Sifeni ozna¢ime vzhledem k polarizacim a

smérim Sifeni v’ =y =y®, ¢y =y =y, kde znaménko (+) se vztahuje k do-

piedné vin¢ a (—) k vIn€ zpétné. Odpovidajici polarizacni vektory ziskame dle (2.2):
e = =[100]", B =KZel*, e =0 y® —p]", B2 =K@el . (2.3)

M¢jme nyni soustavu K paralelnich vrstev o tloustkach £ vloZenych mezi polo-
ohranicené regiony — superstrat (kx = 0) a substrat (x = K+1). Bez Gjmy na obecnosti
zavedeme soufadny systém s osou z kolmou na multivrstvu a s rovinou z = 0 identickou
s prvnim rozhranim. Dopada-li svazek ze superstratu pod uhlem ¢, je B = 7" sin¢ a pro
vektory pole v libovolné vrstve plati

4 . 4 .
— cikoBy -ikoY,? — aikoBy -ikgv,z _K.
E=c¢ E u,e,e , H=e¢ Zuqhqe , h,=K-e, . (2.4)
q=1 g=1



Hrani¢nimi podminkami je spojitost te¢nych slozek vektori pole. Zname-li pole na
rozhrani (x), plyne jeho podoba na pocatku nasledujici vrstvy z va-zebnich vztahi

4

(K+l)
Z“;K) exp{ ik Y(K) (K)}Lﬁ“)} z (KH)L[(“*”} (2.5)

gq=1
proj = x, y. Jedna se o soustavu Ctyf rovnic, kterou zapiSeme maticove:
DWP ™ = prygH kde P™ =diag ( exp { 1k0y(")t(")} = 1,...,4) (2.6)

a matice D™, D"V jsou tvofeny te¢nymi slozkami polarizaénich vektord. Nasim cilem
je ziskat vztah mezi amplitudovymi koeficienty obsazenymi ve vektorech u® a &,

... v , . 1 _ T .
jejichz struktura ma univerzalni podobu u™ :[uﬁ“*) ul u™ ulx )] . Zkombi-

nujeme-li piispévky vSech vrstev, obdrzime vyslednou formuli

“’):(D“’))fl ﬁDm(P(K))’I(D(K))’I D&y KD ' 2.7)

k=1

ktera umoziuje vypocitat amplitudové koeficienty odrazené, resp. transmitované viny
pii zvolené polarizaci. Pro podrobnéjsi popis algoritmu viz naptiklad [1], kap. 3.
Pii modelovani plasmonovych excitaci nas zajimé specielné reflektivita p-pola-
rizované viny, definovana vztahem
o) |?
up

(0+)
P

R =

P

(2.8)

u

2.2. Priklad: experiment vs. teoreticky model

Jako ilustra¢ni piiklad uvaddime TIR systém v Ottové konfiguraci dle obr. 2, ktery byl
sestaven a proméfovan na Institutu fyziky VSB-TU v Ostravé. Uloha byla fe$ena pro
vinovou délku 632,8 nm, které odpovidaji indexy lomu n® = n™ =1.5151 (sklo BK7,
[2]), n'V = 1 (vzduchovy gap), n® = 0,1428 - 3,5429i (zlato, [3]) a n*® = 1,76 (sklo
SF10, [2]). Koincidenci experimentu s teoretickym modelem na obr. 2 odpovida tloust-
ka gapu 400 nm.
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Obr. 2. Schéma planarniho systému a komparace vysledkii.



3. Povrchové plasmony v periodickém systému
3.1. Matematicky model

Jsou-li vrstvy periodicky strukturovany, zplsobuje stfidani materidlti anizotropii
permitivity. Z mnoha typl periodickych syst¢ém budeme uvazovat Casto uZzivanou
lameldrni binarni miizku s jednou periodickou vrstvou (obr. 3), v niZ je permitivita dana
predpisem

O 0<y<d
X e()=1" " V% 3.1
<O ) {s(l), d<y<A G
Y .
~ ; Reseni soustavy (2.1) hleddme ve tvaru
z
Ej(y9z) e (y) eika(ﬁ)’ﬂ’z) , (3'2)
< ple—> o H,(y,2)| | h()
A d 2

j=1,2,3, kde dale u je amplituda a e;, h;
jsou slozky polariza¢nich vektort. Jelikoz
difrak¢ni odezva od periodické struktury
musi vykazovat rovnéz prostorovou periodi-
citu, rozvineme funkce e;(y),%;(y) a &(y) do Fourierovych fad s periodou A:

j( ) = jn 2 1 ® 2 l
[Z(ﬁ)}z Z{; }'e"p{' n,l\ny}’ s(y)=k01§cc; GXp{— ’Xy} : (3.3)

n=-w jn

Obr. 3. Lamelarni miizka.

Faktorizujeme-li sou¢iny ¢ £, pomoci Laurentovy formule

= 2mily | ~ 2miny 27iny
]:Z_;Oc, exp{— n } Zejn.ex { } z ZCn 1€ exp{ n } (3.4)

n=—o n=-—w [=

obdrzime po pfislusnych tpravach nekonecné dimenzionalni algebraicky systém

—Buhs, +vhy, = ch—lell’
]

_BneSW +y€2n = _hln ’
—vh, = chfzezz > — Ve, = —hy,, (3.5)
l Bneln = _h3n .

Bnhln = chfley b
1

V praxi se vypocet provadi pro konecny pocet rovnic, coz vede k omezenému spektru
difrakénich médu, tj. — N </,n < N pro vhodné zvolené N, pfi¢emz nezndmé Fourierovy
koeficienty polariza¢nich stavli sdruzime do vektora

€, :(ej,—Nﬂej,fNJrl"”’ej,N)T 5 h, :(hj,—N>h_/,—NH’“"hj,N)T' (3.6)
Eliminaci normélovych slozek z ptivodni soustavy obdrzime rovnici
(G-vD) [el h, e, hl] =0 , (3.7)

kde G je matice odvozena ze soustavy (3.5) o dimenzi 4 x (2N+1), I je jednotkova
matice téze dimenze. ReSenim této ulohy ziskame vektor vlastnich &isel (konstant $ifeni
Y4) a matici D tvofenou vlastnimi vektory reprezentujicimi polariza¢ni stavy. Vzhledem
k blokové struktufe matice soustavy lze ulohu feSit zvlast pro s-polarizovany a



p-polarizovany vstup. V izotropnich vrstvach Ize fesSeni Maxwellovych rovnic stanovit
exaktné ve tvaru Rayleighovych rozvoji podobné jako v pfipad€ planarni multivrstvy,
jejichz nyni obecné nekonecny pocet difrakénich moda rovnéz zredukujeme.

Oznagime-li u™ vektory amplitudovych koeficientt v jednotlivych vrstvach, které
maji po rozstépeni lohy dimenzi 4 x (2N+1), obdrzime aplikaci hrani¢nich podminek
na planarnich rozhranich (spojitost tecnych slozek) pro amplitudové koeficienty vztah
formalné stejny jako rovnice (2.7) pro planarni multivrstvu. Zaméfime-li se pouze na
nulty difrak¢ni fad, vypocteme na zaklad¢ vztahu

20|
0,p
(0+)

uO,p

R,, = (3.8)

P

reflektivitu p-polarizované viny, kterd nabyva minima pro thel dopadu, pfi némz jsou
generovany plasmonové viny.

Z implementa¢niho hlediska je tfeba upozornit na dvé okolnosti, které komplikuji
aplikaci popsaného algoritmu. Za prvé, sumy v soucinu (3.4) nekonverguji stejnoméerné
v bodech nespojitosti, takze systém Maxwellovych rovnic musi byt ponékud modi-
fikovan — viz napt. [4]. Druhd obtiz nastava, je-li hloubka miizky ptilis velka ve
srovnani s vinovou délkou dopadajiciho svazku. Ve ztratovém prostiedi jsou pak matice
p® Spatn¢ podminény, coz brani jejich korektni inverzi. Tuto komplikaci lze odstranit
preformulovanim vazebnich podminek mezi vrstvami aplikaci tzv. S-algoritmu [5].

3.3. Analyza numerickych vysledkii

Zavislost reflektivity na thlu dopadu vykazuje obecné dvé ostrd minima pii excitaci
dvou typti plasmonovych vin spojenych s hornim (levé minimum) a spodnim rozhranim
sttibrného filmu — viz Sipky na obr. 1c.

Pro demonstracni ucely byla zvolena excitace povrchovych plasmont
v lamelarni mfizce ze stiibra paternované na dielektrickém substratu (sklo BK7),
vnéjSim prostie-dim je vzduch — obr. 4 vlevo nahote. V matematickém modelu tedy
figuruji Ctyfi vrstvy: vzduchovy superstrat, anizotropni periodicka vrstva Ag-vzduch
(Sitka lamel 250 nm, perioda mfizky 400 nm), stiibrny planarni film a substrat BK7.
Uvazujeme opét vinovou délku 632.8 nm, pfi niZ ma stiibro index lomu n® =0.1356 -
3.9841i [2] a pro substrat je n¥ = 1.5151. Prezentovanym algoritmem realizovanym
v Matlabu byly vytvofeny tfi typy animovanych simulaci poskytujicich jako vystup
hodnoty reflektivity v zavislosti na thlu dopadu v rozmezi 0 az 90 stupiiti.

Nejprve byla fixovana vyska lamel hodnotou V' =20nm a hodnoty /% pro Ag
film byly zvySovany po jednom nanometru od 20 nm az na hodnotu 39 nm. Ziskané
vysledky hlavni rys ukazaly, Ze vzristajici tloustka kovového filmu tlumi odezvu od
spodniho rozhrani vlivem absorp¢nich ztrat. Ve druhém piipadé byla zachovéana celkova
tloustka Ag miizky /" + /® = 40 nm, avsak ménil se pomer £/ /) periodické a
homogenni vrstvy od 1/3 do 3. Vysledky simulaci mimo jiné dokladaji praktické
splynuti plasmonové odezvy od obou rozhrani v ptipad¢ ptili§ tenké homogenni vrstvy.

Ve tietim piipad¢ jsme se zaméfili na posouzeni citlivosti plasmonové excitace
vuci zmeénam optické funkce (permitivity, resp. indexu lomu) substratu. Pro variantu )
= % = 20 nm byla sledovana plasmonova rezonance v reflexni odezvé pro hodnoty
indexu lomu v rozmezi 1.515 £ 0.020 s krokem 0.005. Na obr. 4 jsou znazornény
ziskané prubéhy reflektivity, nejtmavsi linie odpovida nejvyssi hodnoté indexu lomu.



Podle ocekavani dominuje zjisténi, ze je ovlivnéna pouze odezva od spodniho rozhrani
(levé minimum).
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Obr. 4. Ag miizka na sklenéném substratu a minima reflektivity (vlevo),
Vybrané parametry SPR odezvy od miizky.

4. Zavér

Numerické stanoveni pfesné hodnoty uthlu dopadu, na némz dochazi k excitaci
plasmonu, vede k minimalizaci reflektivity R, definované vztahem (3.8). Ulohy tohoto
typu budou pfedmétem dalSich analyz.

Vyznamnou pozornost zasluhuje plasmonovéa rezonance pti zménach materialového
sloZzeni substratu. V soucasné¢ dob€ jsou na tomto principu vytvareny velmi citlivé
senzory zejména pro tekuta média, které se uplatiiuji v medicing, biologii a pii fizeni
chemickych reakci. Soucasné se hledaji teoretické postupy, jimiz lze tato zafizeni
zefektivnit, cejchovat a podobné. Jedna ze slibnych cest je zaméfit se na typické
charakteristiky, jimiz se vyznacuji reflexni odezvy od periodickych struktur, jak je
ukazuje obr. 4 vpravo ziskany simulaci pro index lomu 1.495.
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