Uvod do numerické matematiky.
Prednaska pro posluchace informatiky:.
Zimni resp. Letni semestr 2/2

Ivo Marek, Petr Mayer a Bohuslav Sekerka

1 Uvodni poznamky.
Vymezeni problematiky vystihuje nasledujici charakteristika.

Numerickd (vipoctovd) matematika je realizace matematickiyjch modeli na vgpocetni tech-
nice.

Numerickd matematika je tedy soucasti matematiky. Je to vSak soucdst majici oproti
teoretické matematice jeden vyznamny nedostatek. Ten spociva v tom, zZe Cisté teoret-
ické matematické modely podstatnym zpusobem operuji s realnymi ¢isly zatimco numericka
matematika je zavisla na vypocetni technice a tudiz se musi bez tohoto prostiedku obejit.
Typickym projevem této skutecnosti jsou zaokrouhlovaci chyby, coz vede ve svych dusledcich
k numerické nestabilite.

Zdroj numerické nestability vSsak nemusi byt vyhradné chyby ze zaokrouhleni. Numer-
pi. realizace matematického Spatné podminéného modelu na pocitaci je prirozenym zdro-
jem numerické nestability. Zde pouzity pojem spatnée podminény model je charakterizovan
nespojitou zavislosti vystupni informace na informacich vstupnich.

Piiklad 1.1 Bud
A= [ ailp aig ]

Q21 Q22

kde a,j jsou redlnd cisla.

Symbolem h(A) oznacme hodnost matice A. Snadno si uvédomime, ze h neni spojitou
funkei prvku ajp.

Abychom si tuto okolnost uvédomili, sta¢i poloziti

0
Ao:[gﬂ 0],%7&0,



takze na jedné strané

h(Ag) =1,

avsak, na strané druhé, pro libovolné redlné b # 0

Predchozi priklad ukazuje jednak nespojitost hodnosti matice jakozto funkce jejich prvku
jednak dalsi pozoruhodnou vlastnost hodnosti. Ta je obsahem nasledujici véty.

Veéta 1.1 Hodnost matice je zdola polospojitou funkci jejich proka.

Definice 1.1 Skalarni redlna funkce f se nazyva zdola polospojitou v bodé sg, jestlize pro
kazdé € > 0 mnozina

{s:f(s) > f(s0)}

je oteviena, t. j. existuje § > 0 takové, ze
f(s) = f(s0) 2 €
pro s € (sg — 9,80 + 0).
Dalsim ptikladem uvedeme numerickou nestabilitu poplatnou chybam ze zaokrouhleni.

Priklad 1.2 Uréeme hodnoty integralu

1 1
(1.1) I, = f/ tetdt

e Jo
pron =1, 2, ...

Uzitim metody "per partes” zjistime, ze

(1.2) IL,=1—nl,,

pii cemz
e—1

1.3 Iy = :

(13) 0=
Ziejmé plati

(1.4) 0<I,<I, 1 <1
jakoz i

(1.5) nlgglo I, =0.

Vypocet na pocitaci se realizuje nikoliv v terminech zavedenych veli¢in 7,, avSak v terminech
veli¢in pocitanych I, .



Vzhledem k zaokrouhlovacim chybam zjistime, zZe existuji indexy n; a ny tak, ze

(1.6) I,, <0
a ~
(1.7) Lo, > 1.

Vidime tedy, ze vztahy (1.4) neplati pro veli¢iny I,.
Divodem pro platnost vztahu (1.6) a (1.7) je skute¢nost vyjadiend rovnostmi

I,=1,+6, n=12,..
z nichz plyne, ze
671 = nén—lv

odkud je patrné, ze chyba se na kazdém kroku vypoctu nasobi indexem kroku. Toto zesileni
chyby je velikosti faktorialu, coz znaci, ze ”destrukce” se explicitné projevi po p krocich, kde
p zna¢i pocet cifer pouzivanych v prubéhu vypoctu.

2 Diferenc¢ni rovnice

Ptipomenme si pojem obycejné diferencidlni rovnice.
Bud f = f(s,y, z) skalarni redlnd funkce, pii ¢emz

(2.1) sel=(ab), ye Sy, z€ s,

kde
S1 C R, Sy C R,

pri standartnim znaceni mnoziny realnych ¢isel symbolem R.
Ulohu nalézti funkci = z(s), s € I takovou,ze jednak

(2.2) z(s) € S1,2'(s) € Sy
a jednak
(2.3) f(s,2(s),2'(s)) =0,

se nazyva obycejnou diferencidlni rovnici 1. rddu.
Priklad 2.1 Polozme
f(s,y,2) =z — ay.

Snadno se presvédéime, ze

z(s) = Cexp{as}
je pro s € [0,T), kde T > 0, fesenim diferencidlni rovnice

¥ =ax

splnujici poc¢atecni podminku
z(0) = C.



Piiklad 2.2 Necht [ = (—o00,+00),9 = S; = [-1,1] a
f(Svya Z) = 22 - (1 - y2>

Pak mame co do ¢inéni s diferencialni rovnici
2 =1-2%
jejiz teseni jsou dana formuli
x(s) = sin(s — a),
kde a € R je libovolné.

Déle si pripomenme pojem diferencidlni rovnice N-tého tadu.

Bud
f = f(87y07y17 ”'7yN)

skalarni redlna funkce definovand pro s € I C R a vy, ..., yn lezici v podmnozinach realnych
¢isel Sp, ...Sn. Problém nalézt funkci # = z(s) definovanou pro s € I, majici N derivaci na
I a spliujici relace

(2.4) z®(s)e S, k=0,1,...,N
(2.5) f(s,z(s),2(s), ..., 2™ (s)) = 0

pro vSechna s € I, se nazyva obycejnou diferencidlni rovnici radu N; symbolicky piSeme
f(s,z(s),2'(s),....,a™M) = 0.
Piiklad 2.3 Necht N = 2a I =5, =S5, = R. Necht déle

(8,90, Y1, Y2) = Yo + Yo

Potom kazda funkce z tvaru
x(s) = Acoss + Bsins,

kde A a B jsou konstanty, je feSenim odpovidajici diferencidlni rovnice
2 +zx=0.

Nyni pristoupime k tloham podobnym diferencidlnim rovnicim. Analogie bude zfejma z
definice. Budeme se zabyvati diferenénimi rovnicemi.

Uvedme napred pojem diferenéni rovnice 1. Fddu.

Budiz déna soustava

[ = {fn(ya Z)}>

kde f, = fu(y,2),n = 1,2, ..., jsou skalarni redlné funkce definované na mnoziné I C Z,
pii ¢emz Z,, znac¢i mnozinu celych ¢isel a y,z € S C R. Uloha nalézt posloupnost {x,} C
R, n € I, splnujici

(2.6) Tn €S, T,1 €S
a
(2.7) fol®n, xn1) =0

se nazyva diferencni rovnice 1. rddu. Kazdd posloupnost {x,} spliujici (2.6) a (2.7) se
nazyva resenim diferencni rovnice (2.7).



Pi#iklad 2.4 Bud I mnozina celych éfsel. Potom

oy, 2) =y—2-1

vede k diferenc¢ni rovnici
Ty — Tpo1 =1,

Jeji feseni maji tvar
T, =N+,
kde c € R je libovolné.
Podobné
Piiklad 2.5 Necht 7 je mnozina nezapornych celych éisel a
faly,2) =y —2—n,
takze naSe diferen¢ni rovnice ma tvar
Tp — Tp_1 = MN.
Jejim fesenim je posloupnost {z,}, kde

n(n —1)

Ty — 5

Piiklad 2.6 Bud I mnozina viech celych éisel a
fuly, 2) =y — gz,
Neni obtizné ukazat, ze feSeni spliujici g = 1 odpovidajici rovnice
Tn = Tn—1

ma tvar
n
T, =q".

Nyni pristoupime k vysettovani diferencnich rovnic radu N >1.

Bud
f = {fn(y07y17 7yN)}

posloupnost funkei definovanych na mnoziné I C Z, , pt cemz y; € S; C R,
j=0,1,...,N.
Ulohu nalézt posloupnost {x,},n € I a splnujici nasleduji pozadavky

(28) T, € Sn, Tn_1 € Sn—l, N € Sp_nN
a
(2.9) fo@n, Tp_1, ..., Xn_n) = 0.

Posloupnost {z,} spliujici (2.8) a (2.9) se nazyva reseni diferencni rovnice (2.9).
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Piiklad 2.7 Necht I = Z a
fa(Yo, Y1, y2) = yo — 2co8dys + y2,
kde ¢ € R. Resen{ takto vzniklé diferenéni rovnice
Ty — 2€080 Ty 1+ Tp_o =0

je dano formuli
Ty = COSNQ.

Podobné jako v teorii diferencialnich rovnic se pro nékteré tiidy tloh jednoznacné resitelnosti
dociluje vhodnou volbou pocéateénich podminek.
Dulezitym ptipadem diferen¢nich rovnic jsou diferencéni rovnice linedrni. V tom pipadé

(21()) fn<y07 Y1, .- yN) = GonYo + a1nY1 + ...+ ANnyN + bm
kde a;,,b, € R, 7 =0,1,...,N, n=0,1, ....

Priklad 2.8 Vsechny diferen¢ni rovnice uvedené v piikladech 2.3 — 2.7 jsou lineédrni.
Podobné diferencni rovnice

Ty + 5Ny 1 + N2y 0 =2

je linearni, zatimco
Ty — 222 ;=0

je nelinearni.

Analogicky jako v teorii diferencidlnich rovnic, obecné teseni diferen¢nich rovnic umime
plné charakterizovat pro pripad diferencnich rovnic linearnich.

Zabyvejme se ulohou (analytického) sestrojeni feseni diferenénich rovnic 1. fadu. Tedy,
feSme rovnici
(2.11) Tp=anTn1+by, n€lCZL, a, #0,

kde ZF zna¢i mnozinu vsech nezdpornych celych éisel.
Vysetiujme nejprve homogenni diferencni rovnici

(2.12) Tp = ApTp_1.
Snadno zsjistime, ze TeSeni splnujici podminku

(2.13) Ty =cC

je dano vyrazem
(2.14) Ty, = CTy,



kde .
(2.15) mo=1 m=J[ar, n=1,2,...
k=1

K urceni feseni nehomogennd rovnice (2.12) spliujici zg = ¢, pouzijeme metody zndmé z
teorie linearnich diferencialnich rovnic pod ndzvem metoda variace konstanty.

Polozme
(2.16) Tp = CpTn,

kde {c,} podléhd urceni.
7 rovnosti
Ty = CoTop = Cp,

vidime, ze
Co = C.
Po dosazeni (2.16) do (2.11) zjistime, ze

CnTp = ApCp—1Tp—1 + bn = Cp—1Tn + bn

Z predpokladu a, # 0 plyne, ze téz m, # 0. Predchozi vztahy implikuji rovnost

n
Cp = Cp_1+ —
T

a dale pak rovnosti

cn:CO+Z(ck—ck,1):c+ —.
k=1 k=1 Tk

Vysledek shrneme ve tvaru véty.
Véta 2.1 Nechf a, #0, n=1,2,... Reseni diferencni rovnice
Tp = QpTp—1 + bna

splniugici xg = ¢ , je ddno vyrazem

o
(2.17) T, = T, <c+ "’) n=01,..

k=1 Tk

pri cemz



Piiklad 2.9 Bud I mnozina nezdpornych &isel,

fo(Yo, y1,92) = Yo — y1 — v
Odpovidajici diferen¢ni rovnice
(2.18) Ty — Tyl — Tpo = 0
definuje Fibonacciova ¢isla (xg =0, 27 =1).

Podobné jako v problematice diferencidlnich rovnic je jednim z moznych zpusobu feseni
linedrnich rovnic fadu N jejich pfevod na soustavy linearnich rovnic 1. fadu.
Ukézeme si zminény postup na piikladé rovnice (2.18).

Tp (1 _
6= (2 )= (1) nmrae

Necht

11
(1)
Snadno nahlédneme, Ze rovnici (2.18) lze vyjadriti ve tvaru
1
(219) Xn - Aanl, XO == ( 0 ) .
Podobné jako v pripadé linedrni diferenc¢ni rovnice 1. fadu, feSeni rovnice (2.19) mé tvar

Xn = AnXO

Odtud plyne platnost zajimavého vztahu

. T 1++vV5
lim = .
n—oo r. 1 2

Vidime tedy, ze limitni pomér veli¢in z, a x,_; je dan ¢islem charakterizujicim t. zv.
zlaty Tez. Protoze rovnice (2.18) mé vskutku zajimavou biologickou interpretaci, muzeme ve
vyse uvedeném vysledku spattovati tikaz estetiky projevujici se v nékterych oblastech zivota
na nasi planeté. Model popisujici jisty zpusob rozmnozovani kraliku pochazi ze 13. stoleti;
jeho autorem je praveé Fibonacci (r. 1228).



Zcela jinou aplikaci linearnich diferen¢nich rovnic je nasledujici tiloha.

Bud .
=Y b F, by £0, n=0,1,...,N

a polozme si ulohu stanovit hodnotu
pa(2),

kde z je dany bod na realné ose.
Nasim cilem je pokud mozno minimalitovat pii tom pocet aritmetickych operaci ve snaze
snizit riziko numerické nestability.

Algoritmus 2.1 Pocitejme veliciny xg, x1, ..., Tn rekurentné pomoci relact
(2.20) To = by, Tp = 2Tp_1+0b,, n=1, ..., N.

Posloupnost {z,,} dand v (2.20) je feSeni diferencni rovnice (2.11) spliujici podminku
xo = by, kde a, = z pron =1, 2, ..., . V tomto pripadé

Tp = 2
a tudiz, na zakladé véty 2.1,
n
T, = Z by 2®
k=0
a, specialné pron = N,
IN = Z ka = pn(z

Plati tedy

Véta 2.2 Veliciny x,, tvorené pomoct algoritmu 2.1 jsou hodnoty polynomai p, definovanich
pomoct

= Zbkxk, n=0,1, .., N

v bodé x = z.

Algoritmus 2.1 se nazyva Hornerovym schématem.

Nyni si ukdzeme jak lze uvedeny algoritmus zobecnit pro vypocet hodnot derivaci poly-
nomu p, v bodé x = z.

Opét je nutné zduraznit, ze prima aplikace standardnich pravidel derivovani ¢len po ¢lenu
neni vhodné a algoritmy typu Hornerova jsou daleko stabilnéjsi a jednodussi z hlediska teorie
slozitosti.

Vyjdeme ze znamych vztahu

p(x) =p(z+h) = ZchNk

kde
(2.21) N Ep(k)(z), k=0,1, .. N.



x((]l) mgl) igl) l’gl)
xéQ) ZE?) 1352)
SL'(()3) Cng)

o

Figure 1: Obrazek ¢. 2.1

Algoritmus 2.2 Oznacme proky tvorené pomoci algoritmu 2.1 symboly {z(O}. Pro k =

1, 2, ..., N tvorme posloupnosti {x®} rekurzioné pomoci diferencnich schémat
(2.22) e =0 a® = W 4D =01, . N -k

Véta 2.3 Oznacuje-li p, polynom
p’n('x) = Z bk'xn_ka n = 07 17 LS N7
k=0
pak veliciny urcované algoritmem 2.2 spliuji

L

(2.23) a:ﬁlk) = Hp;lk(z), n=1,,., N, k=0, ..., N —n.
Tudiz koeficienty cy_ pozadované ve formuli (2.21) jsou pravé ty, jez se nalézaji v dolni

diagonale na obrazku 2.1 pro N = 4 v posloupnosti velic¢in tvorenych algoritmem 2.2.

3 Iteracni metody reSeni nelinearnich rovnic a jejich
soustav

3.1 Postupné aproximace

Zacnéme pifkladem tlohy najit koten funkce g, t. j. nalézt takovy bod z € I = [a,b], —o0 <
a < b < +o00, tak, aby
9(&) =0

za predpokladu, ze g je dand spojitd funkce zobrazujici I = I; do I C R. Specialné, g muze
byt polynom. A jiz v tomto specidlnim piipadé si muzeme uvédomit nékolik dulezitych
skutecnosti. Tak predevsim, obecné nemusi v [ existovat kofen funkce g. Ale i kdyz
takovy kofen existuje, nemusi existovat analytické vyjadieni tohoto kofene pomoci para-
metru charakterizujicich g (na pf. koeficienty polynomu); takové formule jsou zndmy pro
pripad polynomu stupnu neprevysujicich 4. A jak vime, cena takovych formuli je sporna,
protoze takové formule jsou mnohdy prakticky nepouzitelné (t. zv. casus irreducibilis).
Dusledky téchto skutecénosti jsou zrejmé: Nadéji, ze se podaii nalézt kofen g maji spise
numerické nez analytické metody.
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Mezi numerickymi metodami se z duvodu snadné algoritmické realizovatelnosti prosadily
metody iteracni a to navzdory jejich neuniversalnosti a pohiichu pomérné pomalé konver-
genci. Pravé uvedeny nedostatek dal podnét k rozvoji metod urychlovani konvergence
obecnych posloupnosti, jmenovité pak takovych generovanych itera¢nimi procesy.

Zékladnim iteracnim postupem jsou postupné aproximace. Jsou urceny k sestrojovani
aproximaci feseni rovnic typu
(3.1) s = f(s),
kde f je dand funkce, tedy, g(s) = s — f(s).

Algoritmus 3.1 Zvolme xq libovolné a tvorme posloupnost {z,} rekurzivné pomoci relace
(3.2) Tp = f(Tn-1).

Vsimnéme si, ze k tomu, abychom mohli provadéti jednotlivé kroky dle (3.2) musi f
kromé spojitosti miti jesté dalsi vhodné vlastnosti. Budeme predpokladat, ze obor hodnot
funkce f patii do Iy, tedy f(I1) C I;. V takovém piipadé spojitost f zaruc¢uje neomezenou
proveditelnost procesu (3.2).

Abychom to ozfejmili, polozme

g(S)IS—f(S),CLSSSb,

takze
gla) <0, a g(b) > 0.

Ze spojitosti f plyne spojitost g a odtud pak skutec¢nost, ze g nabyva vSech hodnot z
intervalu [g(a), g(b)] = I3 C I; . Existuje tedy alespon jeden bod § takovy,

= 0.

~—

9(3

To znaci, ze
5 =

—

(3)

a § je nami hledany koten.

Obecné, mnozina M vSech samodruznych bodu funkce f, t. j.
M={sel:s=f(s)}

mé mohutnost moh M > 1.
Jednoznaénosti se dociluje pomoci dalsich predpokladii.

Definice 3.1 Ptedpokladejme, ze fzobrazuje I C R do R a ze existuje konstanta L takova,
Ze nerovnost

(3.3) [f(s) = f(t)] < Lfs — ]

plati pro libovolna s,t € I . V takovém piipadé se fnazyva lipschitzovskou a konstanta L
Lipschitzovou konstantou funkce f.
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Vsimnéme si, ze funkce lipschitzovska na I je nutné spojita na I. Je-li f diferencovatelna
na I a plati
sup {|f'(s)| : s € I} < L,

kde L > 0 je konstanta, pak je f na I lipschitzovskd a L je Lipschitzovou konstantou funkce f.

Predpokladejme, ze Lipschitzova konstanta L spliiuje nerovnost
(3.4) 0<L<1.

Snadno nahlédneme, ze pro sy, sy € M plati

51— 82| = [f(51) = f(s2)| < L|s1 — 39

a tudiz
S1 = Sa.

Muzeme pristoupit k formulaci zdkladniho vysledku o konvergenci postupnych aproxi-
maci.

Véta 3.1 Bud™ I = [a,b] uzavieny konecny interval a necht funkce f spliuje ndsledujici
podminky (i) — (iii).
(i) f(s) € I pro s € 1.
(ii) f je lipschitzovskd s Lipschitzovou konstantou L < 1 .
Potom pro libovolné nulové priblizeni xo € I posloupnost {x,} definovand pomoci algo-
ritmu 3.1 konverguje k (jedinému) reseni rovnice s = f(s).

Dukaz. Z predchozich tvah jiz vime, Ze existuje alespon jedno feseni rovnice s = f(s)
v I a ze, diky predpokladu o L, toto TeSeni je urceno jednoznacéné. Staci tedy dokazati
konvergenci posloupnosti {z,,}.
Necht & = f(2). Ziejme
Tp— 1= f(xnfl) - f(i’)7

takze
|z, — 2| < L|x,—1 — 7|
a tudiz
(3.5) |z, — 2| < L"|xg — 2.
Protoze
lim L" =0,
n—oo

obdrzime zadany vysledek
lim |z, — 2| = 0.

n—oo
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Priklad 3.1 Pomoci postupnych aproximaci hledejme feseni rovnice

s=e

Protoze e™® > 0 pro s € (—oo,+00) a s > 1> ¢° pro s > 1, sta¢i omezit se na interval
[0, 1].

Snadno si uvédomime, ze obor hodnot funkce f(s) = e~ pro s € [0, 1] lezi v intervalu

le71,1] C [0,1] a Ze pro s; s € [0,1] plati
£ (s1) = f(s2)| = | (8)l[s1 — s,

pii ¢emz i
f'(38) = —e*, 5 € [s1, 5]
Protoze
maz {|f'(s) : s € [0,1]} = 1,
Lipschitzova konstanta pro f na [0, 1] je rovna 1, coz k platnosti véty 3.1 nestaci.
Avsak zvolime-li za I interval [%, log 2], snadno zjistime, ze pro % < s<log2,
1
> —elo92 <78 < e7E < log 2
a tudiz [5,log 2] = I C [0,1]. Navic prvnf derivace funkce f, kde f(s) = e™*, je klesajici,
takze

1
maz{|f'(s)|:s €} = fl(ﬁ) ~ 0,606531 < 1.
Itera¢ni proces (3.2) pro funkci f(s) = e *® je tedy konvergentni v I.

Odhad (3.5) nemd bezprostfedni prakticky vyznam, zavisi totiz na znalosti hledaného
feseni. V praxi jsme totiz vzdy nuceni omezit se na urcity kone¢ny pocet iteraci x,, v (3.2).
Radi bychom proto znali néjaky realisticky odhad chyby po n - tém kroku.

Vsimnéme si, ze pro libovolné k > 1 plati vztahy

|513k:+1 - $k| = |f($k) - f(xk—1)|
< L|xg — xp—|

S Lk|l’1 — (L’(]|.

Bud™ n zafixovano pevné a necht m = n +p > n. Potom
n+p—1

Ty — Ty = Z (Tps1 — Tp).
k=n

Po aplikaci trojuhelnikové nerovnosti obdrzime vztahy

[ — x| < SR DRy —
= L" S0y LFlzy — o
< L3R LMy —
— (1 = L)1 — 0.
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Protoze pro m — oo plyne, ze x,, — 2, tedy téz p — oo, a plati

n

. L
(3.6) |z, — 2| < = L\xl — Zo].

Dusledek 3.1 Pri splnéni predpokladu véty 3.1 je odhad chyby po n krocich postupniych
aprozimaci definovanych pomoci algoritmu 3.1 ddn vyrazem (5.6).

Zkoumejme blize chovani posloupnosti {z, } za predpokladu véty 3.1 doplnénych o predpoklad
nasledujici.
Necht f je spojité diferencovatelnd a necht v celém intervalu I je tato derivace nenulovd.

To znamen4, ze f bud™ klesa nebo roste v I.
Je-li zg # & = f(2), pak f(x,) # Z pro libovolné n = 1,.2, ... Abychom to nahlédli, staci
si uvédomit, ze kdyby
Tn = f(zn-1) = f(20),

pii ¢emz x,, # x,_1, pak

0= f(zn-1) = flan) = f(§) (Tn1 — zn),

kde & lezi mezi x,_1 a x,, t.j.

(@p-1 = &) (€ —x,) <O

Protoze x, 1 — z, # 0, musi byt f'(§) = 0, ale to je ve sporu s predpokladem. Odtud
vyplyva, Ze chyba

neni pro zadné n > 0 nulova.
Existuje limita

A kdyz ano, pak ¢emu je rovna?
Snadno zjistime, ze
dni1 = Tpi1 — T = f(x0) — f(2)
kde
0<16,] <1

Definujme ¢,, pomoci relace
(@ + 0, dn) = f'(2) + e

Potom
(3.7) dnt1 = (f(2) + €n)dn
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a tudiz, jezto e, — 0 pro n — oo plyne na zakladé spojitosti f’ rovnost

. dn+1 1/ A
(3.8) am == = [(@).
Lze této skutecnosti vyuzit pro praktické ucely? Veli¢inu z a tudiz i f'(Z) neznédme.
Ukéazeme, ze explicitni znalost uvedenych veli¢in neni nutna k tomu, abychom rovnosti
(3.8) efektivné vyuzili k sestrojeni algoritmu, ktery poskytne aproximace konvergujici k
hledanému teseni Z rychleji nez posloupnost {x,}.
Predpoklddejme na okamzik, ze ve formuli (3.7) &, = 0 pro n&jaké pevné n > 1. Necht

takze

Snadno zjistime, ze

Tpy1 — Tp
takze 1
(i‘ e 1 A (Z‘n+1 Al’n)
1 (xn+1 - xn)Q
=Ty + —— (Tpy1 — Tp) = T, —
+ 1-A (Tt ) Tpao — 2XTpy1 + Ty

Vidime tedy, ze za predpokladu, ze £, = 0, pro néjaké n > 1, lze presné feSeni  obdrzeti
pouzitim t¥i po sobé jdoucich iteraci. To vSak je dost akademicka situace.

Ackoliv veliciny €, # 0, lze ocekavat, ze ve srovndni s modulem f’(Z) jsou malé.

Pro velka n tak posloupnost

(xn—i-l - 5(771)2

3.9 n = Tp —
( ) Y Tnt2 — 2xn+1 + Ty

skyta pro Z lepsi aproximaci nez x,,.
Ma tedy smysl vysettovat

Algoritmus 3.2 Bud~ {x,} libovolnd posloupnost a nechi y, je tvoreno pomoci (3.9).

Zaved “me oznaceni
Ax, =Tpi1 — Ty, n=0,1,...

Al = A(Akxn), k>1.

Na pt
Az, = A(Tpiq — )

= Tn42 — 2xn+1 +

15



Formuli (3.9) lze pak psat ve tvaru

(Ax,)?
AZg,

(3.10) Yn = Tp —

Posloupnost {1, } tvorend pomoci algoritmu 3.2 definuje t. zv. Aitkeniv urychlovaci A*
- proces.

Jest na misté zduraznit, ze Aitkenuv proces je definovan pro posloupnosti ne nutné
generované pomoci algoritmu 3.1. Pro takto obecny proces plati pomérné silné tvrzeni.

Véta 3.2 Bud™ {x,} dand posloupnost takovd, Ze

= lim z,.

Necht
(3.11) dy=2,—2#0n=0,1,..
a
(3.12) dpi1 = (A+en) dn,
kde A je konstanta takovd, Ze
Al <1

en — 0 pro n — oo.

Potom posloupnost {y,} tvorend pomoci (3.9) v algoritmu 3.2 je dobre definovand pro

dostatecneé velkd n a navic .
(3.13) lim 20—,

n—oo . — 7

coz znaci, Ze posloupnost {y,} konverguje k & rychleji nez posloupnost {x,}.
Dikaz. Pouzitim formule (3.12) obdrzime

dn+2 = (A + 5n+1> (A + gn) dny

takze
Aan = Tny2 — 2xn+l + Ty
= dn—l—Z - 2dn+1 + dn
=[(A-1)2+¢€] d,,
kde

el = Ale, + ent1] — 260 + EnEn1.
7 podminky €, — 0 pro n — oo plyne, ze
(3.14) gl — 0 pron — oo.

Odtud dostavame,
(A=1)2+¢, #0
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pro dostatecné velka n, feknéme pro n > ny. Tudiz

A?x, # 0 pron > ny.

Dale pak
Az, =Ad,=(A—-1+¢,)d,
a tudiz (Az,)?
Ty
n T = dn -
In =T A2z,
—d. — (A_1+5n)2 dy,
N (A-1)?+e,

Z £, — 0 pron — oo a (3.14) plyne, ze

Yo — 3 el —2(A—1)g, —&2 0
= —
dn (A_1)2+€;z

coz jsme méli dokédzati. |||

Disledek 3.2 Predpokladejme, Ze f splnuje podminky véty 3.1 a navic, Ze f md spojitou 1.
derivaci na I a f'(s) # 0 pro s € 1. Pro xy # & posloupnost {x,} vyhovuje predpokladim
vety 3.2, takZe algoritmus 3.2 poskytuje urychleni konvergence.

Dikaz. Ziejmé staci ovérit platnost vztahu (3.12). To vsak je vztah (3.7) odvozeny za
obecnéjsich predpokladu. Zbyva tudiz ovérit pozadavek |A| < 1. Platnost tohoto vztahu
vSak plyne odtud, ze proces postupnych aproximaci je konvergentni. Timto konstatovanim
muzeme dukaz ukonéit. |||

Znovu pripomenme §irsi aplikabilitu urychlovaciho Aitkenova A2- procesu i mimo oblast
metody postupnych aproximaci.

3.2 Kvadraticka konvergence a Newtonova metoda

V predchozim odstavci jsme predpokladali, ze f'(s) # 0 pro s € I, coz zarucuje platnost
predpokladu (3.12) a obdrzeli jsme tak charakteristiku rychlosti konvergence danou pomoci
(3.12), t. zv. linedrni konvergenci. D4 se Tici, ze v takovém piipadé pocet platnych cifer je
linearni funkei indexu iteraci.

Uc¢inme nyni predpoklad
(3.15) f(z)=0.

Tento predpoklad je pomérné velmi silny a zabezpecuje splnéni nékterych predpo-kladu véty
3.1.

Véta 3.3 Bud I C (—oo,+00), (nikoliv nutné ohraniceny interval) a necht f je definovand
na I a pritom plati
(i) f a f" jsou spojité na I.
(11) Rovnice s = f(s) md reseni & € I takové, Ze plati (3.15).
Potom existuje 6 > 0 takové, Ze algoritmus 3.1 poskytuje posloupnost {x,} konvergugici
k & pro vsechna |xo — | < 6.
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Dukaz. Oznacéme
Is =[2—0,%+9].

Pro dostatecné mald 6; > 0, I5, C I. Potom existuje dp > 0 a L > 0 takové, ze
|f'(s)| < L pro s € Is,.

Nechf 0= min{(50, 51}
Podle véty o sttedni hodnoté, protoze f'(z) =0 a tedy 0 < L < 1,

f(5) = 2] = |f(s) = f(@)] < [[(E)ls — & < L|s — 2] < 4.

Tudiz obor hodnot funkce f je obsazen v I5 a algoritmus 3.1 vede ke konvergenci podle
vety 3.1. |||

Zesilme nase pozadavky na hladkost funkce f predpokladem existence spojité druhé
derivace f” na I a jeji nenulovosti.

Podobné jako v predchozich dvahach predpoklad xy # & implikuje platnost vztahu
T, # T, n = 1,2,... Postupné aproximace nemohou tedy poskytnout presné reseni v
kone¢ném poctu krokt.

Uzitim Taylorova rozvoje se zbytkem, obdrzime vztahy
dnt1 = Tpy1 — T
= f(xn) — f(2)
= f(2)d, + ;f”(:f: + 0,d,)d2,

kde 0 < |6, < 1.
Z nasich predpokladu plyne, ze

1
(3.16) dwlziﬂ@+ﬂmgﬁ.

Protoze d, # 0, n =1,2,... a d, — 0 pro n — oo, odvodime, ze

. dn+1 1 (A
(3.17) lim 2 = §f (2).
To je pozoruhodny vztah, podle néhoz chyba po (1 + n)- tém kroku je imérné ctverci
chyby po n - tém kroku. Tato skutecnost se oznacuje jako kvadraticka konvergenvce. Pocet
platnych cifer se zdvojuje po kazdém iteracnim kroku.

Piiklad 3.2 Bud a > 0 a necht f(s) = (1/2)[s + (a/s)] pro s > 0. Rovnice s = f(s) m4

feSeni \/a. Zrejmeé f'(y/a)=0a f"(s) >0 pro s >0 a f"(Va) = ﬁ) Tudiz

1 a
3.18 el == | Tp + —
( ) Tnl 2 (a; + xn>

konverguje k y/a kvadraticky pro xo dostatetné blizkd k y/a. Pozdéji ukdzeme, ze tento
proces konverguje pro libovolné vychozi ptiblizeni zy > 0.
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Nyni pristoupime k snad nejpouzivanéjsi metodé priblizného teseni nelinearnich rovnic a
lze Fici, Ze nejen rovnic ale i nelinearnich tloh - k metodé Newtonove.

V ptedchozich tivahach jsme dospéli ke kvadratické konvergenci za vyrazné akademického
predpokladu nulovosti prvni derivace v presném feSeni. Ani se nechce vérit, ze tento akademis-
mus mé tak nddherné uplatnéni, k jehoz vykladu ted pristupujeme.

Bud F definovans a dvakrét spojité diferencovatelnd na intervalu I = [a,b] C R a necht
F'(s) # 0 pro s € I. Déale necht rovnice

(3.19) F(s)=0

ma feeni = € (a,b) (nikoliv nutné jediné). D4 se ukézat, ze toto FeSeni lze nalézt pomoci
postupnych aproximaci s funkci

f(s) =s+ MF(s),

kde M je konstanta spliujici urcité podminky, na pr. M = (a+()/2, kde I =[0,1], F(0) <
0< F(1)a0<a< F'(s) <. Vime téz, ze genericky obdrzime linedrni konvergenci. Jak
to tedy zaridit, abychom sestrojili algoritmus poskytujici kvadratickou konvergenci?

Coz pripustit misto konstantniho faktoru M vhodnou funkci, tedy snazit se sestrojit f
ve tvaru

f(s) = s+ h(s)F(s),

kde hodnoty funkce h se ”snadno” pocitaji.

Snazme se tedy splnit tyto pozadavky:

&= f(z)a f(2) =0,

To néas vede k relacim
f'(s) =1+ R (s)F(s)+ h(s)F'(s)

a tudiz

a jezto F(z) =0,

Dospéli jsme tedy k nésledujicimu algoritmu.

Algoritmus 3.3 Volme x¢ a urceme posloupnost {x,} pomoci vztahi

1
(320) Tpt1 = Tp — mF(fEn),n = 0, 17

Algoritmus 3.3 nese nazev Newtonova metoda, ¢i metoda Newtonova - Raphsonova.
Z predchoziho vykladu jiz vime, ze, jezto f(s) = (1/F'(s))F(s),

f(z) =0,
takze piipadnd konvergence posloupnosti {z,} je kvadraticka.
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Jednotlivé kroky Newtonovy metody maji velice nazornou interpretaci.

V bodé z,, aproximuje graf funkce F' pomoci teény ke grafu F' v tomto bodé. Pruseéik
této tecny s osou x urcuje dalsi aproximaci .

Umime si snadno predstavit grafy funkce F', pro néz Newtonuv proces diverguje. (To je
velice hezké cviceni.)

Podobné jako pro vsechny iteracni metody typu postupnych aproximaci, slabina Newtonovy
metody spoc¢iva mimo jiné téz v silné zavislosti na volbé pocatecniho priblizeni. Ukazeme si
jak 1ze zabezpecit globdlni konvergenci; pozadujeme vyssi hladkost F' - totiz znaménkovou
stdlost druhé derivace F”.

Véta 3.4 Predpoklddejme, Ze funkce F je definovand a dvakrdt spojité diferencovatelnd v
I = [a,b] a necht spliuje tyto poZadavky
(i) F(a)F(b) <0;
(11) F'(s) #0 pros e I;
(i4i) Bud F"(s) >0 s € I nebo F"(s) <0, s € I;
(iv) Necht (o) ¢ = a jestlize
F(a)] < |F'0)] .

(B) ¢ = b, jestlize
[F'(b)] < [F'(a)].
Dile necht
<b-a

F(c)
F'(c)
Potom Newtonova metoda konverguje pro libovolné vijchozi priblizeni xo k jedinému reseni
rovnice F(s) = 0.

Poznamky. Podminka (i) zfejmé zarucuje existenci kotene diky spojitosti F. Z (ii)
plyne jednoznaénost kofene v I. Podminka (iii) iikd, ze F' je bud konkdvni nebo konvezni
v I. Posléze (iv) zajistuje, aby tecna ke kiivce y = F(x) v koncovém bodé, kde |F'(z)]| je
mensi, protinala osu x v intervalu I.

Dukaz veéty 3.4. Véta 3.4 zahrnuje tyto ¢tyfi odlisné situace

Piipady (b) a (d) se snadno redukuji na (a) a (¢) volbou —F na misté F'. (Tato uprava
neméni dokonce ani prvky posloupnosti {z,}.) Piipad (c) se prevede na (a) volbou —z — z.
(V tomto piipadé obdrzime misto {x,} — {—xz,}. Staci se tedy zabyvati piipadem (a).
Méme pak co do ¢inéni s grafem rostouci konkévni funkce F' takové,ze F(a) < 0 < F(b).

Bud # jediny kofen rovnice F (s) = 0. Napred predpoklddejme, ze a < zy < Z. Potom,
na zakladé predpokladu, ze F'(zq) > 0,

F(xo)
Filag) = "

Ty = Ty —
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Indukci 1ze ukazati, ze

(3.21)
Indukeéni krok je realizovan takto. Z véty o stiedni hodnoté,

F(z) — F(r,) = F/(f)(i’ — )

—F(z,) =
a pritom z, < ¢, < . Z podminky F”(s) < 0 plyne, ze F’ je nerostouci a tudiz F'(&,) <
F'(x,), takze
—F(2) < F'(2,)(% — )
a tedy
F(z, . .
(zn) <xp+ (T —z,) =2

T = T ) S
n

Aplikaci F' k obéma strandm nerovnosti obdrzime (F' je neklesajici), ze F(z,41) < 0 a

tudiz
F(*Tn—l—l)

Tedy plati (3.21).
Na tomto misté aplikujeme jednu z fundamentalnich vét matematické analyzy: KaZda
ohranicend monotonni posloupnost redlnych cisel je konvergentni.

Oznacme tedy
= lim x,.
n—oo

Z (3.21) plyne, ze & < . Na druhé strané z definice posloupnosti {z,} obdrzime pii n = oo
. . F(@)
S TE)

a tedy F(z) = 0. Z jednoznac¢nosti pak & = Z. Tim je dokdzéno tvrzeni véty 3.4 pro piipad

rovnost

Zo S z.
Déle vysetiujme pripad xy > 2. Opét pouzitim véty o stfedni hodnoté
F(xo) = F(xo) — F(&) = F'(&) (20 — 2),
kde z < & < xy a diky monotonii F', F(xy) > F'(xo)(zo — &). Snadno zjistime, ze

F(x N
xl:xO_F’((x?))) <zo—(vo—2)=12

a tudiz

Na zdkladé podminky (iv) obdrzime, ze plati




=z9—(b—a)+b—19=a.

Tudiz a < xz; < 2. Tim jsme se dostali do situace, jiz jsme vySetfovali v predchozi casti
dukazu s tim rozdilem, Ze na misté zo vystupuje z;. Podle jiz dokdzaného, {x,} konverguje
k z. Tim je dukaz véty 3.4 proveden. |||

Vratme se jesté k pifkladu 3.2. O procesu v ném vysetfovaném jiz vime, Ze je konvergentn{
pro pocéatecni piiblizeni dostatecné blizka k presnému feseni, t. j. k /¢, kde ¢ > 0 je dané
kladné ¢islo, jehoz odmocninu hleddme.

Polozme tedy

Snadno zjistime, ze
F'(s) =2s >0,

F'(s)=2>0

a tudiz nastava v tomto pripadé situace (c¢) popsand v dukazu véty 3.4. V kazdém intervalu
(a,b), kde 0 < a < y/c < b, plati, ze

F(a) c—a
— <b—
‘F’(a) 2a —~ @
pro kazdé b splnujici nerovnost
1
b> 5(61 + C/a).

7 véty 3.4 plyne konvergence posloupnosti
1
$n+1:§ (In—i_C) _>\/E
pro libovolné xy > 0.

Zv1ast vyhodné je pouziti metody Newtonovy k hleddni nulovych bodt polynomii.

V tom piipadé vyuzijeme té skutecnosti, ze umime efektivné stanoviti jak hodnoty p(z)
tak p/(z), kde p je dany mnohoclen a z je dand velicina.

Bud tedy

N
p(z) =Y a2,
k=0

pak pomoci vztahu

(3.22) by = ag, b, = zb,_1 +a,, n=1, 2, ..., N;
a
(3.23) co="by, ¢cp =2¢,_1+b,,n=1,2, ..., N—1,
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obdrzime rovnosti
by =p(2) ac,m1 =p'(2).

Schématicky postupujeme jak znédzornéno nize

aop aq as e AN an
! ! ! SHEN! l
bo= b= by= .. by_1=> bﬂ
! ! ! !

Chp— C — Cp—> ... CN-1

pii cemz — znamena sc¢itani a = nasobeni faktorem z a sc¢itani.

Bud™ nyni z kofen polynomu p. Pak

kde ¢ je polynom stupné N — 1,

N—1
q(z) =Y bV by =0.
k=0

Snadno zjistime, ze

ag = bo
a
Gp_1 = —bpz+0b,, n=1, ..., N —1.

Tudiz

N N-1 N-1

Z aprY 7k = Z bV — 2 Z bl kL

k=0 k=0 k=0
pri cemz

ap = bn - anfh

neboli,
(3.24) b, = a,, + 2b,_1.

Vidime, ze jsme obdrzeli vztahy (2.20) algoritmu 2.1.
Plati tedy

Véta 3.5 Je-li z koren polynomu p, kde

N
p(l’) = Z akzN_k> Qo 7& 07
k=0

a koeficienty by, ..., by_1 se pocitaji podle formule (3.24), pak

N-1
q(z) = (z —2) 'p(z) = Z bz ", by = ay.
k=0
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Mohlo by se zdat, ze je vyhodné hledat dalsi kofeny polynomu p jakozto nulové body
polynomu nizstho stupné ¢q. Ukazuje se vSak, ze takova procedura je numericky nestabilni a
je tudiz vhodnéjsi pocitat vSechny kotreny polynomu pomoci ptivodniho polynomu p a nikoliv
modifikovaného polynomu gq.

Cviceni 3.1 Analyzujte zpusobem obdobnym analyze Newtonovy metody metodu nasledujict,
metodu regula falsi, definovanou predpisem

(T — xp1)F(xy)
F("En> - F(xn—l) 7

kde F je funkce, jejiz koreny hledame, t. j. F(x) = 0.

Tp+l = Tp —

Cviceni 3.2 Jaké vlastnosti md Newtonova metoda v pripadé, kdy F'(z*) = 0, kde F(z*) =
0.
Cviceni 3.3 Analyzujte modifikovanou Newtonovu (Whittakerovu - Robinsonovu) metodu
danou predpisem
1
Tpy1 = Ty — —F(xy),
m

kde m je pevné zvolend konstanta, na pr. m = F'(x).

4 Iteracni metody reSeni soustav nelinearnich rovnic

4.1 Véta o kontrakci

Predmétem naseho studia bude vysettovani nasledujici ulohy. Nalézt prvek
* € RN takovy, 7Ze pro z = z* plati

I :fl(IL'l,...,l'N),

Ty = fal21, ., 7N),
(4.1)

N = fN(iEh ,$N),

neboli, psano vektorove,
(4.2) x = f(x),

kde x = (xq,...,zn)T a £=(f1,..., fn)".
Piiklad 4.1 Necht N =2 a fi(z1,22) = 23 + 22, fo(x1, 79) = 22 — 22.Potom m4 (4.1) tvar

2 2
T = ] + 23,

Ty = 17 — 25

Vyraz z3 + x3 — z; = 0 je rovnici kruznice se stiedem v bodé (1/2,0) a 22 — x5 — x5 =0
je rovnici hyperboly se stfedem v bodé (0, —1/2). Obé tyto kiivky prochazeji poc¢atkem, coz
znaci, Ze jednim z nulovych bodu je z; = 0,25 = 0. Pomoci grafu pro (1 —1/2)?+22 =1/4
a (13 + 1/2)? — 22 = 1/4 snadno nahlédneme, 7e v okoli bodu Z; = 0,8, 7o = 0,4 lezi dals
(netrivialni) nulovy bod soustavy (4.1).
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Pii analyze dukazu konvergence metod studovanych v predchozi kapitole zjistime, Ze vyznamnym
dukazovym prostiedkem byly vlastnosti absolutni hodnoty realnych cisel:

|| =0 < x = 0;

jex| = |el|;

[z 4yl < [z| + [yl
proc,xr ay € R.

V souvislosti s prostory RY dimenze N > 2, to vede k nutnosti zobecnit pojem absolutni
hodnoty. Matematika na prelomu 19. a 20. stoleti dospéla pii tomto zobecnovani k pojmu
normy a normovaného prostoru.

Definice 4.1 Bud E linedrni prostor nad télesem redlnijch cisel. Funkce v : E — R! se
nazyvda normou na F, jestlize plati nasledugici relace:
(i) v(z)=0& = =0;
(ii) v(cx)=|clv(z) z € E,c € R';
(iii) v(izx+y) <viz)+v(y), v,y € E.
Existuje-li na E norma, tak se prostor E/' se nazyvd normovanym.

Poznamka. Obvykle se norma na F oznacuje symbolem || . || . Je-li zapotiebi zvyraznit,
ze norma je brana na prostoru E, pak se znac¢i nasledovné || . ||g.

Definice 4.2 Posloupnost {x,}, x, € € se nazjvd konvergentni k x € € a x jeji limitou,
gestlize plati
lim ||z, — || = 0.

n—oo

Definice 4.3 Posloupnost {x,}, x, € £, se nazgvd cauchyovskou, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje Ny takové, Ze ||xpqp — xn|| <€ promn > Ny ap > 1.

Normovany prostor E se nazyvd Banachovym prostorem je-li v ném kaZda cauchyouvska
posloupnost konvergentny.

Piiklad 4.2 Necht & = RV a
(a)

N 1/p
Il = (z |xk|p) <p<ioo
k=1

(b)
1%]|cc = max {|zx|: E=1,..., N}.

Vsimnéme si, ze pro N =1
1xlle0 = [lllp = |2l,

takze absolutni hodnota v R! je norma.
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Déle necht C' = (cj;) je regularni matice typu N x N. Potom vyraz
lzlle = [|C|| gy

je norma na RV,
Specidlné necht & = (RN, ||.||2) a C = (c;1.), detC # 0.
Déle necht

N
(Xv Y) = Z TrYk-
k=1

Polozme B = CTC
1x[13,5 = (Bx,x).

Snadno se ukéze, ze ||.||2.5 je norma na R .

Vratme se vsak k vySetiovani soustav nelinedrnich rovnic v RY.
Metoda postupnych aproximaci je definovana podobné jako pro ptipad jedné rovnice.

Algoritmus 4.1 Zvolme prvek x € € a pocitejme posloupnost vektori {x,} rekurzivné po-
moci formule
(4.3) Xpi1 = £(xp), n=1, ..,

Opét si klademe otézku, zda je proces (4.3) konvergentni a jaké vlastnosti ma piipadnd
limita; zfejmé se nabizi feseni rovnice (4.2).

Odpovédi na polozené otazky jsou obsahem nasledujiciho tvrzeni.

Véta 4.1 NechtT = Hﬁ.v:le, kdeZ; = [a;, bj], 7 =1, ..., N, anecht funkce f1, ... fxvyhovuji
ndsledugicim podminkam.:

(1) fi, -y fn jsou definovdany a jsou spojité na I;

(11) Pro kazdy prvek x € T téz vektor f(x) € Z;

(111) Existuje konstanta L, 0 < L < 1, takovd, Ze pro libovolnd x1, x5 € T plati

(4.4) £ (x1) = £(x2) | < Ll[x1 — xs|.

Potom plati nasledujici vyroky
(a) Rovnice (4.2) md prdvé jedno revseni x* € T.
(b) Pro libovolny vijchozi prvek xg € I posloupnost {x,} urcend v algoritmu 4.1 je
definovana pro kazdé n a konverguje k x*.
(¢) Pro libovolné n > 1 plati odhad

n

1-L

(4.5) [Ixn — X7 < |11 = o[-

Definice 4.4 Konstanta L, pozadovand v (4.4) se nazgvd Lipschitzovou konstantou (vzhle-
dem k normé ||.||) vektorové funkce £. Vztah (4.4) se nazgvd Lipschitzovou podminkou pro

f vzhledem k normeé ||.||.
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Poznamky. Podminky kladené ve vété 4.1 na Lipschitzovu konstantu L napovidaji inter-
pretaci metody. Vzdalenost obrazu je pii takovém zobrazeni f ostie majorizovana vzdalenosti
vzoru, coz dava takovému zobrazeni jméno: kontraktivni zobrazent, ¢ili kontrakce.

Je na misté podotknout, ze tvrzeni (a) je v piipadé N > 2 daleko hlubsim vyrokem nez
je tomu pro N = 1, kdy existenci feSeni lze nahlédnout na pt. vysetfenim grafu zkoumané
funkce. Tvrzeni (b) vypovidd o konvergenci algoritmu, zatimco v (c¢) je ddan horni odhad

chyby.

Dukaz véty 4.1. Z pozadavku (ii) plyne, ze posloupnost {x,} je definovdna pro kazdé
n>laxy€eXl.

Na zdkladé (iii) odvodime snadno, zZe

(4.6) [|Xna1 — Xa|| < L"|x1 — %0, n=0, 1,...

Fixujme n pevné a vezméme m >n, m=n+p, p > 1 . Vidime, ze
p

Xm — Xp = Z (Xn-l—k - Xn—l—k:—l) )
k=1

a tedy,

p
[1%m = Xnll < X |%nsk = Xngpa ][
k=1

Pouzitim (4.6) obdrzime vztahy
[1xm = %]l < 3Ry L [x1 = o |

(4.7) < 7% — xoll.

Protoze & = RY je iplny (Banachtiv) prostor, plyne odtud konvergence posloupnosti {x,,}.
Necht
X = lim x,,

n—oo
coz je totéz co
lim ||x, —x|| = 0.

n—oo

Vzhledem ke spojitosti funkei fi, ..., fy obdrzime z (4.7)
lim f(x,) = f(x)

a tudiz
x = lim x4y = lim f(x,) = f(x),
a tak x = x* je feSenim soustavy rovnic (4.2).
Jednoznac¢nost se dokazuje zcela analogicky jako v pripadé N = 1.
Necht x} a x5 jsou dvé Tesen{ soustavy (4.2). Potom, na zékladé (4.4)

[Ix1 = x| = [[£(x1) = £(xa)[| < Lllx1 = x5,
coz je mozné pouze kdyz xj = x3.
Platnost (4.5) plyne z (4.7) pro p — oo :

n

1-L

3 = || = Tim [[%, = Xopl| < ——[}x1 = Xo |

Tim je dukaz véty 4.1 proveden. |||
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4.2 Kvadraticka konvergence a Newtonova metoda pro soustavy
Zabyvejme se otazkou explicitniho vyjadreni vektoru chyby

d, =x, —x"
pri n — oo.

Predpokladejme, ze f splnuje predpoklady véty 4.1 a navic, ze funkce fi,..., fy majivZ
spojité parcalni derivace az do fadu 2 véetné. Pouzivame znaceni

(fi)ae (@1, i) = a—xk(xl, woN)y k=1, N

82fj ( 1

(fj)mk,zl(xlu"wx]\]) GYnp T 7$N)

= Wbk (g ay), Gk =1, N

Aplikaci Taylorovy véty pro funkce N proménnych zjistime, ze
(48) dat = X1 — X = F(x0) — £() = F(x" + ) — £(x,) = T (x")du + O(l|dal?),
kde

(4.9) J(x) =

(fl)l?l(xla'-wa) (fl)xN<x17-~7xN)

() (@1, szn) oo (FN)an (@1, s )
a O(]|d2]]) znaéi vyrazy majici majorantu tvaru c ||d,||?, pti cemz c je konstanta nezdvisla

jak na n tak na x € 7.

Definice 4.5 Matice definovand v (4.9) se nazjvd Jacobiovou matici soustavy (4.1) resp.

(4-2).

Vsimnéme si toho, ze vztah (4.8) je N-dimenzionalnim analogem vztahu (3.12).

Je-li J(x*) nenulové matice, pak (4.8) fikd, ze vektor chyby se v kazdém itera¢nim kroku
néasobi Jacobiovou matici (4.9), coz odpovida linedrni konvergenci. Je-li J(x*) = 0, je z (4.8)
patrné, ze chyba po 14+n- tém kroku je imérnd ctverci chyby po n-tém kroku - v tom piipadé
mame co do ¢inéni s kvadratickou konvergenct.

Opét muzeme formulovat analog véty 3.3 pro N > 1.

Véta 4.2 Necht funkce fi, ..., fn definované na I spliuji na I tyto pozadavky:
(i) Existuji spojité derivace

%, 1<j,l <N;
85(][
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(ii) Soustava (4.1) md uvniti T teSeni x* takové, ze J(x*) =0 .
Potom existuje cislo 6 > 0 takové, Ze posloupnost definovand pomoci algoritmu 4.1 kon-
verguje k xX* pro libovolny startovaci vektor xq, pro néjz

l|x0 — x*|| < 0.

Tedy opét, jako pro N = 1, je-li vychozi ptiblizeni dostatecné blizké presnému feseni,
dochazi ke konvergenci.

Globalni konvergence je pro vicerozmérny ptipad problém principidlné komplikovanéjsi
nez pro N = 1 (konvexita ev. konkavita feseni se jevi pro N = 1 dost akademicky).
Podminky zarucujici globalni konvergenci jsou dost slozité a jejich analyza patii mezi specialni
partie numerickych metod.

Hledejme teseni soustavy

(4.10) F(x) =0,
kde F = (F,..., Fy)T.
Algoritmus 4.2 (Newtonova metoda pro soustavy) Volme xog € Z a sestrojme posloupnost

{x,} podle schematu
(4.11) Xpt1 = Xp — hp,

kde h,, = (hy,...,hx)T je vesenim soustavy

(4.12) J (x)h, = F(x,)
a
oF OF
oz oxr N
J = . .
OF N OF N
o1 o dzn T

Jak je patrné z (4.11) pii provadéni algoritmu 4.2 musime pii kazdém iteracnim kroku
fesiti soustavu linedrnich algebraickych rovnic (4.12). Jest proto ptirozené pozadovati

(4.13) detJ (x,) #0, n=0, 1,...
Cviceni 4.1 Naleznéte matici H = H(x) tak, aby uziti postupnijch aproximaci na rovnici
x =x — H(x)F(x)

poskytlo kvadratickou konvergenci. Rozhodnéte, zda se vZdy obdrzi Newtonova metoda.

5 Reseni soustav linearnich algebraickych rovnic

5.1 Obecné soustavy a reSeni ve smyslu nejmensich ¢tverca

Budeme se zabyvat feSenim soustav typu

(5.1) Az = b,
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kde
r e RN, be RM,

Poznamka. Je ziejmé, ze lze vzdy docilit situace, kdy M = N a to rozsitenim matice A o
vhodny pocet nulovych sloupct pro ptipad N < M ¢i tadku pro pripad N > M.

Resitelnost soustavy v klasickém smyslu, t. j. kdy vztah (5.1) je chdpan jako soustava
rovnosti

N
Zajkxk = bj, ] = 1, ...,M,
k=1

nelze vyzadovat.

Jako ptiklad muze slouzit ¢asty piipad, kdy soustava (5.1) representuje néjaky model v
némz nékteré z prvki aj; a b; se obdrzi méfenim. Obecné nelze vyloucit, aby odpovidajici
soustava pro dvé ruzna méreni byla v jednom pripadé fesitelna a v druhém nikoliv.

V praktickych aplikacich se ukazuje potieba nasledujiciho tvrzeni.

Kazdd soustava typu (5.1) md prdvé jedno “tesend”.

Takové tvrzeni nemuze platit pro klasické feseni (podminka o hodnostech). Aby pozadované
tvrzeni platilo, musime vhodnym zpusobem zobecnit pojem feSeni. Proto zavedeme zobecnéné
resent.

Budte (., ) a (. ,.)n skaldrnf souciny na RM a RN,

Definujme

(5.2) F(x, x) = (Az — b, Az — )y
a hledejme 7 € R tak, aby

(5.3) F(T) = min{F(z) : = € R"}.
Vektor T splnujici relaci (5.3) se nazyva zobecnéné feseni soustavy (5.1).
Véta 5.1 Eristuje alesponi jeden vektor T € RN takovy, Ze plati (5.3).
Dikaz. Definujme obor hodnot matice A
range(A) = {u c RM : 3z € RY for which u = Am}
a nulovou mnozinu matice neboli jadro A
ker(A) = {x € RN : 2 € R for which Az = 0} :
Snadno ovérime, ze plati relace
(5.4) RM = rangeA @ ker A*

(5.5) RN = rangeA* @ ker A,
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kde A* je definovana pomoci vztahu A*v =y, pii cemz
(AZL’, U)M = (ZL‘, y)N

pro libovolnd x € RN a v € RM.

Existence i jednoznacnost y je dusledkem Rieszovy véty o reprezentaci spojitého linedarniho
funkciondlu na Hilbertoveé prostoru (RN, (., .)n).

Na zakladé (5.4) a (5.5) obdrzime, ze plati

r=Au+v=w+v, Av=0,

a
b=Ac+d, A*d=0.
Odtud pak
F(z) = (Aw — Ac, Aw — Ac)y + (d, d)y-
Vzhledem k tomu, ze d je pevny vektor, staci tedy poloziti
T =c,

takze
(5.6) F(z) = (d, d)yy = min{F(z) : v € RV},

Tim je véta 5.1 dokazana.

Poznamka. Protoze (5.6) je hodnota globalntho minima kvadratické funkce F, je veli¢ina
(5.6) taz pro vSechna eventudlni zobecnénd feseni = soustavy Az = b. Tato hodnota se nazyva
cenou uvedené ulohy najit zobecnéné feseni, neboli cenou zobecnéného reseni. VSimnéme si
té skutecnosti, ze cena zobecnéného feseni x je nulova pravé kdyz x je feSeni klasické.

Necht
M={zecR": F(x)=(d, du}.

Z véty 5.1 plyne, ze M # () a ze spojitosti F' pak, ze M je uzaviend. Diky subaditivité
normy snadno nahlédneme, ze M je konvexni. Existuje tedy jediny prvek z* € M takovy,
ze

[|z*||nv = min{||x||n : = € M}.

Zobecnéné teseni z* se nazyva normdlnim fesenim soustavy (5.1).
Véta 5.2 Existuje pravé jedno normdlni tesend libovolné soustavy Ax = b.

Vidime tedy, ze nami pozadované tvrzeni uvedené na pocatku této kapitoly, plati pro
nami zavedené zobecnéné reseni.

Poznamka. Zobecnéna teSeni a tedy téz normalni feSeni jsou podstatné zavisla na
skaldrnich soucinech (., )y a (., ).
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Volime-li specidlné
M
(5.7) (w,v)ar = Y (u);(v);,

kde (u); znaéi j-tou komponentu vektoru u € RM, obdrzime funkci F' ve tvaru

2

F(x) = f: [g: k()1 — (b)j]

j=1 Lk=1

Odtud ziskalo zobecnéné feseni takto zavedené nazev resent ve smyslu nejmensich ¢tverca.
Reseni ve smyslu nejmensich ¢tvercu patii mezi nejrozsitenéjsi. Toto zobecnéné feseni bylo
zavedeno a velmi zevrubné aplikovano jiz Gaussem.

Zobecnéné inverzni operatory

Bud A matice typu M x N.
Vysetiujme soustavu relaci

() AXA = A, (i) XAX = X,
(iii) (AX)* = AX, (iv) (XA)* = XA,
Piiklad.

Necht M = N a detA # 0.
Polozme X = A™1.
Splnéni vztahu (i) - (iv) s X = A7 je ocividné.

Napfed si ukdzeme, ze matice X typu N x N spliujici vztahy (i) - (iv) existuje nejvyse
jedna.
Budte tedy X; a X, dvé takové matice. Jest potom

X; = Xi4X; = Xq(AXy)" = Xq(AXAX,)" =
X1(AX))"(AXy)" = X1AX AX, = XGAX, =
(X1A)" XoAX, = (X7 A)"(X2A)* Xo.
Na druhé strané,
(X2 AX 1A Xy = X1AXLAXS = (XGA) (X2A)" X,

takze

X; = (X1AX,A)" Xy = X,AX, = Xs.

Jiz vime, ze v ptipadé M = N a detA # 0 jedinym Fesenim soustavy vztahu (i) - (iv) je
inverzni matice A~
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Existuje feseni v obecném piipadé?
Ano!

Polozme
T=A"A.

Snadno nahlédneme, ze matice T je typu N x N, je symetrickd a téz je pozitivné semi-
definitni, t. j.
(Tx,z)y > 0.

Existuji tedy projekce P;, j =1,...s, s < N takové, zZe plati vztahy

(5.8) T= Z e Pr, TPy =0,
k=1
pri cemz
(5.9) PP, = PP; = 6Py, PP =P;, Y Po=1-F, jk=0,1,..N
k=1
a dale pak
(5.10) (T —Xj)P;j=0,\;>0,j=7,..N, \g=0.
Polozme
N
-1 *
(5.11) Z = Z)\j P;A*.
j=1

Véta 5.3 Ke kazdé matici A typu M x N existuje prdve jedna matice typu N x M takovad,
Ze pro ni plati vztahy (i) - (iv).

Definice 5.1 Matice, jejiz existenci a jednoznacnost zarucuje véta 5.3, se nazyvd (Moore-
ovou - Penroseovou) pseudoinverzni matici a oznacuje se symbolem A" .

Dikaz. Dukaz jednozna¢nosti je elementarni a lze jej prenechat ¢tenari.
Na zéklade (5.11) a (5.8) snadno zjistime, ze

AZA=A ZNj APATA= A ivj ivj AP, P
i=1 J=1k=1
Z tohoto vyjadieni pomoci (5.9) odvodime, ze
(5.12) AZA=A(I — R).
Bud = € RY. Podle piedpokladu (5.8) plati, ze
0= (Thx, Pux)y = (APyx, APyx)n,

takze
APOZE =0.
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Protoze x je libovolny, plyne odtud, ze
APy = 0.

Dokazali jsme tak, ze, diky (5.12), matice Z spliuje vztah (i).
Platnost zbyvajicich vztahu (ii) - (iv) lze dokdzat analogicky, coz pfenechdme ¢tenéri a
pokladame tim vétu 5.3 za dokézanou s tim, ze

At =2,
pii ¢emz Z je definovéna v (5.11). O
Polozme
(5.13) T = ATh.

Dokazeme, ze plati

Véta 5.4 Budte A matice typu M x N ab € RM, b= b, + by, by € range(A), by € ker(A).
Potom plati rovnost
(5.14) = a"
Dikaz. Ziejmé
AATH = by

a proto
F(z™) = (Aﬁ' —b, Az — b)M = (AA+b —b, AATH - b)M = (b2, b2)r-

Staci tedy ukézati, ze 7 € R(A*). To vsak plyne odtud, ze

1
P At =Y PP AT =0
j=1 )‘j
J
a tedy téz Pyxt = 0 a tudiz, 27 = (I — Py)a™. Protoze ATA=1—Fya (I —Py)range(A*) =
range(A*), je tvrzeni dokdzano. O

Vysetiujme opét soustavu Az = b, kde A je M x N matice a b € RY a b = b, + by, pii
cemz by € range(A) t.j. by = Acy, déle pak a A*by = 0.

Snadno zjistime, ze plati

A*Ax = A™b = A™by,
kterdzto soustava se nazyva normalni soustavou. Tato soustava ma vzdy klasické feseni. To
vyplyvé odtud, ze (A*A)* = A*A a pro kazdé feseni y homogenni soustavy A*Ay = 0 plati
vztahy
(y, A"b)y = (y, A" Acy) y = (A" Ay, 1)y = 0.

Hledat feSeni normalni soustavy rovnic je numericky velmi naro¢né, protoze ¢islo podminénosti

R(A*A) = Jmax

Smin

Y
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kde
Smax = ”A*A“é/2

a Sppip je odmocnina nejmensi kladné vlastni hodnoty matice A*A, je zpravidla velmi veliké;
v piipadé ¢tvercové matice A je rovno ¢tverci ¢isla podminénosti matice A. Pripomenme,
ze ¢islo podminénosti ¢tvercové matice A je definovano jakozto vyraz

IAIIAT.

Normadlni teseni je tedy (klasické) feseni normalni soustavy lezici v range( A™).
Dale plati

Lemma 5.1 KaZdé zobecnené teseni © € M md tvar
(5.15) T=a" 4y,
kde
Ay = 0.
Ditkaz. Bud T dalsf feseni soustavy Az = b a nechf

T = a; + ag, a1 = A*Cl, Aag =0.

Potom plati, ze

T—T=a"—a +y— as.

Protoze Aa; = by, odvodime, ze plati vztahy
A(zT —ay) = AATL, — b = 0.
Jest tudiz
|ATb — A%ci||® = (A*by — ATer)y = (b — e, Al(z" — a)ar = 0,

kde Atbh; = A*b, a tedy

T=T=2a".

Protoze T — T € ker(A), tvrzeni lemmatu je dokdzano. O

5.2 Pomocné prostiredky ke konstrukci specialnich reprezentaci
matic

Nejprve si zopakujme nékteré pojmy, jez se ukazi jako vhodné pro konstrukci a vysetrovani
urcitych algoritmu.
Predpokladame, ze vSechny matice v tomto ¢lanku jsou obecné komplexni typu N x N.
Matice A je hermiteovsky sdruzend, jestlize

A=A, AP = (afx)

pri cemz
*x = . _
aj, = gy Jk=1,..., N,
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kde pro o = a + ib, a,b € R',i?> = —1, @ = a — ib. Je-li matice A redlna, t. j. je-li
Qi = Qg
nazyvame matici hermiteovskou symetrickou. Jest totiz
AT = A, AT = (a;‘rk), a]Tk =ak;, j,k=1,...,N.

Permutacni matice P = (pj;;) splituje vztahy
g N N
Djk = { 1 S pik=> b =1,
k=1 k=1

detP # 0.
Ziejmeé
Pt =pr=pt

Projekéni matici ¢i projekcei se nazyva matice splnujici
P?=P.

Specidlné tedy, 12 = I a 0% = 0.

Permutaéni matice, ktera realizuje zaménu [ - té a k - té slozky vektortiz R, se nazyva
elementdrni permutacni matici neboli transpozicni matici.

Takova elementarni permutacni matice ma tvar

k 1
l l
1. ..0...0...0
k— |0 0 1 0
I — |0 1 0 0
0O ...0...0...1

a pri jeji aplikaci plati vztahy y = Px, pii cemz

yj:xja ]#kah

zatimco
Y =T a Y = Tk.

36



Unitarni matice U je definova na vztahy
vt =URU =1,
coz pro realnou matici V' znaci, ze
Vvt =viv =1

V takovém pii padé hovorime o matici ortogonalni.
Pro tnvolutorni matici B plati
B*=1.

Tedy specidlné I? = 1.

Budte y € RN v € RM. Definujeme matici
YU

kladouce
[y @ v]z = (z,0)ny.
Jinymi slovy,
YR®uv=y ol
Matice Ej se nazyva elementdarni dolni trojuhelnikovou indexu k, jestlize
Ey=Iy—v®ey
a pritom
eJTv =0,7=1,... k.

To znaci, ze

Ey,

—Ug+1 1

—UN 1

Snadno provéiime, ze y ® v spliuje nasledujici relaci

y@v’z = (y,v)n [y ®v]z.

takze, je - i (y,v)ny =0,
[y @v]> =0
a tedy,
oy @v) = {0}
neboli, y ® v je nilpotentni matice.
V piipadé dolni elementédrni matice Ej, vidime, ze (ex,v)ny = 0, takze plati
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Véta 5.5 Bud By = Iy — v ® ey, pri cemzZ
(U, ej)y =0, j=1,..,k.
Potom ezistuje inverzni matice E;" a plati
Ek_1 = Iy + v ® ep.

Véta 5.6 Necht 27 = (&,...,&n) a necht 0 # & = el .
Potom existuje jednoznacné urcéend elementdarni dolni trojuhelnikovd matice indexu k Ej,
takovd, Ze

Epr = (€1, ...,6,0,...,0)T.
Diukaz. Hledejme Fj, ve tvaru
E, =1y — v, ®ey.
7 pozadavku elementarity Ej plyne, ze
(5.16) v =..=v;=0,
kde

vl = (v, ..., vN).
Dale pak
Evr =z — (z,ex)yv = — v

a protoze zadame, aby

(517) fj—fkyj:O, j:k?‘l—l,...,N,
z predpokladu & # 0 odvodime vztahy
(5.18) yj:?, j=k+1,..,N.

k

Tedy, Ej existuje a je vztahy (5.16), (5.17), (5.18) urc¢ena jednoznacné. |||

Householderovu matici zavedeme pomoci vztaht
H=1-2ww?, wlw=1,

kde w je (obecné komplexni) sloupcovy vektor a w? odpovidajici vektor fadkovy.
Ziejmé Householderova matice je hermiteovsky sdruzend H” = H a téZ unitarni , nebot

HYH = 0? = (I —2ww™)* = 1.
Vsimnéme si, ze pro z € OV a y = Hx plati, Ze
Yy=x— 2w zw,

takze
y"y = (y,y) = (Hz,Hz) = (H"Hz,z) = (2, 2)

(z,y) = (y,2).
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Lemma 5.2 K danému vektoru v # 0 existuje ortogondlni matice Q) takovd, Ze
(5.19) Qv = —al|vlle,
kde

+1 pro vy = (v,e1) >0
g =
-1 pro v <O.

Duikaz. Necht

u=v+o0/(v,v)e;

a H
uu
— 72"
@ ufu
Ziejmeé
uu'?
Q" =1-25- = q
ufy
a
Q== 1.
Dale pak
Qu = Qu — o||v]|Qe;.
Avsak
Qu=—u
: 1
Qe; = e — 20||v||u(u); ()
Odtud plyne, ze
Qu = —u — olv]|e; + 207 |v|| () u,
(u, u)

a protoze
(u)1 = ()1 +olvll;

zjistime, ze
@i +ololl 1

(u,u) (u,u)

—u + 20||v|| {—202(1), v) — 20||v||(v)1 + 202 ||v||* + 20“1}”(1})1} = 0.

Tedy
Qu = —al|v||e;.

Matice H = (h;i,) takovd, ze
hj=0proj—k>1lajk=1..,N-2

se nazyva horni Hessenbergova.
Nazorné je patrno rozmisténi prvku na nasledujicim schématu
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X X X X X
X X X X X
0 x X X X
0 0 x X X
0o 0 0 . . . x X

Lemma 5.3 Ke kazdé matici A existuje unitarni matice T, takovd, Ze
A=THT"?,

kde matice H je horni Hessenbergova.

Ctvercova matice A = (a;;.) ajx € R j,k = 1,..., N, se nazyva slabé diagondiné domi-

nantni, jestlize plati
N

(520) Z |a,]k| S |Cljj|, j = 1,...,N,
k=1,k#j

pii cemz existuje alespon jeden index jp, 1 < jog < N, tak, ze

N
(5.21) > ajor| < lajsel-
k:Lk#jO

Nastane-1i v (5.20) ostra nerovnost pro vSechny indexy j = 1, ..., N, pak se matice A nazyva
diagonalne dominantnyi.

Véta 5.7 (Gersgorinova) Bud A = (a;;,) matice N x N, pfi éemZ ajj, jsou komlexnd ¢isla.

Ddle bud X vlastni hodnota matice A. Potom existuje indez jo, 1 < jo < N takovy, Ze plati
vztahy

N
(5'22> ‘)‘ - ajojo‘ < Z ‘ajokl'
k:Lk;éjO

Diikaz. Bud z € RY @i RY vlastni vektor odpovidajici vlastni hodnoté A. Tedy,
Az = x, v # 0.
Polozme |zj,| = max{|z;| : j =1,...,N}. Jest potom
A —aj| < Z{qV:L;éjo |ajok|%
< 25:1,#0 |@jok |-
Je tak dokdzana platnost relace (5.22) a tim i véta 5.7. ||

Disledek 5.1 Kazdd diagondlné dominantni matice A je requldrni.
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Dikaz. Staci si uvédomit, ze ¢tvercova matice je regularni pravé kdyz 0 nenf jeji vlastni
hodnotou. To, Zze 0 neni vlastni hodnotou dané ¢tvercové matice vSak je bezprostiednim
dusledkem diagonalni dominance. Kdyby totiz 0 byla vlastni hodnotou matice A, platily by
vztahy (5.22) pro A =0,

N
|aj0jo| - |>‘ - aj0j0| < Z |aj0/<?| < |aj0jo"
k:Lk;éjO

Tento spor dokazuje platnost tvrzeni. |||

Véta 5.8 Bud 0 # A = (a;), diagondlné dominantni a bud By = Iy — v, ® e1 elementdrni
dolni trojuhelnikova matice indexu 1, kde

0

a1 / ai

v =

an1 / a1

Potom

AV =R A
je téz diagondlné dominantni.
Diikaz.Vysetiujme vyraz aj, rovny dle definice,
1 aj1
a;,, = Qi — ——aig, 1,...,N.
ik ik a 1k

Jest tedy,
‘a}j - Z]kV:Q, k) |a]1'k|
> |ag;| — ﬁ|aﬂalj| - fov:z k] aji| — \a%ll Zg:z kg a1
= laj;| = Silo, ks lajel — ﬁ o1 kg laj101k]
> |aj;| — Zizv:l, k#j ||
>0, j=2,..N.

Ctvercovd matice A = (ajr) nad télesem komplexnich ¢isel se nazyva pozitivné definitni,
jestlize existuje konstanta k > 0 takova, ze

(Az,z)y > k(z, )y Vo € C.

Jsou - li a;r € R, pak navic pozadujeme, aby A = A”.
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5.3 Primé metody reSeni soustav linearnich algebraickych rovnic

Pod primymi metodami feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic rozumime takové
metody, které jsou zalozeny na algoritmech, jez poskytuji presné feSeni po provedeni jistého
kone¢ného poctu aritmetickych operaci.

Je zfejmé, Ze pro soustavy, jejichz matice jsou trojuhelnikové - horni ¢i dolni - se nabizeji
prirozené piimé metody. Jsou to t. zv. zpétnd a primé dosazend.

Vysettujme soustavy

(5.23) Ly =c,
a
(5.24) Uz =0,
kde
111 0
I _ o1 0
lNl- P ZNN
a
U1 U2 . . . UWIN
U — 0 U292 . . . UgN
0 0 . . . UNN
Necht
i 70, 7=1..,N
a
u]] # 07 ] - 17 7N
Potom c
(5.25) Y=
In

a

(5.26) g = =3 k=2 ..N,
Lk = Lijli

a podobné

b
(5.27) Ty = —

UNN
a N

by_ _k.ib;

(5.28) Oy = —Nk CUNRI% 1 N —1.

UN—k,N—k  j—jy1 UN—k,N—kUjj

vvvvvv

rovnic je Gaussova eliminacni metoda. Jeji zakladni myslenka spociva v transformaci puvodni
soustavy s matici A na soustavu s trojihelnikovou matici A. Matici A lze ziskat postupnym
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eliminovanim, jez lze reprezentovat elementarnimi elimina¢nimi maticemi popsanymi v odstavci

D.2.

Bud tedy A = (aj) dand reguldrni matice s a;; # 0 a
Ei=1-v®e¢e

elementarni dolni trojuihelnikova matice indexu 1, kde

0
12
1
V1 = —
aii
an1
Jest tedy
A0 =4
a
a1 a12 .. ainN
_ a1z _ anN
A0 — 0 ax a 21 - - - QaN — r021
a a
O anNg — QCLNl .. . . QNN — 71N6LN1

ail ail
Zv1astni pozornosti si zasluhuje skutecnost, ze prvni fddek transformované matice A! je
totozny s prvnim fadkem puvodni matice A.

Obecné, bud 1 < k< N —1, aﬁ,;l # 0, kde

k—1 k—1
aV o alkY

A(kil) = 0 .o (I](C]Z_l) Ce a(kN) 5
0 . . .oadyt o agl\ml)

pii ¢emz Fadky s indexy 1 < j < k, jsou totozné pro viechny matice A, [ = j,...,k — 1.
Necht
Ey = In — vp @ ey,

kde (k—1) ; (k—1)
Apq1,k/ Okk

Vi —

k—1 k-1
ag\/k ) a’(ﬂk )
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Potom

(k) (k) (F) (k)

all . . . alk. alkJrl . . . alN
k k—1 o k k
AW = B A®Y = 0 al(ck) al(ck)Jrl I al(c]\)/ g
k k
o .. . 0 agv,)gﬂ S ag\];\,

pii cemz fadky s indexy 1 < j < k + 1 jso totozné pro matice A®, kde [ = 7, ..., k.
Prave provedeny indukéni krok ukazuje, ze ve ”fyziologickém” pripadé, t. j. kdyz

k—
a’gﬂk Y # 07

vyse uvedeny proces vede po koneéném poétu kroki, k < N — 1, k situaci, kdy AN=Y je
horni trojihelnikova matice.
Hledané teseni puvodni soustavy je evidentné totozné s feSenim soustavy

AN=D g — p(N=1)
kde
bIN=Y = En . Eb.

Schematicky lze tuto skutecnost postihnout tak, ze sestrojime obdélnikovou matici typu
N xN+1
B =(A,b)

a provadime postupné transformace s touto matici, tedy konstruujeme postupné matice

B® = g, B* D =1, ..

A

pii cemz
B = B.

Po N — 1 krocich obdrzime matici BY~! majici tvar

X X X .. . X
pN-1) _ 0O x . . . x . . . X
0O 0 . . . x. . . . X

Je veelku ziejmé, jak uvedeny postup zobecnit na piipad soucasného feseni soustav s
danou matici soustavy a s vice pravymi stranami b, ..., b,, p > 1. V takovém ptipade

By = (A, by, ... by)
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kde
Jiz vime, ze TeSeni soustav

se prevadi na TeSeni soustav
AN = pND 15— 1,
(N-1)

kde b; je N+ - ty sloupec matice B(p) . Matice téchto soustav jsou vsak horni trojihelnikové
a nalezeni hledanych feSeni je zalezitosti rutinni. To vSe za predpokladu, ze

akk 750

Tento predpoklad je rozhodujici. Numericka analyza spojena s timto predpoladem si vynuti
posléze upravu vlastniho algoritmu feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic - t. zv.
pivotni strategie.

Jesté nez se budeme numerickymi aspekty eliminaénich metod zabyvat, uvedme slozitost
vypoctu dle vyse uvedeného schematu za predpokladu, ze proces je algoritmicky proveditelny,
t.j.

a0 k=1, N—1.

Transformace matice B, (= B! ) do lichobéznikového tvaru stoji asymptoticky

(p)

N

1 . 1
Z —j+p) N—1)~§N3+§p]\f2.

Je - li na daném pocitaci casova spotieba na jednu aritmetickou operaci v sekund, pak
stanoveni feseni dané soustavy s matici typu N x N pro p pravych stran se realizuje v
nasledujicich ¢asovych mezich:

N || N? (eliminace) | 3N? (zpétnd substituce)
10 3,3.10%v sek 5.107°v sek
10? 3,3.107 v sek 5.1072v sek
103 3,3.10°v sek 5.10~ v sek
10° 3,3.10%v sek 5.10°v sek
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Poznamka 5.1 Jisté stoji za povsimnuti, Ze spotreba casu uvedend v poslednim radku cini
radove v.10° hodin! To ukazuje, Ze pro velké dimenze jsou metody eliminacni na soudobijch
seridalnich pocitacich prakticky nepouZitelné.

Uvedend poznamka osvétluje nejruznéjsi snahy obejit komplikace spojené s casovou narocnosti
eliminacnich metod. Tendence jsou zFejmé - vyuzit bud specidlni struktury pocitace (viceprocesorové)
a nebo specidlni struktury dané tfidy matic feSenych soustav (na pf. pozitivné definitni a
pasové).

Pivotni strategie

Snadno nahlédneme, Ze piedpoklad nenulovosti diagondlnich prvki als"V, k =1,.., N —
2, je podstatny a ze algoritmus eliminace se zhrouti pti jeho nesplnéni. Nepfijemné je téz,
ze totéz lze Tici o numerické realizaci, t. j. elimina¢ni algoritmy se zhrouti, paklize uvedené
prvky a,ﬁfl) nejsou dostatecné velké v absolutni hodnoté.
Demonstrujme takovou situaci na prikladé nasledujici soustavy.
Necht tedy
Ty + Tro + I3 = 1
(5.29) 1+ x9 + 2x3 =
$1+2$2+21’3:1

Matice této soustavy je regularni a existuje tudiz jediné reseni
ZElz—l’g:mg:l.

Avsak po provedeni prvniho kroku eliminace obdrzime

Trs = 1
a dale eliminovat nelze
(5.31) aly) = 0.

V obecném piipadé kdy detA # 0 a pritom

ag' =0,
musi existovat pro néjaké j > k prvek
k—1
al(cj ) ?é Oa

jinak by k - ty fadek byl nulovy, coz vylucuje regularitu matice soustavy. Vhodnou zaménou
radku ¢i sloupcu soustavy lze posléze docilit toho, aby po takové tupravé diagondln i prvek
byl roven vhodné vybranému prvku k - tého radku.

Tato tivaha ma opravnéni i v situaci, kdy posuzujeme nenulovost z pohledu daného
pocitace. Jinymi slovy, permutaci proménnych ¢i tfadku je nutné provadét kdykoliv absolutni

hodnota prvku a,(gl};_l) neni dostatecné velka.
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Dokumentujme takovy piipad soustavou

1 + T2 + Ty = 1
(5.32) 0,0001z, + 3 = 1
9,999z = 10

Matice této soustavy je regularni horni trojihelnikova. Provedeme - li zpétnou substituci
uzivajice tii platnych cifer v pohyblivé desetinné ¢arce, zjistime, ze

.5:1:0, 532:0, .%3:1

splinuji pozadované vztahy. Avsak presné feseni (vzaté se tfemi polatnymi ciframi) je dédno
vyrazy
[L‘1:17 —1'2:.%'3:]_.

Jak vysvétlit tento rozpor tedy numerickou nestabilitu? Odpovéd je smutnd, je to v
podstaté véci: Gaussova eliminacni metoda je numericky nestabilni.
V souvislosti s predchozim piikladem si vSimnéme toho, Ze soucasnou zameénou 2. a 3.
radku a 2. a 3. sloupce, t. j.
Y1 = T1, Y2 = T3 Y3 = Ta,

se obdrzi soustava

Y1+ Y2 + y3 = 1
9,999y, = 10
yo 4+ 0,000lys = 1.

Zde jiz
Y1 =Yoo= —y3 =1,

takze po zpétné substituci y — x obdrzime presné feSeni v ramci tii platnych cifer.
Cdsteénd  pivotace
Hledejme ptirozené cislo t tak, aby
t=min{j: k< j <N}
a pritom
\aﬁ’;*”\ = max{]ayzfl)] c =1, ...,N}.
Uplnd pivotace

Hledejme ptirozena cisla t a s takova, aby

t=min{j: k<j< N}
s=min{j: k<I< N}

a pritom
‘agffl)‘ :max{ aglffl)‘ ck<jJ<N ELZIL N}.
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Dulezité doporuceni plynouci z praktickych zkuSenosti pravi, ze castetna pivotaz je
postacujici; uplna pivotaz jednak vypocet zpomaluje, jednak numerickou stabilitu podstatné
nezvysuje.

Formalni vyraz predchozich ivah je obsahem nésledujicich vét.

Véta 5.9 (o uplné pivotaci) Bud A matice typu M x N a necht A # 0.

Potom ezistuji celd kladnd ¢islat > 1 a s < min (M — 1, N), elementdrni permutacni
matice Pj, Q, 3 =1,...,M —1,1 =1,...N a elementdrni dolni trojuhelnikové matice E;
imdexu N — 3, 5 =1,...;s, tak, Ze plati vyjadreni

A=EP,..E.P AQ,..Q,
_ ( An Ay )
0 0 J’
pFi cemz Ay je horni trojuhelnikova matice typu r X r s
det A #£ 0.
Ddle pak r je hodnost matice A.
Véta 5.10 (o édstecné pivotaci) Bud A matice typu M x N a necht s = min (M — 1, N).
Potom existuji elementdrni permutacni matice P; a elementdrni dolni trojihelnikové mat-
ice By indexu M — 3, j =1,...,s takové, Ze plati vyjadrent
A=E, P,..E, P, A,
pii cemz A je dolnd lichobéznikovd, t. j.
ajr =0, j>k.
Jiz vime, ze pfi TeSeni soustav typu
Ax =b,

kde A je matice typu N x N, Gaussovou elimina¢ni metodou je nutné provadét pivotaci.
Tedy, bud podle schématu uplné pivotace

A=FEn_1Py_1..Ey PLAQi1 QN
nebo uzitim pivotace ¢astecné
A=FEyN_1 Pv_1..E1 P A.
Obé tyto strategie lze bez obtizi pfenést na ptripad simultanniho feseni p soustav typu

Ar =0b;, 5=1,...,p.
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V takovém piipadé se potiebné transformace provadeéji s matici
B, = (A, by,....,b,).

Zde je ziejmé podstatny predpoklad o nezévislosti vektoru b; na feSeni soustav s indexy
[ < j. Nejsou vsak ridké pripady, kdy

bj+1 = j+1(l’17 ey l’p)
a v tom pripadé naznaceny postup selze.
Véta 5.11 Bud A matice typu N x N a Ay, nechi oznacuji matici typu k X k tvorenou proky
lezicimi v pruniku 7ddku a sloupcu s indexy 1, ..., k.

Je - Ui
(5.33) det Ay, #0, VE=1,...,N —1,

pak existuje prdavé jedna dolni trojuhelnikovd matice L = (1) typu N x N takovd, Ze
;=1 7=1,..,N,
a pravé jedna horni trojuhelnikovd matice U = (uji) typuN x N takovd, Ze
A=LU.
Diikaz. Necht N = 1. Potom
hi=1, un =an

a tvrzeni plati. Necht tvrzeni plati pro vSechny matice fadu [ < k — 1. VySetiujme

za predpokladu, ze

Polozme

kde a a ¢ jsou znamé vektory a [ je vektor typu (k — 1), jenz je zapotiebi ur¢it podobné jako
vektor u a ¢éislo uyg.
Abychom urcili souc¢in Ly Uy, vychazime z relaci

(5.34) Ly Uy = A,

(5.35) Li_u=a,

49



(5.36) U =c"

a
(537) lT’LL + Ukl = Qkk-

Dle indukéniho predpoklagu jsou Lj_; a Ux_; uréeny jednoznacné a navic

det Uk,1 = det kaldet Uk,1

= det Ak—l 7é 0,

takze (5.35) je jednoznac¢né tesitelnd vzhledem k u. Podobné je tomu s vektorem [ v (5.36).
Diky jednoznacnosti | a u je posléze jednoznaéné urcen i prvek ug, pomoci (5.37). |||

Nenfi - li pfedpoklad (5.33) splnén, véta 5.11 neplati; na pf.

0 1
A= ( 0 1 ) |
Predpokladejme, ze naopak,

kde

takze

LU — ( liiuny Li1uso > .

lorurr  laruig + logugs

odkud plyne, ze bud
l11 - 0

nebo
uyp =0,

0 0
L =
( lor o2 >

ale potom bud

a nebo

tedy spor.

Ukazeme nyni, ze existence LU rozkladu pro A je zarucena vzdy, paklize lze Gaussuv
algoritmus realizovat bez pivotace.
Predpokladejme tedy, ze A je takova, ze Gaussova eliminace projde bez pivotace, to
znaci, ze
A=Y = By B A
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a tudiz

takze

A=1LU,
kde

L=E . Ey,

? (N-1) (N-1)

aiq aiN

U=AN-D =
0 . . aNy

Protoze ziejmé l;; = 1,j = 1,..., N, vySe uvedené tvrzeni plati.
Obecné vsak se Gaussova eliminace, byt pro symetrické matice bez permutace fadku &
sloupcu provadét neda. To ukazuje priklad

(1)

Pro pozitivné definitni symetrické matice vsak lze Gaussovu eliminaci provadét bez piv-
otace.

Pozitivné definitni matice jsou totiz charakterizovany skutecnosti, ze plati

Véta 5.12 (Sylvesterovo kriterium) Matice A = (ajx) typu N x N je pozitivné definitni
prave kdyz
(5.38) 0 <det Ay, k=1,..N,

kde Ay jsou tvoreny prvky leZicimi v priseku prunich k tddki a sloupcii.
Dikaz. Nutnost je trivialni. Je-li A pozitivné definitni, potom, podle predpokladu plati

nerovnosti
Ik >0: k(z, )y < (Az, x)N,

xz(%),ﬁfeRk,

takze volbou

obdrzime, ze plati

K diikazu postacitelnosti necht naopak plati (5.38). Predpokladejme, Ze existuje vektor
y € RN takovy, ze
(5.39) (Ay, y)v <0,
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Je tedy zarucena existence vlastni hodnoty A < 0 a tudiz,
(540) 0 = det )\I A Z an— k)\

kde
sign (ay_p) = (=1)*, k=1,...,N.

Vidime tedy, ze rovnost (5.40) je s A < 0 vyloucena.
Tim je dukaz véty 5.12 proveden. |||

Pozitivné definitni matice

Bud A = (a;;,) symetricka pozitivné definitni matice typu N x N.
Ukéazeme si, ze provedeni Gaussovy eliminacni transformace zachovava symetrii téch
hlavnich submatic, které jesté nejsou horni trojihelnikové. Tedy, je - li

(k) a'® (k) (k)

L 1 L R 0.
AW = ok k k )
0 . . . a4 OL,(Ck)Jrl Co agd\),
0 0 a att)
JSEEE k+1k+1 - - o Qppin

o .. . 0 a§v,1 T T aﬁvﬁ\,
potom tvrdime, ze
(5.41) ay) =all, jl=k+1,.,N.

Necht tedy
(5.42) ayV =ali ™V jil=k, ., N.
Protoze
(k=1)
a(k) _ (k=1) (e7%] (k—1)
Jl Jl (k—1) "3k >
Ok
plyne z (5.42), ze
S T
Ik -1k
ay = a; —1) M5 T Yy
A,

Plati tedy (5.41). Indukce davé obecny vysledek.

Poznamka 5.2 Tato skutecnost zrejmé snizuje pocet operaci nutniyjch k provedent eliminacni
transformace zhruba na polovinu.

Ze Sylvesterova kriteria (véta 5.12) plyne, ze
agr > 0, k= 1,...N

a dale

52



Véta 5.13 Je - li A symetrickd pozitivné definitni matice, potom
(5.43) laj|® < aj; apx, 5,k =1,...,N.
Tudiz maximdlni prvek matice A lezi na jeji diagondle.
Ditkaz. Bud P permutaéni matice. Potom
(PAPT)T = pATPT = PAPT

je symetricka.

Pro pevnou dvojici indexi j a k existuje elementarni permuta¢ni matice P tak, ze PAPT
je symetricka a pozitivné definitni matice. Na zdkladé Sylvesterova kriteria potom plati
relace

0<det| 7 7/ = a;jag — a5
< de ( akj  Okk ) g ke = Ak
a tudiz (5.43).
Kdyby
Qi = Max{alt : l, t= 1,...,N}, j 7& ]ﬂ,

pak by na jedné strané, dle predpokladu,

Ajk > Qkk; Ajk > Gjj,

tedy
a?k > Ajjakk
a soucasne
ajk < \/a_JJ \/a_k’m
spor. O

Vidime tedy, ze Gaussovu eliminaci lze pro pozitivné definitni matice provadét vzdy a
to bez pivotace. Hrozi jen, ze se pri provadéni transformaci vytvori délenim malymi cisly
prvky velké. Jiz vime, ze ty vSak musi lezet na diagondle. Déle pak z vyjadieni

(k—=1)

(k) _  (b=1) _ Y (k1)
i = Q55— "G Yk
Qg
odvodime, ze
(k) (k—1) |a1(gk'71)’ (k—1) (k—1)
_ ; _ _
i S0t o ‘%‘k ‘32%
Qg

Vidime, tedy, ze rust prvku transformovanych matic je nezavisly na velikosti prvku trans-
formovanych matic. To nas vede k zavéru, ze Gaussova eliminace bez pivotace je pro pozi-
tivné definitni matice bezpecn4.

Analog véty o LU-rozkladu (Véta 5.11, str. 51) lze pro pozitivné definitni  matice
formulovat takto:
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Véta 5.14 Bud A symetrickd pozitivné definitni matice.
Potom existuje pravé jedna horni trojuhelnikovda matice R takovd, Ze plati

A= R"R.

Dukaz. Necht
A=LU,

kde [;; =1, j =1,..., N. Tento rozklad existuje na zakladé véty 5.11 a véty 5.12.
Na zakladé tohoto rozkladu odvodime, ze

ailr = Ui > 0

det A
1= detAjil’ J=be N
Polozme
D = diag{uiy, ..., unn}.
Potom o
A=LDD'U=LDU, U= DU,
pii cemz

diagL = I = diagU.

Ze symetrie A plyne, ze .
AT = A=UTDL",

neboli, na zékladé jednoznacnosti LU-rozkladu,

(5.44) U'=L, DL" =U.
Polozme déle )
R=D2U,
kde ) )
D‘ézszg{dH%“deﬁ}.
Potom

R'R=UTD 3D 35U = UTU
a dle (5.44) tedy
RTR=LU = A.

O
Tridiagonalni matice

Matice A = (a;i) se nazyva pdsovd, jestlize jestlize existuji indexy p > 1 a ¢ > 1 takové,

ze
Qi = 0

o4



pro
j>k+paj—q<k.

Specialné pro p = g = 1 se takové pasové matice nazyvaji tridiagondln 7.
Je ztejmé, ze Gaussova eliminace pasovost zachovava.
Obecné plati i zde, ze pivotace je nezbytna i v pripadé symetrickych matic. Vyjimkami

jsou matice diagonalné dominantni a matice pozitivné definitni .
Vysetiujme piipad tiidiagonalnich matic. Matici

a; C o . . . 0 0 0
by ay co . 0 0 0
A= .
0 0 0 . bN_1 anN—-1 CN-1
0 0 O 0 bn an
se snazme vyjadriti ve tvaru
1 00 0 0 O
By 10 . 0 0 0
A= ) X
0 0 0 Oyv—1 1 0
0 0 0 0 Oy 1
ar M 0 0 0 0
0 Ay Y2 0 0 0
0 0 O 0 anv-1 Yv-1
0O 0 O 0 0 aoy

Odtud, za predpokladu, ze
ak#O, V/’CZL...,N,

by 20, Vk=1,..,N —1,

Ck#(), Vk‘ZQ,...,N,

vyplyvaji vztahy
Y& = Ck szl,...,N—l,

a1 = Qq

Br=-1 Vk=2 .N,

ak—1

ak:ak—ﬁkck_l, Vk:2,7N

a z nich posléze algoritmus feseni. Reseni se poté obdrzi obvyklym postupem, dopfednou
eliminaci a zpétnou substituci.
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Cviceni 5.1 Bud A tiidiagondlni pozitivné definitni matice. Ddle budte bj, j=1,..5p, p >
2. Takto formulovanou ulohu lze Tesit na pr. témito dvéma odlisnymi postupy:

1. Napred uréime inverzni matici A~' a pocitdme postupné A~'b;, j =1,...,p.

2. Resime postupné soustavy

A:C = bj, j = 1, P

Rozhodnéte ktery z téchto postupi je vyhodnéjsi z hlediska sloZitosti algoritmai.

5.4 Metody reseni soustav linearnich algebraickych rovnic zalozené
na principu optimalizace

Metody uvedené v zahlavi tohoto odstavce jsou typické pro soustavy s pozitivné definitni
matici.

Bud tedy H pozitivné definitni matice typu N x N. VySetfujme soustavu
(5.45) Hx=b, beR".

Vysetfujme funkciondl f: RY — R!
(5.46) f(x) = (Hx,x) — 2(b,x), x € RY

a zkoumejme jeho vlastnosti.
Snadno se presvédcime, ze

(5.47) F(x) = (H(x - %),x —%) — (b,%), x € R,
kde

(5.48) X = H 'b,

takze diky nezdpornosti virazu (Hy,y), y € RY, existuje

(5.49) min { f(x) : x € RN} = f(%) = —(b, %),

kde x spliuje (5.48).

Snadno nahlédneme, ze tiloha nalézt feseni soustavy (5.45) s pozitivné definitni matici
je ekvivalentni s tlohou nalézt (lokdlni) minimum funkcionalu (5.46). S podobnou situaci
jsme se jiz setkali pfi vySetfovani zobecnénych feseni v v odstaci 5.1.

Zabyvejme se tedy otdzkou sestrojovani extrémii funkcionali na RY.

Definice 5.2 Funkciondl f : RN — R!' se nazjvd kvadraticky, jestlize je polynomem
druhého stupné jakozto funkce N promeénngch x1,...,TN.

Snadno zjistime, Ze f je kvadraticky funkciondl na RY pravé kdyz existuje symetrick
matice H typu N x N, vektor x € RY a éislo ¢ € R!, takové, ze plati

(5.50) F(x) = ; (Hx,%) + (b,x) + ¢, x € RY.
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Poznamka 5.3 Z definice (5.46) je patrné, Ze timto vztahem definovany funkciondl je kvadrat-
1cky.

Symbolem C™(S), m > 0, oznacujeme mnozinu funkcionalii, které maji spojité parcialni
derivace az do fddu m na mnoziné S), kde S D {x € R" : ||x — x¢|| < 6}, pro n&jaké § > 0
axgc RN

Definice 5.3 Necht f € C(S). Vektor

se nazyvd gradientem funkcionalu f.

Jestlize f € C(S), matice

) = (520 )

se nazyvd Hessidnem funkciondlu f.
Je-li f € CH(S), pak
(5.51) f(x+h) = f(x) + (h,g(x)) + o(|[h[]),

zatimco pro f € C?)(S)

(5.52) fx+h) = f(x) + (h,g(x)) + ; (H(x)h, h) + o(|[b[),

kde
o(a) = F(x;a), F: RN x RL — R,

pri cemz
o)

a—0 [0

=0.

Poznamka 5.4 Vsimnéme si toho, Ze na zdkladé (5.52) kazdy nelinedrni funkciondl, majici
gradient a Hessidn, se lokdlné chovd jako funkciondl kvadraticks.

Definice 5.4 Proek X € S se nazjvd stacionarnim prvkem funkciondlu f € C(S), jestlize
plati

kde g(x) znaci gradient f v X.
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Véta 5.15 Necht f € C(S). Je-li X prokem lokdlniho minima funkciondlu f, pak f je
stactondrni v proku x.

Dikaz. V (5.51) polozme x = x a h = —hg(x), kde h € R je redlnd proménna veli¢ina
z néjakého intervalu [0, o).
Plati tedy
Fl&+ ) = £R) — hllgR)I? + ofh).

Necht f nenf staciondrni v X. Potom g(X) # 0 a pro dostatecné malé h zjistime, Ze plati
—hllg(x)[|* + o(h) < 0,
neboli

fx+h) < f(x)

a tudiz x nemuze byt prvkem lokalniho minima. O

Stacionarita funkcionalu v X neni vSak postacujici podminkou pro extrém

Vv X.

Véta 5.16 Necht f € C?(S) a necht f je staciondrni v X € S. Je-li H(X) pozitivné
definitni pak je X prvkem ostrého lokdlniho minima funkciondlu f.

Dikaz. Z (5.52) a z podminky g(x) = 0 odvodime, ze
. . 1 .
f(x+h) = f(X) + 5 (HZ)h, h) + o([[b]]*).
Pozitivni definitnost H(X) poskytuje existenci v > 0 takového, ze
(H(x)h,h) > ~(h,h).

Tudiz )
(5.53) fx+h) = f(x) = 57(h,h) +o([[h]*)

a protoze vyraz v pravé ¢asti vztahu (5.53) je kladny pro dostatecné mald ||h|?, x je prvkem
ostrého minima funkcionélu f. O

Situace je podobna vysSetifujeme-li f z hlediska lokalnich maxim. V tom ptipadé totiz
—f mé v odpovidajicich prvcich lokalni minima, takze je-li x prvkem lokdlntho maxima,
pak nutné f je stacionarni v x a je-li Hessidn H(X) negativné definitni , X je potom prvkem
ostrého lokalniho maxima.

Pro indefinitni Hessidn nelze zadné zavéry stran extrému obecné zarucit. Neni-li x
prvkem lokalntho extrému, pak Hessidn nemuze byt definitni , tedy H(x) ma ve svém spek-
tru jak kladné tak zdporné vlastni hodnoty. Dokonce, je-li Hessidn H(x) semidefinitni, f
muze ale nemusi mit lokalni extrém v x.

Déle si pripomenme klasickou definici z elemntarni matematické analyzy.
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Definice 5.5 Nechi f € C?(S),xc SCRY sy e RY, |yl = 1.
Vyraz
dm
(5.54) J () = TS ETY)

m
dr =0

se nazyvd smérovou derivaci funkcionalu f fadu m v prvku x ve sméru y.

Vypocet smérovych derivaci se provadi pouzitim obvyklych pravidel derivovani.
Tak pro f € CH(S), x e RN ay e RV s |yl =1,

(5.59 Py = 3 5 iy = a0 ).
Dale pak,
(5.56) fP6y) = (H(x)y,y).

Ze Schwarzovy nerovnosti odvodime pro f € C)(S), ze

max {|fV(x;y)| 1y € RY, |yl =1} = |V (x:9)| = (9(x),9)

kde
g= 9%
lgx)]]
7 (5.55) je patrné, ze fM(x;y) = 0 pro véechny sméry y nastane pravé kdyz g(x) = 0,
tedy, je-li x stacionarnim prvkem funkcionalu f.
7 (5.56) odvodime zase, ze f®)(x;y) > 0 pro viechny sméry y # 0 pravé kdyz H(x) je
pozitivné definitni .

Predchozi véty 1ze posléze preformulovat takto.

Véta 5.17 Necht f € CO(S), a x € S je prokem lokdiniho minima pro f.
Potom fM(x;y) = 0 pro vsechny sméry y € RY.

Véta 5.18 Necht f € CH(S) a x € S je takovy, ze fN(x;y) = 0 pro vsechny sméry
y € RN,

Potom % je prvkem ostrého lokdlniho minima pro f v S, jestlize f®(%;y) > 0 pro vsechny
smeéryy € RY s |yl = 1.

Poznamka 5.5 Veéty 5.17 a 5.18 umoznuji snadnd zobecnéni na pripady, kdy vysetrované
funkciondly operuji na obecnéjsich prostorech nez jsou aritmetické vektorové prostory.

Definice 5.6 Predpoklddejme, Ze funkciondl f je definovin na S C RY a nechin € range f =
{aeR' 1 IxeS= f(x)=a}.
Mnozina

L,={xeS: f(x)=a}

se nazyvd trovinovou plochou funkcionalu f pro hodnotu a.

29



Situace s kvadratickymi funkciondly je natolik jednoducha, ze lze pouzivat nazoru, ktery
napovida , ze v okoli ostrého lokélntho minima x s f(x) = & se uroviové plochy L, s «
blizkymi k k « chovaji jako nadelipsoidy (t. j. obecné jako elipsoidy ve vicerozmérnych
prostorech).

Obecné tfeceno, numerické metody hledani ostrych lokalnich extrému se ”chovaji 1épe”,
kdyz troviové plochy v okoli extrému jsou blizké plocham kulovym a ”hufre, jsou-li tyto
plochy vyrazné deformovany od tvaru plochy kulové. Veli¢ina, ktera vystihuje miru odchylky
urovnovych ploch od tvaru sféry, je dana vyrazem

sup {[|x —y|l : x € Lo} |
inf{llx —yll : x € Lo}

(5.57) Su = mf{ y € S} :

pri cemz
Sa=IntLy ={x € Lo: Ip>0tak, zeVh e RV |[h] < p=x+he Lo},
Zrejmé, d, = 1, a — 0, implikuje, ze L, jsou kulové plochy.

Cviceni 5.2 Jednoduse ur¢ime odchylku urovinové plochy £, od plochy kulové pro piipad
kvadratického funkciondlu charakterizovaného pozitivné definitnim Hessianem H. Tehdy je
totiz

A
5. = max,
Amin
konstantni a pritom

Amin = min{A € o(H)}, Amax = max{A € o(H)},

takze d, je rovno spektrdlnimu ¢islu podminénosti matice H. V dalsi ¢asti tohoto ¢lanku
jesté uvidime, jaky vyznam ma tato skutecnost v analyze konvergence nékterych numer-
ickych metod. Da se ocekavat, ze pro Hessiany H s velkymi spektralnimi ¢isly podminénosti
budou odpovidajici vypoctové procesy numericky nestabilni (odstrasujici je pripad, kdy L,
je "doutnik”).

Iteraéni metody sestrojovani prvki extrémi

Velké mnozstvi numerickych metod hledani lokdlniho minima funkciondlu mé& itera¢ni
charakter a je zpravidla tvaru
(5.58) xF = x* 4 . d”,
v némz d* je zkusmy smér zatimco 7, je parametr zajistujici lokalni minimalizaci ¢i alespoi
redukei velikosti funkcionalu f na dané mnoziné.

Iteracni proces (5.58) vyzaduje tedy strategii pro uréeni dvou typu objekti: vyber d* a
uréeni 75, s ohledem na chovani f podél piimky x* + 7d*, —oo < 7 < +o00.
Definice 5.7 Predpokladejme, Ze pro funkciondl f a vektory x a d existuje 19 > 0 takové,
ze

fx+7d) < f(x), 0 <7 < 1p.

Potom nazyvime smér d smérem klesani funkciondlu f.
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Véta 5.19 Necht f € CO(RN) a nechi [g(x) oznacuje (jako obvykle v tomto odstavci)
gradient funkciondlu f v x. Jestlize vektor d splniuje relaci

(d,g(x)) <0,
pak d je smérem klesdni funkciondlu f v x.
Dikaz. Z (5.51) obdrzime, ze
fx+7d) = f(x) +7(d, g(x)) + o(7),
a protoze podle predpokladu (d, g(x)) < 0, musi platit nerovnost
7(d,g(x))+o(r) <0
pro dostateéné mala 7.

Poznamka 5.6 Je-li g(x) = 0,, pak nelze stanovit, zda d je ¢i neni smérem klesdini f v x
bez dalsi dodatecné informace.

Véta 5.20 Necht f € CH(RN), nechi (d, g(x)) =0 a (H(x)d, g(x)) < 0 pro néjakd x a d
(H(x) znaci jako obvykle Heessian f).
Potom d je smeérem klesani f v x.

Dikaz. Z (5.52) plyne
(5.59) fx+7d) = f(x) + (1/2)7* (H(x)d, d)) + o(?),
odkud tvrzeni plyne. O

Véta 5.21 Necht f € CO(RYN). Potom mezi vsemi zkusmgmi smery d funkciondlu f v x
tim smérem, v némz [ klesd v okoli x nejrychleji je d = —g(x).

Diukaz. Nasim tkolem je minimalizovat smérovou derivaci f v x vzhledem ke vSem
zkusmym smérum d. Z (5.55) plyne, Ze to znamend minimalizovat vyraz (d, g(x)) pro

vSechny smeéry d, pro néz ||d|| = 1. Protoze |(d, g(x))| < |g((x)|, minimum se nabyvé pro
q-_ 8x)
G
O

Daéle se zabyvejme problémem urceni 7 jsou-li zadany d a x. Snazme se minimalizovat f
podél piimky y = x + 7d, —o0 < 7 < 400. Pro obecné funkcionaly stanoveni parametru 7
je pomérneé slozita tloha a jeji feseni
vyzaduje dalsi iterac¢ni proces. Pro pripad kvadratického funkcionalu to vSak neni zadny
problém.

Necht tedy

f(x)=(1/2)(Hx,x) + (b,x) + c.
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Okamzité lze oveérit, ze
flx+7d) = f(x) = (1/2)7°(Hd,d) + 7(d, g(x)).
Je-li H pozitivné definitni a d # 0, potom (Hd,d) > 0 a pro

~(d,g9(x))

(Hd,d)

f(x + 7d) nabyvd minima vzhledem k 7 € (—o00, +00).
Tedy, nezavisle na volbé d* v (5.58) je pro kvadraticky funkcional f

_ (d,g(x))
(5.60) =~ Hd.d)

prii pustnd hodnota lokalntho optimaliza¢niho parametru.

Metoda nejvétsiho spadu

Na zdkladé vysledku véty 5.21 je ptirozené klast d¥ = —g(x*) v (5.58), takze
(5.61) xF = xF — g (xF).

Tento vztah spolu se strategii urcovani 7, definuje metodu nejvétsiho spddu minimalizace
obecného funkcionalu f.
Pro pripad kvadratického funkciondlu ve tvaru (5.59) poskytuje (5.60) evidentni zpusob
urceni 75,. Polozme
k_ (k _
g" =g(x"), Yk =0,1,...

Pro (5.59) je metoda nejvétsiho spadu uréena formulemi

(5.62) gh = Hx" —b,
(g" g")
5.63 =S
(5:63) * T (Hgh,gh)
(5.64) xFt =<k — gk,

kde k =0,1,... a gt = g(xF).
Ziejmé (5.62) lze psat ve tvaru

(5.65) gt =g" —n.Hg",

a to umoznuje vypocet gradienti v (5.62) - (5.64) rekurentne.
Piislusny algoritmus se 7idi formulemi

_(ghgh)
(5.66) = gt g
(5.67) x" = x* — gk,
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(5.68) gt =g" —nHg",

kde k =0,1,... a g’ = Hx" — b.

Poznamenejme, ze algoritmus urceny formulemi (5.66) - (5.68) lze implementovat za
pouziti jediného nasobeni matici H na jednu iteraci na rozdil od standardsniho algoritmu
(5.62) - (5.64), kdy nasobeni matici H jsou zapotiebi dve.

v~

dem k existenci obecné nekoneéné mnoha norem jest mozno klést si otazku, kterou normu
zvolit k odhadu chyby metody tak, abychom obdrzeli vysledek co mozno nejprirozenéjsi,

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze vybér normy neni nijak dulezity; vidyt vsechny
normy na RY jsou ekvivalentni. Pfi blizsim zkoumdni zjistime, Ze pro nékteré normy je
takova analyza dost obtizna. Rozhodujicim kriteriem pro volbu normy bude tedy co nejmensi
analyticka obtiznost vysetrovani konvergence. Tu se ukazuje, jako velice vyhodnéa a vskutku
prirozend t.zv. energetickd norma.

Odvodme tedy vétu o rychlosti konvergence metody nejvétstho spadu v energetické
norme.

Definice 5.8 Bud™ H pozitivné definitni matice typu N x N. Norma ||.|g definovand
pomoci skaldrniho soucinu

(bH('T,y) = (Hﬂi,y)’

kde (z,y) = S8 (2)r(y)k, se nazjvd H-energetickou normou; tedy, ||z||% = (Hz, ).

Véta 5.22 Nechi {x*} je posloupnost ziskand pomoci metody nejvétsiho spddu pro kvadrat-
icky funkciondl f. Necht & znaci prvek globdlniho minima funkciondlu f.

Potom plati odhad

R k(H) — 1)* R
(5.60) ot — il < I =D a0 gy,
(k(H)+1)

Dale necht pro libovolné € > 0 p(e€) znaci nejmensi index takovy, Ze ||z* — 2| < €l|a® —

2|z, pro kazdé 2° € RN, potom plati nerovnost

(5.70) ple) <

Dukaz. Necht”

Dale si uvédomme, ze plati
(5.71) E(x—x)

Il
—~
g
OQH
o
OS]

£
~

Platnost (5.71) plyne odtud, ze

f(x) — £(%) =



7, vyjadreni

£(x) — £(%) ; (H(x — %), x — %)

totiz plyne, Ze )
g0=| - |=yHx-%)

21 (x)

a tudiz
x —x = H 'g(x).

k+1 a pouzijeme-li rekurentni formule pro prvky gF, obdrzime, ze

Polozime-li tedy x = x

E(Xk—i-l . X) _ (H—lgk—i-l’gk-i-l)
H ' (gF—r,Hg"),g" — Tngk>

HY(I - mH)g", (I — 7, H)g")

k »k\2
H~'gh gb) — (&8 ) (Hg",g").

Vysledkem je vztah

E(xF _ % E(xF — %) = (gk>gk)2 BE(xF — %
(7 %)~ Blx _X)_(Hg’“,g’“)(H‘lgk,gk) -
odkud pak
k k)2
k+1 o\ (g”,8") k&
B %) = {1 - (Hg’“,g’“)(H‘lg’“,g’“)}ﬂx &)

Aplikujeme-li nyni Bergstromovo lemma na pozitivné definitni matici H, majici vlastni
¢isla A, ..., Ay, podle néhoz

(Hz,x) (x,H 'x)
1 < (z,x) (z,2)

(A1+An)? N
< “how o XERY,
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obdrzime odhad

ExM—x) < l1 _ My 2] Ex" — %),

(A + Ay)
coz vyjadieno pomoci spektralniho ¢isla podminénosti x(H) = (Ay/A1) poskytuje odhad

k(H)—1

E(xM! —%) < <;<W>2 E(x* —x).

Vidime tedy, ze konvergenci metody nejvétsiho spadu lze popsat pomoci ener-
getické normy vztahem

) K(H)—1 .
[x* — x|y < </<;(H)+1> Ix* — x|,

kterym je dokazana platnost prvniho tvrzeni dokazované véty.
Abychom odvodili platnost nerovnosti (5.70) uvédomme si, Ze platnost nerovnosti | xF —
x|z < €||x° — x|/ pro k > k je zarucena platnosti nerovnosti

(i) =
pro k > k.

Hledejme tedy nejmensi k takové, aby

1< k(H)+1)\"
e  \wk(H)—1) °
Jest totiz ]
log— < klog(1 + o),
€
kde
2
o =
k—1
Protoze ] ] ] ]
Zlog= < = (k — 1) log=
log— < o (k—1)log,

odvodime snadno, ze hledany index p(€) spliuje nerovnost
1 1
ple) < im(H)logf + 1
€

Tim je dokdzéana platnost vztahu (5.70) a tedy téz véty 5.22. O

Piredpodminéni.
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Predpokladejme, ze C' je pozitivné definitni N x N matice faktorizované na tvar C = EET

(5.72) f(x) = ;(Hx, x) + (x,b) +c,

kde H je pozitivné definitni N x N matice. Zavedme dals{ funkcion4l f predpisem

(5.73) f(y) = f(E"y) = S(Hy,y) + (y.b) +¢,
pri cemz 3 3
(5.74) H=FE'HE"", b=E"'b, c=c.

Ziejmé je H symetrickd a navic ze vztahu (Hy,y) = (Hx,x) > 0 pro viechna x =
(ET)~1y, plyne, ze H je pozitivné definitni.
Podobnostni transformace

(EN'HE" = (E")'E'H=C'H

ukazuje, ze matice H a C~'H maji totozné spektra. Oznaéme vlastni hodnoty matice H
symboly Ay, ..., A\ny. Cislo podminénosti

(5.75) K(H) = 2N

je ur¢eno maticemi C' a H presto, ze H zévisi jesté na rozkladu C' = EET.

Aplikujme nyni metodu nejvétsiho spadu na funkciondl (5.73). Obdrzime tak tento
postup

(5.76) gh = Hy" — b,
ok ok
(5.77) fo— 8.8
(Hg", g")
(5.78) yHl=yk 78k k=01, ..

kde y° lze volit libovolné.
Jiz vime, ze plati .
(5.79) limy* =y =H ',

k—o0

a 7z rychlost konvergence je ur¢ena ¢islem podminénosti x(H).
Polozme x* = (ET)"'y* a gf = Hx* — b, k = 0,1, ... Snadno se presvédéime, ze plati
vztahy

E hEk
gt = (ET) gk, 7 = (g",h") yi! = ET(xk — #h"),

(Hgt, gr)’
kde h* = C~!gF.
Jelikoz y**+1 = ETx*+1 vyse uvedené vztahy lze realizovat téz pomoci schématu
(5.80) gh = Hx" — b,
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(5.81) h* = Cc'g,

(h*, g¥)
5.82 —
( ) Tk (Hhk‘,gk)’
(5.83) x"Ml =x*—nh* k=01, ..

Extrémni{ vektory pro f a f jsou ddny vyrazy

x=H 'pb, ay=H 'b,

pii ¢emz

Dale pak

Iy* = llz = Ix* — x5

Na zakladé véty 5.22 vsak plati

_ k R
Iyt = 3llz < (S5) Iy -3z

= (21" ok —

T

Posloupnost {x*}, kde x° lze volit libovoln¢, konstruovand pomoci vztaht (5.80) - (5.83),
konverguje k X a jeji rychlost konvergence je urcena ¢islem Ii(]:.] ). Lze-li najit matici C' tak,
aby k(H) < k(H), pak odhad (5.70) napovidd, ze rychlost konvergence (5.80) - (5.83) je
lepsi nez (5.66) - (5.68).

Matice C' se nazyva matice predpodminéeni metody nejvétsiho spddu. Metoda urcena
vzorci (5.76) - (5.79) se nazyva transformovanou predpodminénou metodou nejvétsiho spddu,
zatimco metoda urcend vzorci (5.80) - (5.83) se nazyva netransformovanou predpodminénou
metodou nejvétsiho spddu. Nazvy jsou odvozeny odtud, Ze extrém y = E7X, pro metodu
danou vzorci (5.76) - (5.79) je transformovanym extrémem pro (5.80) - (5.83), tedy pro x.
Plat{ téz, ze x* = (ET)"'y* a tuto transformaci Ize ale neni nutné provadét pro kazdé

k=0,1,..
Vypoctovy proces provadény na zakladé vyse uvedenych algoritmu se budeme snazit
ocenit z pozic jejich slozitosti.

Potfebné gradienty lze stanovit rekurzivné. Jmenovité pak (5.76) a (5.80) lze nahradit
formulemi

gk = Tk_thk_l.
Vektory HgF~! a Hh*! jsou k dispozici z predchoziho itera¢niho kroku.
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Nas zajimaji pripady, v nichz rozmér matice H je zna¢ny a matice H sama je tidka.
Matice E byva zpravidla tidka trojihelnikova matice. Pri realizaci transformované metody
nardzime na skutecnost, ze H nebyva i{dké a tudiz se explicitnimu vypoctu snazime vyhnout.

Snadno nahlédneme, 7e v rémci jednoho iteraéniho kroku je vypocet vektoru HgF v
(5.77) nejpracnéjsi. Je tudiz zahodno provadét jeho vypocet nepifmo. Resime proto napied
soustavu

ETZ — gk‘
vzhledem k z, poté polozime

z" = Hz
a fesime

vzhledem k z* = E-'H(ET) 'gh = H 'gF. Je patrné, ze abychom tento vektor uréili,
musime Tesit dvé soustavy s trojuhelnikovymi maticemi a provézt jedno nésobeni matici
H. Déle pak se musi provézt transformace x* = (E7)~!y* a to opét vyzaduje feSeni jedné
soustavy s trojihelnikovou matici.

Nejpodstatnéjsi slozkou vypoctu podle netransformované metody (5.80) - (5.83) je krok
(5.81), kde se pocita C~1g* a krok (5.82) kde se stanovuje Hh*. Vektor C~'gk se vypocitava
tak, ze se resi

Fz=g

vzhledem k z a
ETh* =z

se fesf vzhledem k h*. Potom ziejmé h* = C~1gF.

I v netransformované metodé se fesi dvé soustavy s trojiuhelnikovymi maticemi. Mohlo
by se zdat, ze netransformovana metoda je vyhodnéjsi, protoze poskytuje ptimo hledany
extrémni vektor X. Existuji vSak vhodné transformacni matice, pro néz vypoctova narocnost
neni vétsi nez pro metodu netransformovanou. Toto tvrzeni se pokusime ozfejmit pro
pripad predpodminéné metody sdruzenych gradientu, tedy metody znacné efektivnéjsi nez
je metoda nejvétsiho spadu. Tvrzeni samo je vSak pravdivé i pro metodu nejvétsiho spadu.

5.5 Metoda sdruzenych gradienta

V tomto clanku ukazeme jak sestrojovat i¢inné aproximace feseni soustavy linearnich alge-
braickych rovnic
(5.84) Az =b, z,be £ =R",

kde A je pozitivné definitni N x N matice, pomoci extremalizace odpovidajiciho funkcionalu
(5.85) F(z) = (Az,z) — (b,z) — (z,b).

Odvozeni provedeme simultanné jak pro zakladni verzi metody sdruzenych gradientu tak
pro verzi predpodminénou.
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Libovolné zvolme zékladni vektor aproximace zy a polozme ro = b— Axy. Dale definujme
Krylovovy prostory (vzhledem k r9 a A) kladouce

Ve = Lin {ro, Arg, ..., Ak_lro} ,

pii éemZ symbol Lin znamen linedrn{ obal vektort {ro, ..., A¥1r}.
Jakozto k-tou iteraci metody sdruzenych gradientu definujeme Galerkinovu aproximaci
T vektoru x, — x v prostoru Vy, tedy

(5.86) (AZy, ¢) = (10,9), Vo € Vi, k=1,2,....
Polozme x; = % + x¢. Jest potom (5.86) totéz co

(5.87) (Azy, d) = (b, §) Yo € Vs

a T — xo patii do V.
Déle odvodime metodu sdruzenych gradientu s predpodminénim. Bud B dalsi symetricka
pozitivné definitni matice typu N x N. Jest tudiz soustava (5.84) ekvivalentni se soustavou

(5.88) BAz = Bb.

Definujme déle novy skaldrni soucin na £ formul{ [.,.] = (B~'.,.). Snadno zjistime, ze
operator A = BA je symetricky a pozitivné definitni vzhledem k souc¢inu [., ], t.j. [Ax,y] =
z, Ay| a existuje v > 0 takové, ze [Az, x| > [z, z],z € &.

Bud y, € & libovolny startovni néstiel a zo = Bb — Ay,. Definujme

Y = Lin {ZO,AZO, ceey Ak_lzo} k=12, ...

k-ty ¢len metody sdruzenych gradientu pro soustavu s matici A a predpodminovacem B
(PCGQG) je definovéana jako Galerkinova aproximace g vektoru x — o t.j. pro k = 1,2, ...

(5.89) (A, 8] = [20, 0], Vo € V.
Pro yx = Ur + yo je posléze (5.89) totéz co

(5.90) (Ayr, ) = (b, 9)

Vo €V ay, — yo.

Porovndme-li (5.86) a (5.89) zjistime, ze PCG je formalné podobné s CG dosadime-li A
namisto A a [.,.] namisto (.,.). Za zminku stoji téz skutecnost, ze PCG aproximaci yx — yo
Ize interpretovat jako standardni Galerkinovu aproximaci vektoru  — xo v prostoru V.
Volime-li B = I pak V, = V), a CG je tak specidln{ pifpad PCG.

Poznamka 5.1 Podle Hamiltonovy-Cayleyovy véty (blize se o ni ¢tenai dozvi v monografii
I. Marek, K. Zitny: Analytickd teorie matic pro aplikované védy, Teubner Verlag, Dil I.
7z 1984 a dil 1. z 1986) lze inverzni matici A~! vyjadriti jakoZto polynom stupné nejvyse
N — 1, kde N je dimenze prostoru €. Protoze x — zg = A™'b € Vy, pii exaktnim pocitdni
metoda CG docili hledané feseni po nejvyse N krocich. Tato okolnost vsak ustupuje svou
dulezitosti do pozadi skutecnosti jiné, Ze totiz potiebnou presnost aproximace lze docilit za
pomoci daleko mensiho poc¢tu kroku nez je N. V praxi lze totiz dociliti toho, ze pti vhodném
predpodminovadi pocet kroku potifebny k zaruceni zadané presnosti je typicka situace kdy,
feknéme k = 10 ¢ k = 20 zatimco dimenze N = 10° a ta mize byt i v&tsi.
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Analyza konvergence

Metody CG a PCG, vlastné vsak jen PCG, budeme analyzovat za pouziti energetické
normy [A.,.]'/? = (A., )2,
Z formule (5.89) plyne platnost vztahu

(5.91) [ — (z = 40)), 0] = 0, Vo € V.
Polozime-li tedy ex = Jx — (x — yo) = yr — x vyplynou ndm ndsledujici vztahy
(592> [A@k, €k] - [Aeka Yy— (ZE’ - y0>]7

platné pro viechny prvky y € V. Nyni pouzijeme Schwarzovy nerovnosti pro skaldrni souéin
(5.92). Postupné obdrzime

[Aer,y — (£ —wo)] = (Aex,y — (2 — 1))
= (AV2ey, AV2(y — (x — o))
< (A1/26k, Al/zek)l/Q(Al/Q(y _ (:L‘ _ yo)’ A1/2(y _ (:E _ yo))1/2

= (Aey, ek)l/Z(A(y —(z =), (y — (x — ?/0))1/2

takze téz,

[Aeg, ex] < [Aey, €k]1/2[A(y — (@ =) (y—(z— yo)]1/2
a posléze
(5.93) [Aeg, er] < [Aly — (z —y0),y — (2 — yo)]

pro jakykoliv vektor y € V.
Protoze y € Vi, lze zvolit libovolny polynom P;_; stupné nejvyse k — 1 a polozit

Y= Pp1(A)zg = Peo1(A) Az — yo).

S touto volbou nabude formule (5.93) tvaru

(5.94) [Aex, ex] < [A(Per(A)A = I)(z = yo), (Pe-1(A)A = I)(z —0)].
Nechf
Qr(A) =1— P,_1(A)A.

Potom

{ [AQw(A)(x — yo), Qi(A) (z — yo)]
(5.95)

< [[Qk(A)P[A( = o), (= = o),

kde [[.]] zna¢i normu indukovanou skaldrnim soucinem [.,.]. Tudiz (5.94) a (5.95) implikuji
platnost relace
(5.96) (Aex, e) < [[Qu(A)*(A(z — o), = — 50)
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pro kazdy polynom @ stupné k spliujici podminku @Q.(0) = 1. Protoze A je pozitivné
definitni operator, jeho spektrum je realné a kladné. Budte A a A hranice intervalu, v némz
lezi spektrum o(A). Polozme jesté

2
21—77
M A+AA

a necht pro kazdy polynom Qp stupné k splnujici Qk(l) = 1 polozme

~ 2

Qr(t) = Qr(1 — P t).

Potom plati,ze @y je polynom stupné k, spliuje Qx(0) =1 a

Qi(A) = Qr(M).
Tudiz,
(5.97) [Qr(A)]] = [[@r(M)]].
Nynf pro takovy polynom Qj

(5.98)  [[Qe(M)]) = Max {|Qc(N)] : A € o(M) } = Max {|Qu(N)| : A € [=p. pl}
kde

_AmA
A
Z (5.96), (5.97) a (5.98) plyne platnost formule

p

(5.99) (Aex, ex) < Max {|Qu(N)] : A € [=p, o]} (Al = o), & = o) /?

pro jakykoliv polynom Qj, splitujici Qk(l) = 1. Se znalosti jediné veli¢iny p je optimalni
volbou polynom urcéeny pomoci Cebyshevovych polynomu Tk, t.j.

S TV)
W= T/

Cebysevovy polynomy jsou definovény pomoci formulf

cos(kcos™t),  jelift| <1
Ti(t) =

cosh(kcosh™'t), je-li ¢ > 1.

Plati tedy,

(5.100) Max {| (V)] : A € [=p. ]} <

Te(1/p)
Protoze p < 1, muzeme kldst o = cosh ~1(1/p), takze

eko’ + efka 1 + 672’60‘
T(1/p) = 5 = e | — .

2 2
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Dale pak,

1 9
5.101 1 ke [} < 9e—ho.
( ) Tk(%) € 1+€—2/w = €

Avézk cosh 0 = % a sinh 0 = ,/p% — 1, takze cosho+sinh o = €7 a tudiz, log [% +4/5 - 1}
a tedy,

11 -t P -
5.102 et =1+ —1| =|l—F—] .
(5102 [p P’ ] <1+x/1—p2>
Do hry se dostéva ¢islo podminénosti k(. A) = § takze jest potom
KA -1
P w(A) + 1

Kombinujice (5.101) a (5.102) zjistime, ze

1 A(A) — 1"
(5.103) T (1/p) =2 (K(A) + 1)

a zadany odhad ma konec¢ny tvar

k(A) —1

1/2
(e, ex) " < 2 <n(A) +1

k
) <A(x - y0>7 T — y0>1/2'

Za zminku jisté stoji, ze asymptoticky dava metoda sdruzenych gradientu lepsi odhad
nez stacionarni iteracni proces s iteracni matici A = BA. Jest totiz

k(BA) -1 k(BA) —1 < k(BA) —1
k(BA)+1  k(BA)+1+2k2(BA) ~ k(BA) + 1

5.6 Zobecnéné Bergstromovo lemma pro pozitivné definitni mat-
ice

Pti vySettovani konvergence nékterych metod feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnic
bude uzitecné nasledujici lemma.

Lemma 5.4 Bud H pozitivné definitni matice typu N x N, N > 1. Nechi pro jeji spektrum
o(H)={\:j=1,...,s}, s <N plati vztahy

Amin =M <A <o <M << A= dmax, J,hk=1,..,8 7 #k

Potom pro libovolny vektor x € RY plati nerovnosti

(5.104)  (z,2)? < (Hz,2) (H 'z, 2) < — (Amin“max> (w, )2,

)\min )\max 2
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Poznamka 5.7 Lemma 5.4 poddvd elegantni odhad dolni hranice ¢isla podminéno- sti matice
H dané velicinou V(z) = (Hz,z) (H 'z, x) pomoci podilu étverci aritmetického a geomet-
rického pruméru jejich extrémnich vlastnich hodnot.

Dukaz provedeme za pouziti nasledujicich dvou lemmat.

Lemma 5.5 Necht™ 0 < pu < v,
1
fl)=p—+4+ve,0<a<zx<1.
x

Potom ]
(5.105) f(z) < max {Ma +va, pu+ 1/} .

Diukaz. Snadno nahlédneme, ze ze vztahu

f(z) = —% +v=0, f'(z) = = > 0,

plyne, ze f je konvexni takze

max{f(z) : # € [a,1]} = max {f(a), f(1)}

a odtud tvrzeni snadno plyne. O

Necht~ C € RN7 CT = (Cl) "'7CN)7 CJ Z 07.] =L..,5a
(5.106) zs: ¢ =1
j=1
Definujme dvé veliciny
(5.107) 6(0) = Y G\, s = carda(T),
j=1
(5.108) P(C) =D GAT
j=1

Lemma 5.6 Pro veli¢iny definované v (5.107) a (5.108) plati ndsledujici tvrzeni (a), (b),
(¢):
(a) )\mmAmaX@D(o < ()\mln + >\HlaX> - ¢(C);

(b) Existuje A € [Ain, Amax] takové, Ze () = A.

(¢)




Proof. Abychom ukézali platnost tvrzeni (a), vySetfujme vyrazy

?(C) + Amin Amax¥(€) = Apin i CJ/\ + Amax S5y G mjm

A .
_ s } min
- Zjzl G |A mm,\ min + Amax N |

Aplikujeme-li Lemma 5.5 s

obdrzime, ze
¢(C) + ApinAmax?(€) < ¢ (Amin + Amax) = Apip T Amax-
=1

Tudiz, (a) plati.

Protoze
mln = ¢(C) < )\maxy

plati i (b).

Konecné, na zdkladé platnosti vztahu (a) a (b), a védomi si toho, Ze pro libovolné realné
a > 0 plati vztahy
max{(a — M)A 0 < Apip AL )\max} = (1/4)a?

odvodime, ze

¢(Q)¢(C)

IN

A . —
Apinmax ()‘mm *+ Amax )‘)

S e cycw—)

Tim je dikaz lemmatu 5.5 proveden. O
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Dikaz lemmatu 5.4. Je li s =1, pak H = A\, a tvrzeni plati.
Necht tedy s > 1. Vyjdéme ze spektralniho vyjadieni

H=23 AP
j=1
VvV némz
T 2
Pl =P =P}

PPy = PPy = 6P, jk=1,....s, > Pj=1.

Pro 0 # 2 € RY jest tedy,
V(r) = (Ha,x) (H 'w,2) = Y \j(P, ) YN (P, @)

i k
a dale pak
(5.109) V(z) = me +ZZ( ' ) (Pjz, x) (Pux, ),
j k>j j
takze

>ZP$ )2 +2> Y (Pz,z) (Px,z) =

J k>j
2
)
J
Na druhé strané, polozme

a aplikujme lemma 5.6. Tim vSak obdrzime platnost tvrzeni dokazovaného v lemmatu 5.4.
(Il

Poznamka 5.8 Je zreymé, Ze pro
H =\,

se nabude extrémni dolnt (i horni) hranice

(Hz,z) (H 'z, ) = (z,2)%
H= ( A01 AO2 ) :

A A
(Hz,z) (H 'z, z) =2t + a5+ | T + 22 a2l =
A2 A\

Podobne, pro

se nabyvd extrémni horni hranice

1
Mg

(@3 (Bt a)
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Cviceni 5.3 Naleznéte vsechny pripady pozitivné definitnich matic H, pro mnéZ nastane
nékterd z extrémnich situact ve formuli (5.104).

Zobecnéné Bergstromovo lemma pro operatory na nekonecné dimenzionalnim
Hilbertové prostoru

Predpokladejm,e, ze € je Hilbertuv prostor a ze B(E) znaéi prostor ohranic¢enych linedrnich
operatoru zobrazujicich £ do sebe.

Lemma 5.7 Bud T € B(E) samoadjungovany pozitivné definitni operdtor.
Potom pro libovolny prvek x € € plati vztahy

2 -1 1 Amin T Amax ’ 2
(5.110) (x,2) < (Hzx,z) (H 'z,x) < (x, )7,
>‘min)‘10f13tX 2
pri cemZ A @ Amax 2naci hranice spektra operdtoru T, t. j. o(T) C [Apips Amax] @
Amin> Amax € o(T).

Dukaz. Podobné jako formulace tak i dukaz lemmatu 5.7 je v podstaté totozny s dukazem
lemmatu 5.4.

Bud E = E()) spektralni mira operatoru 7.

Vzhledem k predpokladu o nekonecnosti dimenze £ je nutné upravit dukaz caasti (a) v
lemmatu 5.6, pti cemz klademe

o(z) = A A\ AB (N, 1), b(z) = A A\ 4B (V) 2).

min min
Plati tedy,
Amax A A
600+ At (2) = [ A a0 | @B )2,

)‘min min

a tedy téz

6(x) + AminAmaxt (@) < Oyiy + Amax) LB (B, 2)
(5.111)

= ()‘mm + )\max)(l‘, J])
Nerovnost ve vztahu (5.111) jsme odvodili pomoci lemmatu 5.5, kde jsme polozili

Ao
a= 7)\m1n, K= Amins ¥ = Amax.
max
Dokézali jsme tak platnost tvrzeni analogické k (a) v lemmatu 5.6. Ostatni ¢dsti dukaz
lemmatu 5.7 jsou shodné s odpovidajicimi ¢astmi dikazu lemmatu 5.6. Timto konstatovanim

Ize ukonéit dukaz lemmatu 5.7. O
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6 Problémy vlastnich hodnot

Jest na misté si uvédomit, ze uloha nalézt vlastni ¢islo a prislusny vlastni vektor dané

¢tvercové matice je uloha nelinedarni. ZkuSenost nam napovidd, Zze na rozdil od linearnich

uloh, pro které zpravidla jsme schopni nalézt finitni metody k nalezeni presnych feseni, pro

nelinearni ilohy takové metody znamy nejsou. Tak je tomu i v piipadé hledani vlastnich ¢isel

a vlastnich vektorti. D4 se dokonce fici, ze iteracni metody jsou v tomto ptipadé jedinymi

spolehlivymi prostiedky jak sestrojovat patfi¢né aproximace hledanych vlastnich prvku.
Zakladni metodou v problematice vlastnich ¢isel je mocninnd metoda.

6.1 Mocninna metoda

Konvergence mocninné metody je zalozena na jednoduchém pozorovéni, ze totiz posloupnost
{\¥}, kde \ je komplexni &slo, je bud divergentni a to kdyz |\ > 1, X # 1, staciondrnf,
kdyz A = 1 anebo konvergentni k nule, kdyz |\| < 1.

Tuto skutecnost reflektuje posloupnost {T%}, kde T je matice typu N x N s komplexnimi
prvky tjx, 7,k =1,2..., N.

Protoze chovan{ posloupnosti mocnin {T%} je pro vysetiovan{ algoritmi k nalezen{ vlastnich
hodnot matice T rozhodujici, bude uzitetné pripomenout si nékteré dulezité vlastnosti funkci,
jejichz argumentem je matice. K tomu nam poslouzi znamé tvrzeni z linearni algebry

Tvrzeni 6.1 Bud T = (tjr) matice typu N x N nad télesem komplexnich cisel. Bud
o(T)={X\1, .., An}, s< N,
spektrum matice T a necht

S
1, ooy T, er =N,
Jj=1

jsou nasobnosti vlastnich hodnot A\, ..., \s v charakteristickém mnohocenu

xr(\) = det(\[ — T) = ﬁ(A )

=1

Ddle necht ¢ oznacuje minimélni polynom matice T, t.j.

o0 = [T(A—A)®.

j=1

pri cemzZ 1 < q; <rj.
Potom existuje N x N matice V, detV # 0, takovd, Ze

N/
(6.1) VTV =

Is
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V tomto vyjddrent je kazdy z bloki J,, sam o sobé blokové diagondlni matice. Pro pripad
q; = 1 gsou jeji diagondlni bloky skaldrni matice t.5. J; = \;I, kde I je jednotkovd matice
prislusného rozméru. Pro q; > 1 mohou nékteré diagondlni bloky byt skaldrni matice avsak
alesponi jeden z bloku md tvar

—_

Aj
dimle == tjz
pri cemz ty, ..., ts jsou prirozend ¢isla, (tedy nikoliv nula) a plati rovnosti
tj
Z dimJj; = r;,
=1
max{dimJ;; : j=1,..s; I =1,...t;} = g¢;.

Posléze diagondlni blok J; ve vyjddrent (6.1) tvori vsechny bloky odpovidagict vlastni hodnoté
)\j,j = ]_, .y S

Piiklad 6.1 Necht spektrum matice T tvori vesmés navzdjem riznd vlastni cisla, tedy s =
N. Potom q; = rj =1 a vsechny bloky Jj;, j = 1,..., N, jsou nutné diagondini, takze

VTV = diag{\, ..., A }.

Priklad 6.2 Nechi T = M, N > 1. Zrejmé o(T) = {\}. Tudizs =1< N ar, = N,
zatimeo q1 = 1.

Piiklad 6.3 Necht N > 1 a

1
A

Zreyme, o(T) ={A}, s=1 ar; = N. Na rozdil od prikladu 6.1, ¢ = N.

Definice 6.1 Matice T' typu N x N md jednoduchou strukturu, jestlize ¢; = 1 pro j =
1,...,8, kde s znaci pocet ruzniyjch vlastnich hodnot matice T.

Poznamka 6.1 Matice v prikladech 6.1 a 6.2 mayji jednoduchou strukturu; matice z prikladu
6.3 jednoduchou strukturu nemd.
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Zavedme néasledujici oznaceni.

le - Vil I’I‘j

0

kde I, je jednotkova matice rozméru r; = Efil dimJj. Vidime, Ze

Z B =1,
j=1
kde I = IN.
Déle necht
0
By, =V~ Tj — Ny, Vij
0

Snadno se presvédcéime, ze plati vztahy

Bjer1 = (T = \I)Bj = (T = A\;1)* By,

tedy,
Bj, = 0 pro k > g;.

Déle pak plati formule

Bj1 By = 0;4Bj1, j,t=1,...

BBy = 0juBjkyi-1;
specialné
B =Bj, j=1,..,s,
Podobné se lze presvédcit, ze

T =73 (\Bj+ Bj)

j=1

a tedy,

7" =" (\jBji + Bjp)"

J=1
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A0

j=1t=1 (t—1)! 7
kde
fe(N) = A%,
takze
FrN) = kX,

T(A) = k(k— 1A
FON) = k(k —1)..(k — t + 1A

Typickou pro konvergenci mocninné metody je nasledujici situace.
Necht spektrum o(T) = {)\y, ..., A\s} md strukturu danou vztahy

(6.2) A > (N] > 1, ¢ =1

Potom s 1)
(1) = pur o3 4G,

j=21t=1 j

gr(A) = <;1>k

1 k
&%QF)Z&M

kde

Je okamzité patrné, ze

nebot
Jim o0 =0
proj=2,..,sat=0,1,...,¢; — 1, j > 1.

Véta 6.1 Je - li ¢y = 1, pak posloupnost

(7))

konverguje k By1 s rychlosti s jakou skaldarni posloupnost

max {

1
(6.3) (g — D! lim ST e kT = By,

Aj

k
A 2,...,5}

At

konverguje k nule.
Je - li ¢ > 1, pak plat?
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Ptedchozi teorie nabizi nasledujici obecny algoritmus mocninné metody.

Algoritmus 6.1 Bud {x}} posloupnost linedrnich funkciondli na CN takovijch, Ze

(6.4) z).(B117o) # 0 a Jim x, =1,
(6.5) (Bu)'zl #0.

Bud € > 0 zadand tolerance.

1. Zvolme xg.

2. Polozme k = 0.

3. Sestrojme vektor xy kladouce

4. Urceme \*¥) pomoci predpisu

AR — ()
W
2 (Tr-1)

1
Try1 = ka

5. Proverme, zda

_ >e¢ (NE)

k) _\k-1)] ) = ;

(6.6) AW = 20| { <& (ANO)
5. Nastane - li v (6.6) pripad NE, polozme k+1 — k a GOTO 5.
6. Nastane - li v (6.6) pripad ANO , GOTO 7.
7. Polozme Ay = A% a STOP.

Pottebné vlastnosti algoritmu 6.1 jsou obsahem nasledujici véty, jiz formulujeme ve
zjednodusené verzi

Véta 6.2 Bud T matice typu N x N, takovd, Ze plati vatahy (6.2), (6.5) a ), = &' pro
k=0,1,... takze (6.5) plati automaticky.
Potom plati rovnosti

(6.7) klim Tp = Tooy TToo = MToo,
a
(6.8) Jlim AE) =\
Dikaz. Snadno ovérime, ze
k
|
Te+1 = 111) WT Lo
& k k
120 =TI o' (Tz)
1=0 =0 ()
B x/(TkJrliL'Q)
(1)
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a tudiz

Na zakladé véty 6.1 odvodime, ze

lim 3, = 2'(zg) lim Bigi o + Zxo
fmoo 0 oo x'(Big, o) + ' (Z)’

kde, vzhledem k (6.3)
klim Zrxo = 0.
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Posléze tedy,

1
li =——B .
b, Uk ' (Big, 7o) Lo 0
Jako dusledek obdrzime vztahy
lim \®) =
k—o0
lim 7m/(T’“$0)

(AT )
= )\1 lim Iy 17 1 ! 1 = A1.
hoo ! (k=0 (G T) o)

Tim je dukaz véty 6.2 proveden. |||

6.2 Algoritmy LR a QR

Definice 6.2 Bud A matice typu N x N nad télesem redlngjch ¢isel. LR rozkladem matice
A nazveme dvojici matic typu N X N takovou, Ze plati:
(a) L = (l;1) je dolni trojihelnikovd s jednotkovou diagondlou, t.j.

|1 proj=k ., b
l]k—{o pr0j<k j,k’—l,...N,

(b) R = (r;x) je hornd trojuhelnikovd, t.j.
rjy =0pro j >k, j,k=1,...,N.
(¢c) A= LR.

Poznamka 6.2 Postacujici podminkou pro existenci LR rozkladu N x N matice A je plna
regularita matice A, t.j. vSechny hlavni minory matice A jsou requldrni.

Algoritmus 6.2 Bud A matice typu N x N a e > 0 dand tolerance.
(1) Polozme A= A; ak=1.
(2) Necht
Ay, = Ly Ry,
je LR rozklad matice Ay.
(8) Ddle polozme
RiLy = Agy1, By = (7“](?))

(4) Posudme, zda

max {7“](-7)’3 J,l=1..N, j>l}{ ii iEO

(5) Je -li v (4) NE, poloizme k+1—k a GOTO (2).
(6) Je - li v (4) ANO, polozme
Roo = Rk—i—l
a GOTO (7).
(7) STOP.
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Tvrzeni 6.2 Necht LR rozklady
(6.9) A = Ly Ry,
existuji pro k = 1,2, ...

Potom plati

A1 a Ay jsou podobné matice; jmenovité

(6.10) A1 = L ALy,
(6.11) Apy1 = (Ly. . L) P A (L. Ly).
Matice Ty, kde
T, =Lq...Ly
je dolni trojuhelnikovd a matice Uy,
je horni trojuhelnikova, pri cemz
(6.12) AR = Ak = 10

Dikaz. Vztahy (6.10) a (6.11) jsou zfejmé. Pomoci nich pak odvodime, ze
Ly LiApiy = Ay Ly... Ly
Dale pak,
T:Uy = (Ly... Lg—1) (LiRy) (Rg...Ry)
= (Ly...Lg—1) Ag (Rg—1...Ry)
= Ay (Ly...Lg1) (Rk—1...Ry)
= A1 Ty Uy

Matice T} a Uy tvoif LR rozklady pro A*, nebot ziejmé

dlag Tk =1.
Nasim cilem je ukazat, ze
(6.13) klim Lp=1
a
AoX ... X
(6.14) lim Ay = lim Ry = L N
0 0 . . . A

kde Ay, ..., Ay jsou vlastni cisla.
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Véta 6.3 Necht A = A, sphiuje
1°. LR rozklady matic Ry, Ly, existuji pro k = 1,2, ...
20, Necht

(6.15) A1) > [A2| > ... |[An| > 0.

3%, Predpoklddejme, Ze pro matice X aY = X!, kde A = XDY je Jordanova forma
matice A, existuji LR rozklady

(6.16) X = LyRy, Y = Ey Ry, diagLy = diagLy = I.
Potom plati (6.13) a (6.14).
Diikaz. Podle predpokladu existuje D! takze
A¥ = XD*Y = LyRxD*LyRy = LxRx (D*LyD™*) D*Ry.
Avsak
D* Ly D7F = (1Y)

je dolni trojuhelnikova matice, pii cemz

A
) = (;) Lit, kde Ly = (Ij; pro j > t)
t

pw _ ) Lopro g=t
710 pro j<t

Protoze
|Ae] > |Aj] pro j > t,

odvodime, ze

A\
lim lj(tk) = lim <]> =0proj >t.

k—o0 k—o0 >\t
Tudiz
D* Ly D* =1+ E,,
pii cemz

7, predchoziho plyne, ze

A¥ = LxRx (I + E},) D*Ry
= Lx (I + RxExRy') RxDFRy
= Lx (I + F},) RxD*Ry,

kde
Fi, = RxE,.RY".

Protoze Ej — 0, pro vSechna dostatecné velka k existuji LR rozklady

I+ F, = EkRk, diagf/k =1, l~jt =0proj <t.
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Diky tomu, ze Ey, — 0, téz F, — 0, odvodime snadno, ze

gy b =T = i e

Posléze, 3 )
A* = (Lx L) (RyRx D" Ry).

Z jednoznac¢nosti trojihelnikovych rozkladu plyne, ze

T, = Ly...L,, = LxLy

U, = Ry....R; = RyRxD*Ry.

Protoze L, — I, Ry, — I, obdrzime, ze plati vztahy

lim Tk = Lx,

k—o0
lim L = lim T, 4T = I,
k—oo k—o0

. . -1
limy oo R = limg_oo UpU, 4

— limy_oo RxRx D*Ry Ry DEFHD RIAR

= RyDRY'.
Avsak
A1 X X X
0 X X X
RxDRyY =
)\N—l X
0 0 0 AN

a tim je dukaz véty 6.3 proveden. O
7 Pocatecni a okrajové problémy pro obycejné difer-
encialni rovnice

7.1 Zakladni poznatky z teorie obycejnych diferencialnich rovnic

V této kapitole budeme vysetiovati metod priblizného feseni rovnic typu
(7.1) y = f(x,y), x € [a,b)],

(7.2) y(a) = yo,
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kde —o00 < a < b < 400 a soustav takovych rovnic.

yi :fl(x7y1?"‘7yN)
T zelab

/

Yn = fN(xvyla 7yN)

a

(74) y](O) = Yjo, j = 1, ceey N.
Poznamenejme, ze problém (7.3) - (7.4) zahrnuje jako specidlni tilohu
(7.5) N = flo 2,2,.., 2N, 2 €a,b],
s podminkami '
(7.6) Z7a) =z, j=1,...,N — 1.
Staci polozit
2=y, 2 =y, ..., 2 =yn,
takze

y/l = Y2, yé =Y3, - y;\f—2 = YN-1

Yy =2 = fx, 2,2, .. 2N = fla,yr, . yn)-

Kromé loh typu (7.1) - (7.2) a (7.3) - (7.4) budeme vySetiovati téz lohy typu

v = fz,y),
avSak misto pocatecni podminky (7.2) budeme pozadovati, aby platila rovnost
(7.7) r(y(a),y(b)) =0,

kde r je vhodna funkce dvou proménnych.
Obecnéji budeme vysetifovat ulohy
y; = fj('r?yh sy yN)? j = ]-7 ey N7

s podminkami

(7.8) 0 =r(y(a),y(b)),
kde

(7.9) F=T(W, V) = | oot
Ulohy typu (7.1) a (7.7), respektive (7.3) a (7.8) se nazyvaji ulohami okrajovgmi na rozdil
od uloh pocdtecniho typu (7.1) a (7.2) respektive (7.3) a (7.4).

Numerické metody ptiblizného feSeni vyse uvedenych tloh je zalozeno na vlastnostech
feSeni téchto tloh. Zformulujme néktera tvrzeni potiebna pro dalsi vysettovani.
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Véta 7.1 Predpoklidejme, Ze komponenty f1, ..., fx vektoru £ jsou definovdny a jsou spojité
na oblasti
S:{(a:,y): a<xz<b, yERN}.

Ddle necht existuje lipschitzovskd konstanta L tak; Ze

(7.10) |z, y) — £z, )] < Llly —¥ll,

plati pro vsechna x € [a,b] ay € RY (Lipschitzova podminka).
Potom ke kazdému zy € [a,b] a y°® € RN existuje prdve jedna vektor - funkce y(x) tak,

Ze
1)y je spojitd a spojité diferencovatelnd vektor - funkce v [a,b];

2)y'(x) = f(z,y(r)), = € [a,b];

3) y(wo) = y.

Poznamka. Jiz vime, vze Lipschitzova podminka je splnéna, paklize parcialni derivace

%, j=1,..., N existuji a jsou spojité na S.

V praxi se muzeme setkat pfevdzné s piipady, kdy f;, j = 1,..., N, jsou spojité na S,

- . of; , N PR TR S
avsak derivace 8—’; mohou byt na S neohranicené. V takovém piipadé ma pocatecni tloha

(7.3) - (7.4) Teseni, ale to nemusi byt definovano na celé oblasti.

Piiklad 7.1 Necht N =1 a

Vidime, ze

a to je ohranicena funkce jen pro x < 1.

Pro numerické pocitani je dulezité, ze feSeni zaviseji na pocatecnich datech spojité.
Tvrzeni na toto téma je obsahem nasledujici véty.

Veéta 7.2 Za predpokladu véty 7.1 plati odhady

(7.11) [y (z,a") = y(z, )| < la’ —a?]],
kde
(7.12) y'(r,a’) = f(z,y), y(a) =a’, j =1,2.

Vyznamné pro teorii i praxi jsou linearni ulohy typu

(7.13) Y =T(2)Y, Y(a) = Y*,

pticemz T = T'(z) je matice typu N x N. Rust feseni je charakterizovan v nasledujici véte.
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Véta 7.3 Necht proky matice T(z) jsou spojité funkce na [a,b] a necht

(7.14) r(x) = [|T(2)]].
Potom plati odhad

x

K(t)dt} —1proz > a.

(7.15) 1Y (2) = 1)| < exp{/a

7.2 Racionalni aproximace exponencialni funkce

Jednou z tady ekvivalentnich definic exponencidlni funkce muze poslouzit formule dana Tay-
lorovou fadou. Pro vSechna komplexni ¢isla je platny rozvoj

oo Lk

(7.16) exp{z}EeZ:];)Z!, zeCh
Snadno si uvédomime, ze plati

(7.17) le*] <1proz€CHLRz<0

a dale, ze

(7.18) lim e*l = 0.

Z—00

Dale necht P = P(z) a Q = Q(z) oznacuji polynomy s komplexnimi koeficienty. Bude-li
to vhodné, budeme indexy vyznacovat odpovidajici stupen. Tedy, na pf.

Po(z) =1, Pi(2) =22+1/2, Qi1(2) =1— 2,

a tak podobné.
Bud R = R(z) raciondlni funkce dané polynomy P a @:
P(zP
(7.19) Rz = LGP e
Q(2)
V nésledujicim textu budeme predpoklddat, ze polynomy v (7.19) jsou nesoudélné, tedy, ze
neexistuji polynomy P, (), pfi ¢emz stupen polynomu () je nizsi nez stupen polynomu (),
takové, ze

L z€Ch

R(z) = P%z)

Q(z)

Definice 7.1 Rekneme, Ze raciondlnd funkce R je Padéovou aproximaci exponencialni funkce
radu p, paklize plati vztahy

(7.20) e* — R(2) = g(2)2P"1 = 0(2P1h), 2 € Q,
kde Qg je néjaké okoli bodu 0 € C* a pritom

0#k=sup{|g(2)|:z€ Q} < +o0.
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Piiklady.

_ R z 2) =2z z) =
(721) R1’0<2) = QO(Z> =1 -+ y Pl( ) s Qo( ) 1,
(722> Roul(z) - Ql(z) Q1<Z) 1_ 2’ PO( ) 17@1( ) 1 s
_ Pi(2) 242 . B N,
(7.23) Ria(s) = S = 5 A =242 Q) =2

Snadno zjistime, ze

Royl(Z) =14+z+ 22 + ...,

a
1
Rii(2) =142+ 522 + ...
a tedy,
(7.24) ¥ — Rio(2)] = 0(z%), p=1,
(7.25) le* — Roa(2)] = 0(z*), p=1,
(7.26) le* — Ri1(2)| = 0(23)> p=2.
Definice 7.2 Raciondlni aproximace R exponencidlni funkce se nazyjvd A—prijatelnou, plati-
li vztahy
(7.27) |R(z)| <1 profz <O0.
Priklady.

Snadno ovéfime, ze Ry v (7.21) neni A-pfijatelnd. Na druhé strané vsak, Ry v (7.22)
a Ry, v (7.23) A-piijatelné jsou a navic pro né plati

a

Definice 7.3 Raciondlni aproximace Ry, Rox a Ry v (7.21)-(7.23) nesou ndzvy svych
puvodnich autori. Aproximace Ry se tedy nazyvd Eulerovou piimou aproximaci, Ry,
Eulerovou zpétnou aproximaci a R;; aproximaci Cranka-Nicholsonové.
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Test 7.1 Bud \ takové, ze R\ < 0 je v absolutni hodnoté dostatecné velké cislo. Jest tedy
¢islo |e*| velmi malé. Ptame se, jak tuto skutecnost zprostiedkovdvaji jednotlivé raciondlni
aprorimace exponencidlni funkce.

ProtoZe v tomto pripade,

lim |e* = lim ™ =0,
RA——o00

RA——00
1° Bulerova doprednd aprozimace ddvd
’e)‘ — leo()\)’ = ’e’\ —1- )\‘
> A =1 — e
Vidime tedy, Ze tato aproximace poskytuje libovolné velkou chybu.

Naproti tomu,
20 pro zpétnou Eulerovu metodu zjistime, Ze plati

= 0(|2P)

vvvvvv

oA _ 3
e* = Ria(M)] = |e 5| = 0U).
7.3 Pocatecni ulohy
Jako motivaci vySetfujme skaldrni tlohu
(7.30) v = f(z,y), y(xo) = vo, 20, x €[0,1], y € R".

Bud % > 0. Nahradme v (7.30) derivaci diferenci ¢fmz obdrzime

y(x +h) —y(x)
h

= f(l’, y(QT)),

neboli

(7.31) y(x +h) =y(x) + hf(z,y(z)).

Obdrzeli jsme tak algoritmus pro feseni.
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Algoritmus 7.1 Bud M celé kladné. Zvolme

r — X9

B —
M

a pociteyme rekurzivné pomoci formuli

o = Yo,

Metr1 = Mk + hf (Tp, k),
kde

.%’kJrl:QZk—i-h, k:O, 1,..., M —1.

Algoritmus 7.1 popisuje t. zv. Eulerovu polygondlni metodu. Vsimnéme si, ze v Algoritmu
7.1 plati vztahy

n(zo; h) = yo,

n(xo + hi h) = n(z; k) + hf (z,n(; h).

To navadi na myslenku definovati algortimus, v némz roli f(x;n(z;h)) pfevezme vhodna
funkce ® = ®(z,y; h, f).

Algoritmus 7.2 Volme h > 0 a necht
To = Yo
7.32
(7.32) { Mes1 = Mk + h® (g, mi; by f) pro k= 1,2, ...
kde

Tl = T + h.

Jiz vime, ze pro Eulerovu polygonalni metodu jest

Oz, y, b, ) = f(z,y),

® tedy nezavisi na h.

Pro dalsf tcely oznacme pro libovolné x € [a,b] a y € RY symbolem z = z(x) presné
reSeni ulohy
(7.33) 7(t) = f(z,2(t)), z(x) = y(2).

Definujme funkci A predpisem

z(z+h)—y
h

(730 Alwashit) = { i o8

(x,y) proh=0.

V dalsim textu nebudeme vyznacovati f v argumentu funkce A a .
Pomoci funkce A definujeme t. zv. lokdlni diskretizacni chybu, tedy veli¢inu

(7.35) T(z,y,h) = Ax,y; h) — ®(z,y; h).
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V algoritmu 7.2 zavedené metody se nazyvaji jednokrokové. To evidentné proto, ze
k ziskani hodnoty priblizeni v bodé =z, se vyzaduje znalost hodnoty v prislusném bodé
predchozim xj_;.

Jednokrokova metoda se ukazuje jako vhodna, jestlize

(7.36) 717,1—% T(x,y;h) =0,
coz, diky tomu, ze

(7.37) lim Ay, h) = £(z,y),
vede k podmince

(7.38) ®(x,y,0) =f(x,y).

Rikéme, Ze jednokrokova metoda je konzistentni, jestlize plati relace (7.38).

Poznamka. Eulerova polygonalni metoda je zfejmé konzistentni.

Priklad 7.2 Predpoklidejme, Z2e N = 1 a f md vyssi hladkost neZ je pouhd spojitost,
reknéme, Ze % jsou spojité na [a,b]. Navic necht

1 h?
z(x 4+ h) = z(x) + ha'(x) + §h2z”(x) + ...+ —'z(p)(x +6h), 0 <6< 1.
p!
ProtoZe

(@) = S0 2(0) s

= fiﬁ(t7 Z(t)) |t:x + fy(t7 Z(t)) |t:x
= fm(xay) + fy(I,y)f(a?,y),

2(@) = faa(2,y) + 2foy (2, Y)[f (2, 9)]” + fy(2,9)2" (@),
zjistime, Ze

‘() +22"(z) + .. + %z(p) (x + 0h)

(7.39) Flay) + 5 =G y) + fyla,y) (2, y)]

Na pi. pro Eulerovu metodu

= 2 [fuley) + fyley) )] + O

Obecné, tikame, ze jednokrokovd metoda je Tddu p, jestlize plati

(7.40) 7(z,y;h) = O(R?)
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pro = € [a,b], y € RN a pro véechny f € [C®)([a, b])]V.
7, predchoziho piikladu odvodime pomeérné obecny zpusob konstrukce metod vyssich
radu.
Na pi.
h
(7.41) Oz,y;h) = fo,y) + 3 [fel@,y) + fy(z9) f (2,9)]
definuje metodu 2. fadu.

Na tomto misté je nutné uvézt na pravou miru skutecnost, ze metody vysokych radu
(> 2) jsou v praxi viceméné bezcenné, neicinné, slozité. To je zpusobeno tim, Ze vypocet
vyssich derivaci je problém slozity v tom smyslu, ze je Spatné podminény (non well posed).
Ptipomenme, ze to znaci, ze hodnota vysledku vypocet neni spojité zavisla na datech.

Uvedme nékteré piiklady metod vyssich fadu.

Polozme

(7.42) O(x,y;h) = arf(z,y) + az f(x + prh,y + p2hy)),

kde ay, a9, p1, po jsou vhodné konstanty, které jest urcit tak, aby platily vztahy urcujici
rad metody.

Pro @ z (7.42) plati
Q)(x, Y; h) = (al + ag)f(l', y) + alhf [plfm<x7 y) + p2fy(x7 y)f(xa y)] + O(hp%
odkud vyplyvé, splnéni podminek
(7.43) ap +ay =1, agpr = 1/2, agpy = 1/2,
je postacujici aby metoda byla 2. fadu.

Specialni volbou

1
a1:a2=§, P1=DpP2 =
obdrzime metodu Heunovu
1
(7.44) (x,y;h) = 5 [f(z,y) + flz+hy +hf(z,y))].

2

Je patrné, ze tato metoda vyzaduje vypocet dvou funkénich hodnot na jeden krok metody
a to je cenou, jiz je nutno zaplatit za vyssi rad.

Jinou metodu obdrzime volbou

a1 =0, a, =1, py =p, =1/2.

Ta je dana schématem Collatzovym
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(7.45) O(z,y;h) = f (m + ;L y+ Zf(x,y)> :

Toto schéma je opét tadu 2. a vyzaduje vypocet dvou funkénich hodnot na jeden krok

metody.
Dalsi metody vyssi fadu jsou spojeny se jmény Runge a Kutta.
Hledejme jenokrokovou metodu pomoci schématu

1
kde
kl = f(x7y>7

ko :f x—i—%,y—l—%kl),
ks :f x+%,y+%hk2),
k4 :f(a:+h,y+hk3)

Da se ukazati, ze

®(z,y; h) — Az, y; h) = O(h?).

Znamena to, ze tato, dé se tici, zdkladni metoda Runge - Kuttovy ttidy, je fadu 4.
Aplikujme nékteré jednokrokové metody na pripad tlohy

Y (z) = f(z), y(xo) = yo-

Ptesné teseni této ulohy je dano vyrazem

y(x) = [ J0dt+ o

0
Snadno nahlédneme, Ze v problematice numerické kvadratury, coz je vlastné nami vysetfovana
uloha, Fulerova metoda vede na zndmou metodu obdélnikovou zatimco Heunova metoda na
metodu lichobéznikovou.
Runge Kuttova metoda poskytuje metodu aproximace integréalu, jez je zndma pod nézvem
metoda Simpsonova, kterdzto metoda integruje polynomy az do radu 3. stupné véetné.

Otéazku konvergence jednokrokovych metod zodpovida nasledujici véta. Soustfedime se
na skalarni piipad s tim, ze odpovidajici véty maji takika shodné formulace i dukazy.

Véta 7.4 Nechi f € C([a,b]), 2o € [a,b] a yo € R. Bud y = y(z) 7esent pocdtecnt tilohy

y' = f(z,y), y(xo) = Yo
Bud ® funkce spojitd na

g:{(x,y,h): agxéb? ‘y_y@j)’§770§|h|§h077h0>07 7>O}
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a necht existuji konstanty ki1, ke tak, Ze

P (2, y1;h) = (2, 42; h)] < Falys — w2

[7(z,y(x); h)| = |[Az,y(x); h) — (z,y(x); h)| < Ko|h]”, p >0,
plati pro vsechna x € [a,b], |h| < ho.
Potom existuje h, 0 < h < hq tak, Ze pro globalni diskretizacni chybu e, kde
e =e(x) =n(z;h) —y(z)
plati odhad

exp{ri|r — zo|} — 1
R1

le(z; he)| < [hie|” o

pro viechna x € [a,b] a vSechna

pro néz |hy| < h. Pro~ = 0o je h = hy.
Obecnéjsi metody pro feseni pocatecnich 1loh 1ze shrnout pod obecné schéma

(7.47) Mtr + Qr1Megr—1 + oo + QoM = WF(Tky Mooy Mhegr—15 - My 3 ).

Zde F = F(x,uq,...uy+1; h; f) je vhodna funkce a ay, ...a,_; jsou parametry metody. Je
ziejmé, Ze k nastartovani metod typu (7.47) je nutné znét r poc¢atecnich hodnot g, ..., 7,_1.

vvvvvv

jsme naznacili pro metody jednokrokové, je do site i do hloubky propracovana a dovedena
do realizace v podobé softwarovych balikii.

7.4 Okrajové tulohy

Elementy matematické analyzy slabych feSeni.

V tomto ¢lanku se omezime na linearni okrajové tulohy s poznamkou, Ze nelinearni ilohy
lze v principu vySetfovat a fesit podobnym zpusobem jako v problematice linedrni; rozdil
spociva pouze v tom, ze vysledné diskrétni soustavy jsou nelinearni.

Vyznamnym néstrojem vysetfovani okrajovych tloh je pojem slabé (variacni) formulace
okrajovych tloh.

Vyklad budeme provadét na piifkladé typické, byt akademické, tilohy

(7.48) —y' =fvQ=]ab],

(7.49) my'(a) + poy(a) = a a vy’ (b) + noy(b) = 6.
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O funkci f piedpoklddéame, 7ze patif do L?(a,b); prakticky vsak vzdy je f po ¢éstech
spojitd, t. j. f ma v [a, b] koneény pocet bodu nespojitiosti.

Formdalné vyzaduje t. zv. variacni pristup pojem zobecnéné derivace.

Funkce g € L*(a,b), t. j. g, pro niz

b
[ lgt) 2t < +oc,

m4 v [a,b] zobecnénou derivaci, paklize plati, ze existuje h € L*(a, b) takovd, Ze

(7.50) /abg(t)v/(t)dt =— /ab h(t)v(t)dt + g(b)v(b) — g(a)v(a).

Pak fikdme, ze h je zobecnénou derivaci (1. Tddu) funkce g.

D4 se ukézati, ze v nasem piipadé, kdy vysetiujeme oblast Q C R!, funkce g md v [a, b]
zobecnénou derivaci 1. fadu prave kdyz (klasickd) derivace ¢’ existuje v [a,b] s vyjimkou
mnoziny E C [a, b] majici Lebesgueovu miru m(F) = 0. Je zndmo, ze spojitd funkce g ma v
[a, b] zobecnénou derivaci h pravé kdyz g je absolutné spojitd v [a,b]. Mnozina funkci majic
zobecnéné derivace 1. fadu integrovatelné se ¢tvercem na €2 se znac¢i symbolem WQ(U(Q) a
nazyva se Sobolevovym prostorem. V tomto prostoru lze zavézti skalarni soucin

(751) (U, U)Wzl(ﬂ) = (Ul, U/)Q + (U, U)g,

kde pro u, v € L?(),
mmhzéu®MWh

a u' a v’ znaci zobecnéné derivace funkef u a v. Piedpokladd se, ze u’, v' € L*(Q).
Predpoklddejme, ze w € L?(Q) je funkce splitujici okrajové podminky

(7.52) pow(a) + pw'(a) = a a vow(b) + riw'(b) = B.
D4 se ukézati, Ze existuje hustd ve smyslu normy prostoru L?(2) mnoZina tvoiéna
dostate¢né hladkymi funkcemi splnujicimi (7.52); na pf. mnozina vsech polynomt spliiujicich

(7.52).
Polozme v (7.48)

Jest tedy,
_y//:w//+f v Q

1y’ (@) + poy(a) = po (u(a) — w(a)) + pu (v'(a) — w'(a)) =0,

1y (8) + voy () = v (u/(b) — /(b)) + vo (u(b) — w(b)) = 0.

Zmame-li y, zname automaticky i hlednaé u.
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K uréeni y mame tedy vztahy
(7.53) ' =f+uw" v Q

(7.54) poy(@) + uay (@) = voy(b) + vy (b) = 0.

Protozee w” je zndm4 funkce, lze (7.53) psat ve tvaru
(7.55) —y"'=F v Q,

pii cemz F' je dana funkce.

Vsimnéme si, ze ve formulaci (7.48) - (7.49), neboli (7.54) - (7.55), vyzadujeme splnéni
téchto vztahu identicky v [a,b]. To v8ak vyzaduje znalost F' ve wvsech bodech oblasti €2 a
obecnéji, znalost vsech dat v €2. Toto je jednak ne piilis praktické a jednak dokonce ne vzdy
splnitelné. Ve vicerozmérnych oblastech zadani okrajovych podminek na nékterych ¢éstech
hranice muze byt nedefinovatelné. Na pt. necht Q = [0,1] x [0, 1] a necht u(s,0) = 0 pro
s € (0,1), zatimco u(0,y) = 1 pro y € (0,1). Otazkou je, jakou hodnotu muze nabyvat u v
bodé (1,0), t. j. , cemu je rovno u(1,0). Uvédomme si, Ze u ma byt spojita na €.

V takovych problémech se ukaze jako velice vhodna slabd (variacni) formulace problému.

Ozna¢me symbolem V podprostor Sobolevova prostoru W, (€2) splitujicich okrajové podminky
(7.54).

Vynéasobme rovnici (7.55) funkci v € V' a integrujme podél Q. Obdrzime vztahy

b

_/by"(t)v(t)dt :/ F(t)u(t)dt, v eV,

a
takze pozadované feSeni lze hledat pomoci vztahu
b

(7.56) /waﬁmna/pwmmmvew

a

coz plyne z (7.56) protoze v spliuje tytéz okrajové podminky (7.54) jako hledané teseni y
(viz Cviceni 7.3).
Piiklad 7.3 Bud £ mnozina viech funkef y majicich spojité derivace 2. fadu na [a,b] a
splinujicich okrajové podminky (7.54). Ukazte, Ze rovnosti

b

LZ%wwﬁz/u@w@m

a

plati pro vsechny prvky y € L, pficemz v je funkce majici na [a, b] spojitou derivaci 2. fadu,
prave kdyz v € L.

Pro jednoduchost polozme

a=0a,b=1
a
H1 =V = 0.
V tomto piipadé se okrajové podminky (7.54) redukuji na
(7.57) y(0)=y(1) =0
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a tedy téz
(7.58) v(0) =v(1) = 0.
Formulujme nyni nasi okrajovou tlohu variacné neboli slabé, ¢i presnéji feceno, ve slabém

smy:flu. .
Uloha (U). Nalézt y € Wi"(0,1) tak, aby vztahy

(7.59) Ji Ly (B (1)dt = / " Po(t)ds

platily pro vsechny proky v € W2(1)<0, 1), kde WQ(D(O, 1) znaci uzdaver prostoru C§° ([0, 1)) funkct
s kompaktnim nosicem na [0, 1] magicich na [0, 1] spojité derivace vsech radi. Uzdvér se mini
ve smyslu metriky prostoru WQ(I)(O, 1).

D4 se ukazat, ze iloha U ma pravé jedno feseni. Ma-li okrajova tloha

y'=F v|[0,1]

s podminkami (7.58) klasické feseni, pak toto klasické feseni je totozné s fesenim ulohy U.
Tato tvrzeni jsou zalozena na platnosti slavného Lax - Milgramova lemmatu

Lemma 7.1 (Laz — Milgram) Bud V Hilbertiv prostor. Bud B = B(u,v) bilinedrni forma,
jez je spojitd a V —eliptickd, t.j. existuji konstanty ¢ > 0 a ¢ > 0 tak, Ze

(7.60) | B(u, v)| < clfull [|v]], uw,veV
a
(7.61) |B(u,u)| > é||u|l?, ueV.
Potom pro kazZdy prvek f € V' existuje prdvé jeden prvek u* € V' takovy, Ze
(7.62) B(u*,v) = (F,v), YveV.
Plati pritom
(7.63) ||| < &[|F]],

kde Kk nezavisi na F'.

V naSem piipadé V = Wz(l)(O, 1) a
1
B(u,v) = / o (£)0 (£)dt.

0

Protoze L
= [ [lulf? + 1117 .

platnost pozadavku (7.61) je dusledkem Friedrichsovy nerovnosti
/ o' (t)*dt > T/ w2dt, Yu € WiV(0,1),
Q Q

kde 7 je kladnd konstanta nezdvisld na v ani u'.

Pozadavek (7.60) lemmatu 7.1 je automaticky splnén diky tomu, ze skaldrni soucin v
W}(0,1) je ddn vyrazem (7.51).

Na zakladé lemmatu 7.1 tedy plati
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Dausledek 7.1 Existuje prdvé jedno slabé revseni ulohy (U).
Diskretizace.
Bud V,, € V = W}(0,1), kde
dimV;, = N < +o0.

Necht
{¢17 ) ng}

tvofi basi prostoru Vj, tedy

Vh - Span{¢l7 ceey ¢N}

Tudiz,
N
(7.64) up =Y Vkr,
k=1
pro kazdy prvek u;, € Vj,.
Diskretizaci ilohy (U) se rozumi tuloha
(Un) Nalézt uj € Vj, takové, ze plati
(765) B(u;;’?]h) = (f7 Uh)7 vvh € Vh~

Veéta 7.5 Splnuje-li forma B = B(u,v) poZadavky Lazova - Milgramova lemmatu, pak lze
nalézt hg > 0 tak, Ze pro kazdé 0 < h < hy, existuje pravé jedno teseni uj ulohy (Uy).
Navic plati odhad
[u" = upllv < wdn(up) || £,

kde k nezdvisi ani na h ani na f a

dp(v) = inf{||lv —vpllv : vy € Vi}.

Piiklad 7.4 Pro pripad, kdy v problému (Uy)
h ! kh, k=0,1 N
Na k ) g Ly eeey 4V
a basi aproximacniho podprostoru tvori po ¢astech linedrni funkce definované formulemi
0 pro 0 <z < g,
— (k—=1)h) pro zp_1 < xg,

F(@—ap) pro ap <@ < Ty,
0 Pro Tg4a <z < 17

oule) = BT

lze odvodit, Ze
dp(u) = hljullv.
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Dusledkem je posléze odhad chyby v metodé konecnych prvku pro aprozimaci ilohy (U)
ve tvary
[0 = ui 01y < whILfllz20.0)-

Vyplyva odtud specialné, Ze
o — wujllz) < RR2( fllz20)-

Po dosazeni vyjadieni (7.64) do (7.65) obdrzime vztahy

N
k=1

Vyplnéni podminek Laxova - Milgramova lemmatu zarucuje, ze

det (B(¢k, ¢;)) # 0

£ > L 3 Fasand 15 — * * \T'
a soustava (7.66) ma tudiz prave jedno feseni v* = (vf, ..Ux)".

Matice
(B(¢x, ¢5))

se diky jeji interpretaci v mechanice kontinua nazyva matici tuhosti alohy (Up).
Je-li forma B = B(u, v) symetrickd a jsou-li splnény podminky Laxova - Milgramova
lemmatu, pak matice tuhosti tlohy (Uj) je pozitivné definitni, t.j.

(B(uh, uh)) > T(uh, Uh) Vuh, up € Vh, 7> 0.

Vypocet prvka matice tuhosti spo¢iva ve stanoveni veli¢in

a+ph
[T s, gk =1 N, p=1, N1,
a+(p—1)h
pii cemz 2 = (a, b), —00 < a < b < +00.
Pro vyse uvedeny piipad jednorozmeérné oblasti s 2 a pro castech linearnich funkeci ¢y
Ize tyto integraly stanovit presné. Obecné je nutné prvky matice tuhosti urcovat priblizné
pomoci vhodnych kvadraturnich vzorcu.
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