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0.1 Racionálńı aproximace exponenciálńı funkce

Jednou z řady ekvivalentńıch definic exponenciálńı funkce může posloužit formule daná Tay-
lorovou řadou. Pro všechna komplexńı č́ısla je platný rozvoj

exp{z} ≡ ez =
∞∑

k=0

zk

k!
, z ∈ C1.(0.1)

Snadno si uvědomı́me, že plat́ı

|ez| ≤ 1 pro z ∈ C1,<z ≤ 0(0.2)

a dále, že
lim
z→∞

e|z| = 0.(0.3)

Dále nechť P = P (z) a Q = Q(z) označuj́ı polynomy s komplexńımi koeficienty. Bude-li
to vhodné, budeme indexy vyznačovat odpov́ıdaj́ıćı stupeň. Tedy, na př.

P0(z) = 1, P1(z) = 2z + 1/2, Q1(z) = 1− z,

a tak podobně.
Buď R = R(z) racionálńı funkce daná polynomy P a Q:

R(z) =
P (zP

Q(z)
, z ∈ C1.(0.4)

V následuj́ıćım textu budeme předpokládat, že polynomy v (0.4) jsou nesoudělné, tedy, že
neexistuj́ı polynomy P̃ , Q̃, při čemž stupeň polynomu Q̃ je nižš́ı než stupeň polynomu Q,
takové, že

R(z) =
˜P (z)
˜Q(z)

, z ∈ C1.

Definice 0.1 Řekneme, že racionálńı funkce R je Padéovou aproximaćı exponenciálńı funkce
řádu p, paklǐze plat́ı vztahy

ez −R(z) = g(z)zp+1 = 0(zp+1), z ∈ Ω0,(0.5)

kde Ω0 je nějaké okoĺı bodu 0 ∈ C1 a přitom

0 6= κ = sup {|g(z)| : z ∈ Ω0} < +∞.
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Př́ıklady.

R1,0(z) =
P1(z)

Q0(z)
= 1 + z, P1(z) = z, Q0(z) = 1,(0.6)

R0,1(z) =
P0(z)

Q1(z)
=

P0(z)

Q1(z)
=

1

1− z
, P0(z) = 1, Q1(z) = 1− z,(0.7)

R1,1(z) =
P1(z)

Q1(z)
=

2 + z

2− z
, P!(z) = 2 + z, Q1(z) = 2− z.(0.8)

Snadno zjist́ıme, že

R0,1(z) = 1 + z + z2 + ...,

a

R1,1(z) = 1 + z +
1

2
z2 + ...

a tedy,

|ez −R1,0(z)| = 0(z2), p = 1,(0.9)

|ez −R0,1(z)| = 0(z2), p = 1,(0.10)

|ez −R1,1(z)| = 0(z3), p = 2.(0.11)

Definice 0.2 Racionálńı aproximace R exponenciálńı funkce se nazývá A−přijatelnou, plat́ı-
li vztahy

|R(z)| ≤ 1 pro <z ≤ 0.(0.12)

Př́ıklady.
Snadno ověř́ıme, že R1,0 v (0.6) neńı A-přijatelná. Na druhé straně však, R0,1 v (0.7) a

R1,1 v (0.8) A-přijatelné jsou a nav́ıc pro ně plat́ı

lim
z→∞

|R0,1(z)| = 0(0.13)

a
lim
z→∞

|R1,1(z)| = 1.(0.14)

Definice 0.3 Racionálńı aproximace R1,0, R0,1 a R1,1 v (0.6)-(0.8) nesou názvy svých p̊uvodńıch
autor̊u. Aproximace R1,0 se tedy nazývá Eulerovou př́ımou aproximaćı, R0,1 Eulerovou
zpětnou aproximaćı a R1,1 aproximaćı Cranka-Nicholsonové.
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Test 0.1 Buď λ takové, že <λ < 0 je v absolutńı hodnotě dostatečně velké č́ıslo. Jest tedy
č́ıslo |eλ| velmi malé. Ptáme se, jak tuto skutečnost zprostředkovávaj́ı jednotlivé racionálńı
aproximace exponenciálńı funkce.

Protože v tomto př́ıpadě,

lim
<λ→−∞

|eλ| = lim
<λ→−∞

e<λ = 0,

10 Eulerova dopředná aproximace dává∣∣∣eλ −R1,0(λ)
∣∣∣ =

∣∣∣eλ − 1− λ
∣∣∣

≥ |λ| − 1− e<λ.

Vid́ıme tedy, že tato aproximace poskytuje libovolně velkou chybu.
Naproti tomu,
20 pro zpětnou Eulerovu metodu zjist́ıme, že plat́ı∣∣∣eλ −R0,1(λ)

∣∣∣ =
∣∣∣eλ − 1

1−λ

∣∣∣
≤ ∑∞

k=2
zk

k!
−∑∞

k=2 zk

= O(|z|2)

takže chyba aproximace je pro <λ < 0 malá.
30 Ještě uspokojivěǰśı se jev́ı situace pro aproximaci Crankovu-Nicholsonové,

∣∣∣eλ −R1,1(λ)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣eλ − 2 + λ

2− λ

∣∣∣∣∣ = O(|z|3).
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