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0.1 Racionalni aproximace exponencialni funkce

Jednou z rady ekvivalentnich definic exponencialni funkce muze poslouzit formule dana Tay-
lorovou fadou. Pro vSechna komplexni ¢isla je platny rozvoj

0 Lk

(0.1) exp{z}EeZ:];)Zk!, zeCh
Snadno si uvédomime, ze plati

(0.2) le*] <1proze€CHLRz<0

a dale, ze

(0.3) lim el*l = 0.

Dale necht P = P(z) a Q = Q(z) oznacuji polynomy s komplexnimi koeficienty. Bude-li

to vhodné, budeme indexy vyznacovat odpovidajici stupen. Tedy, na pf.
PO(Z) - 1a Pl(z) =2z + 1/27 Ql(z) =1- 2,

a tak podobne.

Bud R = R(z) racionalni funkce dand polynomy P a Q:
P(zP
Q(z)’
V nasledujicim textu budeme piedpokladat, ze polynomy v (0.4) jsou nesoudélné, tedy, ze
neexistuji polynomy P, (), pfi ¢emz stupen polynomu () je nizsi nez stupen polynomu (@),
takové, ze

(0.4) R(z) = zecl

P(Z) 1
R(z)=——=, z€(C".
TS

Definice 0.1 Rekneme, Ze raciondind funkce R je Padéovou aproximaci exponenciln{ funkce
radu p, paklize plati vztahy

(0.5) e” — R(2) = g(2)2P* = 0(2P1), 2 € Q,

kde Qo je néjaké okoli bodu 0 € Ct a pritom
0# Kk =sup{|g(2)|:z€ Q} < +o0.



Priklady.

<O6) RL()(Z) = QO(Z> =1+ Z, Pl(Z) =z, QQ(Z) = ].,
_ P(2)  R(z) 1 = N1 s
(07) ROJ(Z) - Ql(z) Ql(z) 1_ Z’ PO( ) 17Q1( ) 1 ’
_ Pi(2) 242 . s N9,
(0.8) Riale) = G = g A =242 Qi(2) =2

Snadno zjistime, ze

R071(Z) =142+ 22 + ...

) Rl,l(z)zl—l—z—i—;zz—i—...
a tedy,

(0.9) le* — Rio(2)] = 0(z%), p=1,
(0.10) le* — Roa(2)] = 0(z%), p= 1,
(0.11) le* — Ri1(2)] = 0(%), p=2.

Definice 0.2 Raciondlni aproximace R exponencidlni funkce se nazyjvd A—ptijatelnou, plati-
li vztahy
(0.12) |R(z)| < 1proRz <0.

Piiklady.
Snadno ovéfime, ze Ry v (0.6) neni A-piijatelna. Na druhé strané vsak, Ry v (0.7) a
Ry 1 v (0.8) A-prijatelné jsou a navic pro né plati

a
(0.14) lim [Ry4(2)| = 1.

Definice 0.3 Raciondlni aprozimace Ry o, Ro1 a R11 v (0.6)-(0.8) nesou ndzvy svyjch puvodnich
autoru. Aprorimace Ry se tedy nazyvd Eulerovou piimou aproximaci, Ry; Eulerovou
zpétnou aproximaci a R;; aproximaci Cranka-Nicholsonové.



Test 0.1 Bud X takové, ze R\ < 0 je v absolutni hodnoté dostatecné velké éislo. Jest tedy

¢islo |e*| velmi malé. Ptdme se, jak tuto skutecnost zprostiedkovdvaji jednotlivé raciondlni
aproximace exponencidlni funkce.
Protoze v tomto pripade,

A= lim ™ =0,

lim e
RA——o00 RA——00

1° Bulerova doprednd aprozimace ddvd
er = Rip(V)| =er —1-)
> [N —1— ™
Vidime tedy, Ze tato aproximace poskytuje libovolné velkou chybu.

Naproti tomu,
20 pro zpétnou Eulerovu metodu zjistime, Ze plati

= 0(|2P)

takze chyba aproximace je pro R\ < 0 mald.
30 Jesté uspokojivejsi se jevi situace pro aprozimaci Crankovu-Nicholsonové,




