
9. CVIČENÍ M1A

ALEŠ NEKVINDA

Hodnost matice

Buď dána matice

A =


a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n

...
am1 am2 am3 . . . amn


Označme wi = (a11, a12, a13, . . . , a1n), i = 1, 2, . . . ,m. Pak hodnost́ı A rozumı́me

dimLin[w1, w2, . . . , wm]. Zjǐsťujeme ji Gaussovou eliminaćı.

Sč́ıtáńı matic a násobeńı matice č́ıslem

Buď dány matice

A =


a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n

...
am1 am2 am3 . . . amn



B =


b11 b12 b13 . . . b1n
b21 b22 b23 . . . b2n
b31 b32 b33 . . . b3n
...

bm1 bm2 bm3 . . . bmn

 .

Pak

A+B =


a+ b11 a+ b12 a+ b13 . . . a+ b1n
a+ b21 a+ b22 a+ b23 . . . a+ b2n
a+ b31 a+ b32 a+ b33 . . . a+ b3n

...
a+ bm1 a+ bm2 a+ bm3 . . . a+ bmn


a

αA =


αa11 αa12 αa13 . . . αa1n

αa21 αa22 αa23 . . . αa2n

αa31 αa32 αa33 . . . αa3n

...
αam1 αam2 αam3 . . . αamn

 .
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2 ALEŠ NEKVINDA

Násobeńı matic

Jsou-li dány vektory

u = (u1, u2, . . . , um)

v = (v1, v2, . . . , vm),

pak skalárńı součin je definován

u.v = u1v1 + u2v2 + · · ·+ umvm =

m∑
i=1

uivi.

Buď dány matice A typu mn a B typu nk

A =


a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n

...
am1 am2 am3 . . . amn



B =


b11 b12 b13 . . . b1k
b21 b22 b23 . . . b2k
b31 b32 b33 . . . b3k
...
bn1 bn2 bn3 . . . bnk

 .

Pak součin matic AB (v tomto pořad́ı) typu mk je

AB =


c11 c12 c13 . . . c1k
c21 c22 c23 . . . c2k
c31 c32 c33 . . . c3k
...

cm1 cm2 cm3 . . . cmk

 ,

kde

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =

n∑
s=1

aisbsj ,

i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , k.

Jsou to vlastně skalárńı součiny řádk̊u matice A a sloupc̊u matice B.

Př́ıklady
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Zjistěte hodnosti následuj́ıćıch matic.(
2 −1
1 1

) (
−1 3
2 −9

) (
−1 3 4
2 −9 5

) (
−1 3 4
2 −9 −12

)
−1 2

3 −9
4 −12

 −1 2
3 −9
4 5

 −1 2 3
3 4 −5
2 5 1

 −1 2 3
3 4 −5
4 2 −8



−1 2 3 4 −2
3 4 −5 3 2
4 2 −8 1 −4
7 6 −13 4 −2





−1 3 4 7

2 4 2 6

3 −5 −8 −13

4 3 1 4
−2 2 −4 −2


Zjistěte hodnosti následuj́ıćıch matic v závislosti na λ.

(
−3 2
4 λ

) −2 0 1
1 2 1
0 3 λ

 λ 1 1
1 λ 1
1 1 λ

  1 λ 2
−1 −1 λ− 1
−2 −2 3λ


Vypoč́ıtejte

(
−3 2
4 3

)
+

(
4 −2
5 1

) −3 2 4
4 3 8
3 −5 2

+

4 2 −1
5 1 2
3 2 −1


(
−3 2
4 3

)(
4 −2
5 1

) (
4 −2
5 1

)(
−3 2
4 3

)

−3 2 4
4 3 8
3 −5 2

4 2 −1
5 1 2
3 2 −1

 −3 2 4
3 −2 1
4 3 8

4 2
5 1
3 2


−3 2 4

4 3 8
3 −5 2

4
5
3

 (
−3 2 4

)4
5
3



3

(
−3 2
4 3

)
+ 2

(
4 −2
5 1

) (
−1 3
2 4

)((
−3 2
4 3

)
+

(
4 −2
5 1

))

Domáćı cvičeńı
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Zjistěte hodnost následuj́ıćıch matic.(
3 2
1 4

)
h = 2(1) (

−1 2 1
1 2 3

)
h = 2(2)  3 5 0

−2 1 −4
−7 10 −20

 h = 2(3)

 3 −1 3
−1 5 3
−2 3 1

 h = 3(4)


2 −2 3 1
1 2 1 3
3 0 4 4
1 2 3 1

 h = 3(5)


4 −1 2 1
−3 2 1 −1
5 −1 2 1
3 −1 1 1

 h = 4(6)

Jak záviśı hodnost matice v závislosti na λ.(
5 −3
2 λ

)
λ = −6

5
⇒ λ = 1, h 6= −6

5
⇒ h = 2(7) 1 −1 1

1 −λ λ
2 −2 λ2 + 1

 λ = 1 ⇒ h = 1, λ = −1 ⇒ h = 2

λ /∈ {−1, 1} ⇒ h = 3

Vypočtěte(2 1 3
3 −1 −2

)1 2
3 1
2 1

+ 2

(
2 −1
2 2

)(3 −1
2 1

)
(8)

(
57 −9
14 7

)

Zaj́ımavé př́ıklady pro zvědavce, co se nud́ı (nepovinné)

Problém 1. Vypoč́ıtejte (
1 1
0 1

)n

Řešeńı domáćıho cvičeńı
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(1) Zjistěte hodnost následuj́ıćı matice(
3 2
1 4

)
.

Zřejmě (
3 2
1 4

)
∼
(

3 2
3 12

)
∼
(

3 2
0 10

)
.

Tedy h = 2.
(2) Zjistěte hodnost následuj́ıćı matice(

−1 2 1
1 2 3

)
.

Zřejmě (
−1 2 1
1 2 3

)
∼
(
−1 2 1
0 4 4

)
.

Tedy h = 2.
(3) Zjistěte hodnost následuj́ıćı matice 3 5 0

−2 1 −4
−7 10 −20

 .

Zřejmě  3 5 0
−2 1 −4
−7 10 −20

 ∼
3 5 0

0 13 −12
0 65 −60

 ∼
3 0 5

0 −12 13
0 −60 65


∼

3 0 5
0 12 −13
0 −60 65

 ∼
3 0 5

0 12 −13
0 0 0

 ∼ (3 0 5
0 12 −13

)
.

Tedy h = 2.
(4) Zjistěte hodnost následuj́ıćı matice 3 −1 3

−1 5 3
−2 3 1

 .

Zřejmě  3 −1 3
−1 5 3
−2 3 1

 ∼
3 −1 3

0 14 12
0 7 9

 ∼
3 −1 3

0 14 12
0 0 −6

 .

Tedy h = 3.
(5) Zjistěte hodnost následuj́ıćı matice

2 −2 3 1
1 2 1 3
3 0 4 4
1 2 3 1

 .
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Zřejmě
2 −2 3 1
1 2 1 3
3 0 4 4
1 2 3 1

 ∼


1 2 1 3
2 −2 3 1
3 0 4 4
1 2 3 1

 ∼


1 2 1 3
0 −6 1 −5
0 −6 1 −5
0 0 2 −2



∼


1 2 1 3
0 −6 1 −5
0 0 0 0
0 0 2 −2

 ∼
1 2 1 3

0 −6 1 −5
0 0 2 −2

 .

Tedy h = 3.
(6) Zjistěte hodnost následuj́ıćı matice

4 −1 2 1
−3 2 1 −1
5 −1 2 1
3 −1 1 1

 .

Zřejmě
4 −1 2 1
−3 2 1 −1
5 −1 2 1
3 −1 1 1

 ∼


1 4 −1 2
−1 −3 2 1
1 5 −1 2
1 3 −1 1

 ∼


1 4 −1 2
0 1 1 3
0 1 0 0
0 −1 0 −1



∼


1 4 −1 2
0 1 1 3
0 0 −1 −3
0 0 1 2

 ∼


1 4 −1 2
0 1 1 3
0 0 −1 −3
0 0 0 −1

 .

Tedy h = 4.
(7) Jak záviśı hodnost matice v závislosti na λ?(

5 −3
2 λ

)
.

Zřejmě (
5 −3
2 λ

)
∼
(

5 −3
0 6 + 5λ

)
.

Tedy

λ = −6

5
⇒ h = 1

λ 6= −6

5
⇒ h = 2.

.
(8) Jak záviśı hodnost matice v závislosti na λ?1 −1 1

1 −λ λ
2 −2 λ2 + 1

 .
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Zřejmě 1 −1 1
1 −λ λ
2 −2 λ2 + 1

 ∼
1 −1 1

0 1− λ λ− 1
0 0 λ2 − 1

 .

Tedy

λ = 1 ⇒ h = 1

λ = −1 ⇒ h = 2

λ /∈ {−1, 1} ⇒ h = 3.

.
(9) Vypočtěte(2 1 3

3 −1 −2

)1 2
3 1
2 1

+ 2

(
2 −1
2 2

)(3 −1
2 1

)
.

Zřejmě je(2 1 3
3 −1 −2

)1 2
3 1
2 1

+ 2

(
2 −1
2 2

)(3 −1
2 1

)

=

((
11 8
−4 3

)
+

(
4 −2
4 4

))(
3 −1
2 1

)
=

(
15 6
0 7

)(
3 −1
2 1

)
=

(
57 −9
14 7

)
.


