MATEMATIKA 1

ALES NEKVINDA

DIFERENCIALNI POCET

1. PREDNASKA

Oznacime jako na stiedni skole N, Z, Q, R a C postupné mnozinu pfirozenych, celych, racionalnich,
realnych a komplexnich ¢isel.

Rozsifend redlnd osa.

R* = RU{—o00} U {oc}. Plati:

VaeelR —00 < x < 00;

Vr>-—- T+ 00 = o0;

Vo < oo T — 00 = —00;
+ kud .
Joo pokud z < 0;

x
VzelR — =0.
x T

Supremum a infimum mnoziny.

Definice 1.1. Necht M C R*. Horni (resp. dolni) zdvorou mnoZiny M nazveme kazdé éislo c € R*,
pro které plati:

reM = x<c (resp. x > c).
Mnozina M je shora omezend, jestliZe existuje asporni jedna horni zdvora b tak, Ze b < co.

Mnozina M je zdola omezend, jestliZe existuje aspon jedna dolni zdvora b tak, Ze b > —oo.
MnozZina M je omezend, jestliZe je omezend shora i zdola.

Definice 1.2. Necht M C R*. Existuje-lic € M, c je horni (resp. dolni) zdvora M, pak ¢ = max M
(resp. min M ).

Definice 1.3. Necht M C R*. Jestlize c € R* je nejmensi horni zdvora M, nazgvdme ho supremem
M (piseme c =sup M ).
Jestlize d € R* je nejuétsi dolnd zdvora M, nazgvdme ho infimem M (piseme ¢ = inf M ).

Véta 1.4. Necht M C R*. Pak existuje sup M i inf M.
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Véta 1.5. Necht ¢ = max M. Pak c = sup M. Analogicky, necht ¢ = min M. Pak ¢ = inf M.

Ciselné posloupnosti.

Definice 1.6. Posloupnost je zobrazeni z N do R. Piseme ay,as,... misto a(l),a(2),....

Definice 1.7. Posloupnost {a,}22, se nazgvd

rostouct an < Qpy1;
klesagict Ap > Gny1;
neklesajict Gp < Qpta;
nerostouct Qp > Q1.

Vsem témto posloupnostem se 7ikd monoténni.

Definice 1.8. Posloupnost {a,}>2, se nazgvd

shora omezend, pokud existuje K < oo tak, Ze a, < K
zdola omezend, pokud existuje K > —oo tak, Ze a, > K;

omezend, pokud je shora omezend a zdola omezend.

Definice 1.9. Rikdme, Ze posloupnost {a,}2, md limitu a (piseme lima, = a), pokud eristuje
redlné c¢islo a takové, Ze

Ve>03neNVmeNm>n=|a, —a| <e).

Definice 1.10. Rikdme, Ze posloupnost {a,}°%, md limitu oo, pokud
VK>03neNVmeNm>n=a, > K).
Rikdme, Ze posloupnost {a,}5, md limitu oo, pokud

VK<03IneNVmeNm>n=a, <K).

Definice 1.11. Bud ddna posloupnost {a,}3>, a bud {ny}32, rostouci posloupnost piirozengch
¢isel. Potom posloupnost {by}7° |, kde by = a,, nazgvdme vybranou posloupnosti. Zkrdcené piseme
{a’nk}l?;l‘

Véta 1.12. Bud lima,, = a. Pak lim Gn, = a pro kaZdou vybranou posloupnost.

Definice 1.13. Posloupnosti, které maji redlnou limitu, se nazyvaji konvergentnimi. Ostatni se
nazyvaji divergentnimsi.

Véta 1.14. Kazdd konvergentni posloupnost je omezend.
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Véta 1.15. Kazdd monoténni posloupnost md (konecnou ¢i nekonecnou) limitu.

Véta 1.16. Z kazdé posloupnosti lze vybrat posloupnost, kterd md (koneénou ¢ nekoneénou) limitu.

Véty pro konkrétni vypocet limit.

Véta 1.17. Necht lima, = a, limb, = b. Nechi ® je jedno z ndsledujicich znamének: +, —, ., ..
Necht a ® b md smysl. Potom

lim(a, ®b,) =lima, ©limb, (=a®b).

Véta 1.18. Nechf lima,, = a, limb,, = b. Necht a® md smysl. Potom

lim(a’") = (lim a,, )™ (= a?).
lim |a,| = |al.
Véta 1.19. Necht a, < b, < ¢,. Nechtlima,, = d, lime, = d. Potom limb,, = d.
Dulezité limity.

Véta 1.20. Necht a > 0. Pak
lim ¥a = 1;

00 pokud a > 1;
. m 1 pokud a = 1;
lima™ =
pokud |a| < 1;

neexistuje,  pokud a < —1.
lim {/n = 1.

Pokud o € R, pak

o n

lim (14 2)" = e,

n
Diikaz. Dokazme lim {/n = 1. Ziejmé je lim {/n > 1 pro kazdé n. Existuji tedy &, > 0 takovd, ze
(1.1) Yn=1+¢,.
Umocnénim a uzitim binomické véty méame

n=1+e)"=14+MNen+ B er+ B es+...(Mep > (3)en

Uzijeme-li vztahu (%) = w, dostaneme tedy nerovnost
n(n—1
% 5?1 <n
a tedy
2
En <

n—1
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7 toho plyne
lime, =0
coz dava s (1.1) lim ¢/n = 1.

Zduavodnéme, ze pro « > 0 plati
(6% n
lim (1 + —) =e”.
n
n
Nejprve dokazme, Ze existuje limita lim (1 + %) . Polozme

1 n 1 n+1
an:<1+f), bn:(1+7) .
n n

Dokazeme, ze a,, je neklesajici a b, nerostouci. Vyjdeme ze zndmé nerovnosti mezi aritmetickym a

geometrickym pramérem. Pro pi,pa,...,pr > 0 plati
p1+p2+ -+ i
(1.2) pipa .. ok < ’ )
Uzijeme nerovnost (1.2) prok=n+1,p1=ps=---=p, =1+ %7pn+1 =1, dostaneme
n 1+ 3)+1
i1 (1+1> Sn(+n)+ _nglel 1
n n+1 n+1 n+1

Upravou mame

1\7 1 n+1
(1+3) =< (+759)
n n+1

coz je totéz jako a, < apt1. Tedy a, je vskutku neklesajici. Uzijme opét nerovnost (1.2) pro

k::n+2,p1:pgz---:pn:ﬁ,p,ﬁg:ladostaneme
+1
o 1 <1n+%+1_n+1_ 1
I+ 51~ n+2  n+2 1+ 257
coz dava

1 _ 1 (1 1\ n+1 o (1 1 \n+2
_ (T )
(14 2+t = (14 ) t2 n n+1
tedy b, > b,41 a posloupnost b, je vskutku klesajici.
Ziejmé je a, < b, < by = 4 a posloupnost a, je tedy shora omezend, neklesajici a md tedy limitu.
Oznacme ji e. Bud nyni @ > 0. Pak

tim (1 -+ %)n — lim {(1 + 1)(n/a)] e

n/a

Prakticky vypocet limit.

Priklad. Vypocitejte

Comt—=3n24+2n-1
lim

3n3 —6n+5
Resend.
A otk W 1-34+2Z -4 1-04+0-0 1
m = l1m = = = —.
3n® —6n+5 3-%+3 3-0+0 3
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Priklad. Vypocitejte
lim(vn +1—+/n) =0.

Resend.

lim(vi £ 1 — Vi) = lim(va £1 — vy YA L e VD

Vn+1+yn
g V=)WtV (Ve D - (Vi)?
ﬁf#f Vn+1+/n
i LI
:hmm_i_f \/ﬁ_’_\/f Oo—l—ooiooio'

Priklad. Vypodcitejte
3
R N
lim <7) .
n?+3

] n2 +1 n‘;’;l . 2 (n +3)#2’i3)
im (T=g) 7 =t (14 55)

n3—1

1-1/n3
I |:(1 N ) )(n2+3):| 5n3+15n i |:(1 N -9 (n2+3):| 5+15//n2
= lim = l11m - E——
n?+3 n? + 3)
— (672)1/5 — 672/5'

Priklad. Vypocitejte
14 (-1)"
Jim L2
2
. a vidime, Ze jde o posloupnost

0,1,0,1,0,....

Reseni. Dosadime n =1, 2,

Tato posloupnost nema limitu.
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2. PREDNASKA

Pojem redlné funkce.

Definice 2.1. Nechi M C R. Predpis f, ktery kazdému prvku x € M pritadi redlné éislo, nazjvdme
redlnou funkci rediné proménné (krdtce funkci). MnoZinu M nazgvdme definiénim oborem funkce f
a znacime tézZ D(f).

Zépis funkei.

f(z) =22, z € (—1,3);
fy=a% x € (—1,3);
f:l’—>$27 .’L‘€<—1,3>;

=

0 z je iraciondlni,
9(z) = RN
1 z je racionalni.

Graf funkce a obor hodnot.

Definice 2.2. Necht f: M — R je dand funkce. Potom mnoZinu bodi v roviné {[z, f(x)];x € M}
nazgvame grafem funkce a mnozinu {f(z);x € M} nazgvdme oborem hodnot.

Piiklad. Ddna funkce f(z) = 22,2 € (—=1,3). Pak D(f) = (—1,3), H(f) = (0,9) a grafem je cdst
paraboly.

Funkce monoténni, prosta, suda, lichd, peridocka.

Definice 2.3. Necht f : M — R je dand funkce. Rikdme, Ze funkce f je
(i) rostouct (klesajici, nerostouct, neklesajict), pokud proV x,y € M plati:

v <y= flx) < fly) (f(x)> fy), f(@) = f(y), f(x) < f(y));
(ii) prostd, pokud pro ¥V z,y € M plati:

v#y= flz) # f(y)
(iii) sudd (lichd), pokud pro ¥V x € M plati:
f(=z) = f(2) (f(-z) = —f(2));
(iv) periodickd, pokud existuje p # 0 tak, Ze pro¥ x € M plati:

flz+p) = f(o).

Priklady. Funkce f(z) =2*, x € [0,00) je rostouct,
funkce f(x) = :c , & € [—00, ] je klesajici,

funkce f(x) = x , & € (—00,00) je sudd,

funkce f(x) = 23, x € (—00,00) je lichd,

funkece f(x) =sinz, x € (—oo,00) je periodickd.
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Lokalni extrémy funkce.

Definice 2.4. Nechf f : M — R je dand funkce a xo € M. Jestlize existuje X > 0 tak, Ze
fl@) < (<,>2,>) f(zg) pro viechna x € (xg— A, z0) U (x0,x0 + A),

fikdme, Ze f md v xg lokdlni mazimum (ostré lokdlni mazimum, lokdlni minimum, ostré lokdlni
minimum,).

Funkce slozena.

Definice 2.5. Necht f : M — R a g : H(f) — R jsou dané funkce. Potom funkci h : M — R
definovanou predpisem h(x) = g(f(x)) nazgvime funkci sloZenou, funkci f nazgvdme funkci vniting
a funkci g funkci vnéjsi.

Priklady. Ddny funkce f(z) = 2°, x € [~00,00) a g(z) = e”, x € [~00,00). Pak
flg(x) = (g9(x)) = (¢")® = &**
9(f(2)) = F@ = *°,

Jednd se o dvé naprosto odlisné funkce.

Funkce inverzni.

Definice 2.6. Nechi f : D(f) — H(f) je prostd. Bud g : H(f) — D(f) takovd, ze g(f(z)) = z pro
Vo € M. Pak funkci g nazijvdme funkci inverzni k f a znacéime f=1.

Piiklad. Ddna funkce f(x) = 2%, € [0,00). Tato funkce je rostouci, tedy prostd, navic D(f) =
[0,00) a H(f) = [0,00). Ewistuje tedy inverzni f=1 a vypoéitd se takto:
danda funkce se dd psdt ve tvaru

y = a2

Prohodime x a y a vypocéteme y. To ndm dd formulku pro inverzni funkci.
r=y=y=vr=ft2) =V
Lze snadno ovérit, ze f(f~1(x)) =z pro x € D(f~1) = H(f) a f~1(f(x)) =z pro x € D(f).

Limita funkce.
Definice 2.7. Bud ¢ € R*. Oznacme pro v > 0 redukované okoli bodu ¢
(c—rc)U(c,c+r) ...ceR;
P(c) = (%,00) co.C = 00

(—o0,—1) ...Cc= —00.

Oznaéme jesté P (c) = P.(c)N{x; z > c} a P7(c) = P.(¢) N{x; x < c}.
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Definice 2.8. Nechi f : M — R a necht M obsahuje néjaké redukované okoli P.(c) (P (c), P (c))
bodu c. Rikdme, Ze

lim f(z) =a (lim f(z)=a, lim f(z)=a)

T—c T—cy T—c_
pokud
Tp € Pe(c) (PF(c), P7(c)) Az — c= f(z,) — a.

T T

Jind definice limity.
Definice 2.9. Nechi f : M — R a necht M obsahuje néjaké redukované okoli Py(c) bodu c. Rikdme,
ze
lim f(z) =a

Tr—cC
pokud
Ve>030>0Ve e M (O<|z—c<d=|f(z)—al<e).

Véta 2.10. Obé definice ddvaji totéz.

Spojitost funkce.

Definice 2.11. Budc € R, f: M — R a ¢ € M. Rikime, e funkce f je spojitd (zprava spojitd,
zleva spojitd) v bodé ¢, pokud

lim f(z) (lim f(z), lm f(z))= f(c).

T—cC z—ct T—c~

Jind definice spojitosti.

Definice 2.12. Necht f : M — R a necht M obsahuje néjaké neredukované okoli (c—\,c+ ) bodu
¢, kde \ je né&jaké kladné c¢islo. Rikdme, Ze f je spojitd v bodé ¢ pokud

Ve>030>0Ve e M (Jx—c <d=|f(z)— flc)] <e).

Véta 2.13. Obé definice davaji totéz.

Véty pro konkrétni vypocet limit.

Véta 2.14. Bud © jedna z operaci +, —, ., : . Pak
lim f(2) © g(x) = lim f(2) © lim g()

Tr—c

lim |f(2)| = | lim f(z)],

r—c xr—rc
pokud limity vpravo existuji.

Véta 2.15. Bud
lim f(x) = a, lim g(z) =b.
r—c r—a

Necht je splnén aspori jeden z ndsledujicich predpokladii:
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(i) g je spojitd v bodé a;
(ii) existuje redukované okoli bodu c tak, Ze pro ¥Yx € P(c) je f(x) # a.
Pak
lim g(f(z)) = b.

r—c

Elementérni funkce.

Piedpoklddame znalost funkei 2%, a”, e*, log, x, In x, cos x, sin x, tan x, cotg x.
Nyni si definujme inverzni funkce k funkcim cosx, sinz, tanz, cotg x, jsou to po fadé arccosx,
arcsin z, arctan z, arccotgx (Podrobnosti viz ”"Budinsky, Charvat: Matematika I, str. 2317).

Funkce arcsin z a arccos .

Vezmeme interval [—7, 7] a na ném funkci sin. K ni inverzni ozna¢me arcsin. Vezmeme interval

[0, 7] a na ném funkeci cos. K nf inverzni oznac¢me arccos. Jejich grafy vidite na obrdzcich 7?7 a 1.

351

2.5}

o

15}

y=arccos X

0.5}

OBRAZEK 1
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Z obou grafa vidime zakladni vlastnosti:

D(arcsin) = D(arccos) = [—1,1], H(arcsin) = [—g, g], ‘H(arccos) = [0, 7]
arcsin(0) = 0, arcsin(—1) = —g, arcsin(1l) = g, arcsin je funkce rostouci a lichd

arccos(0) = g, arccos(—1) = 7, arcsin(1) = 0, arccos je funkce klesajici

. ™
arcsin r + arccos r = 5 T € [-1,1].

Vezmeme interval (=7, %) a na ném funkci tan. K nf inverzni oznac¢me arctan. Nyni vezmeme
interval (0, 7) a na ném funkei cotg. K nf inverzn{ ozna¢me arccotg. Jejich grafy vidite na obrézcich

2a 3.

ro =

Ir y=arctan x

NCY ES

OBRAZEK 2
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i y=arccoty X

OBRAZEK 3

Z obou grafa vidime zakladni vlastnosti:

D(arctan) = D(arccotg ) = R, H(arctan) = (—g, g), H(arccotg ) = (0, )
arctan(0) = 0, lim arctanz = g, lim arctanx = —g, arctan je funkce rostouci a licha
Tr—r0o0 Tr— —00

arccotg (0) = g7 wlirr;o arccotgx = 0, wgrzloo arccotgxz = 7, arccotg je funkce klesajici

arctan x + arccotgx = r €R.

53

Dilezité limity.
sinx e —1 . Inz

lim 1, lim =
z—0 I x—0 x z—=1x —1
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Prakticky vypocet limit—piiklady.

Priklad. Vypocitejte
) 22+ -6
lim ————.
22 12 + 4o — 12
Resent.
. P4z —6 . (@=2)(x+3) . z+3 5
lim ———— = lim ——————= =—.
s—2x2 +40—12 52 (x—2)(x+6) s—2x+6 8

Priiklad. Vypocitejte

; 2 _1_
xhﬁngox( 22 —1-1x).

Regend.
Va2 —14+z
limz (V22 —-1—2)=limz (V22 -1—2)—m—n——
v/ )= lim = (V P
(Va2 —1—-2)(Va? —-1+1) . -1

= lim x = lim ¥ ————
T—00 Va2 —1+z zoo0  \/x?2 —1+4x
. —T . -1 1

—hmi_'hmg - _

sin 5x

im — .
z—0 sin 3x

Resend.
. : sin 3z
sin 5x I soz 5 5 ili% 3 5
im — = lim — STy e = o
t=0sin3x z—o0 03z 3 3 |y sindz 3
3z 70 3z
Priklad. Vypocitejte
) eQx _ e3x
lim -
z—0 sinx
Resend.
) eQr_eZSz ) eZm_1+1_631 ) e2z_1 ) eSm_l
lim ——— = lim - = lim — — lim —
z—0 sinz z—0 sinx z—0 sinx z—0 sinx
e _1 g e 1 oz
=2 lim - — 3 lim -
z—0 2% sinx z—=0 3z sin x
. 2x . 3z _
hr% < 2z hH%) < 3x :
:230: sinx _3Zr sin x =2-3=-1
im 32 im 32E

x—0 z—0
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3. PREDNASKA

Véty o spojitych funkcich.

Definice 3.1. Nechi I je interval (uzavieny, polouzavieny, otevieny) a f : I — R je funkce. Rikdme,
Ze f je spojitd, pokud je spojitd v kazdém bodé x € I (pokud je interval uzavieny nebo polouzavieny,
jednd se o jednostrannou spojitost v krajnich bodech).

Véta 3.2 (O nabyvan{ maxima a minima). Nechf f : (a,b) — R je spojitd. Pak existuji body
a<vy,z <b tak, Ze pro kazdé x € {(a,b) plati:

fly) < fl) < f(2).

Véta 3.3 (O piekroceni feky). Necht f : (a,b) — R je spojitd a f(a)f(b) < 0. Pak existujea <z <b
tak, ze f(x) = 0.

Derivace funkce.

Definice 3.4. Necht f je dand funkce definovand v néjakém okoli (c — 8,c + 6). Rikdme, Ze funkce
f ma v bodé ¢ derivaci (znacime f'(c)), pokud

F0) =t LT =IO

h—0 h €R.

Viz obrazek 4.

Véta 3.5. Necht existuje f'(c). Potom funkce f je spojitd v c.

Znaéeni. Nechi y = f(x). Pak derivaci znacime:

dy df d
! ! - = 7
y ) f ) dX ) dX ) dX f‘

Véta 3.6. Necht existuje f'(c), g'(c). Potom
(i) (kf)'(c) = kf'(c);
(i) (f +9)'(c) = f'(c) £ g'(c);

(iii) (fg)'(c) = f'(c)g(c) + f(c)g'(c);

(iv) (£)'(e) = LOIDIOIE | potug g(c) £ 0.

g g2

Véta 3.7. Necht f, g jsou dvé funkce a necht existuji g'(c), f'(g(c)). Pak

!/

(fog)(e)=" [flg(e))] 7 = f'(g(c))g (0)-
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2 —
y
1.5F
1r ///
f(c+h)-f(c)
05 0]
h
0 c c+h X
-0.51
y=f(x
_1 1 1 1 1 1 1 1 J
-0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4
X
OBRAZEK 4

Véta 3.8. Bud f spojitd a ryze monoténni na (a,b) acé€ (a,b). Bud g inverzni funkce k f a oznac

d= f(c). Pak

Vzorce pro derivovani.
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=0
=1

(z*) =az* ' >0, a€R
(z") =nz"' z€R, n€Z, n>0

(") =nz" ' zeR\{0}, n€Z, n<0

8

1
(sinx) = cosz (arcsinz)’ = N
-z
1
(cosz) = —sinz (arccosz) = ———
V1—a?
1
r_ r_
(tgx)' = p—p (arctg ) T2
1 1
r_ r___
(cotgx) = 7. (arccotg x) 22
1
(") = (e") (Inz) = =
x
, , 1
(@*) =a"Ina (log, ) = e

Prakticky vypocet derivaci.

Piiklad. Vypoctete
(22% + 3z — 6)’.

Resend.

(22% + 32z — 6) = (22%) + (3z) — (6) =2(2*) +3(x) —0=2.2x+3 =4z +3.

Priklad. Vypocteéte
(e”sinx)’.

Resend.

(e sinx) = (”) sinz + e*(sinz) = e”sinx + e” cosx = e”(sinz + cos x).
Priiklad. Vypoctéte
( T +sinz )’
e* —cosx/

( x+sinz )’ _ (z+sinz)(e® — cosx) — (x + sinz)(e” — cosx)’
= 2

Resend.

(e — cosx)
(14 cosz)(e® —cosz) — (x + sinz)(e® + sinx)

(e* — cosx)?

e? —cosx

15
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Priklad. Vypoctete
(sin3z)".
Regeni.

(sin3z) = cos 3z(3z) = cos 3x.3 = 3 cos 3z.

Priklad. Vypoctete
(el’Q —l‘)/ .

Resend.

Priiklad. Vypoctéte
(32w)/ )
Resent.

(327) = 32" In3(2z) = 2 3** In 3.

Priklad. Vypoctete
(sin(z?))’.
Resend.

(sin(2?)) = cos(x?)(z?)" = cos(z?) 2z.

Priklad. Vypoctete
(sin2 x).
Regend.

(sin? z)’ = 2sinz(sinz)’ = 2sinz cos z.

Priklad. Vypocteéte
(cos*(3z + 5))’.
Resent.
(cos?(3z + 5))" = 2cos(3x + 5)(cos(3x + 5))’
= 2co0s(3z + 5)(—sin(3z + 5))(3z + 5)" = 2 cos(3x + 5)(—sin(3z + 5)) 3
= —6cos(3z + 5) sin(3z + 5).

Priklad. Vypoctete
(In(z + V1 + 22))".
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Regen.
1
In(z+vV1+22) = ———(z+ V1 + z2)
(Inf ) x+m( )
1 1 1
7714» 1+I21/2/:7(1+*1+I271/2 1+ZL'2,>
crvir e e = e (e )
1 1 1 T
:71+71+z271/22x): (1+ )
Jc—|—\/1—|—x2( 2( ) x4+ V1422 V1 + 22
_ 1 (\/1+x2+x)_ 1
rH+V1I+22\ V1422 V1Fa?
O

Derivace zprava a zleva.

Definice 3.9. Nechi f je dand funkce definovand v néjakém pravém (resp. levém)okoli (c,c + §)
(resp. (c—0d,c)). Rikdme, Ze funkce f md v bodé c derivaci zprava (resp. zleva),znacime f! (c) (resp.

fL(c)), pokud

file) = hlllgl w €R (resp. f'(c)= lim fleth) - ()

h—0_ h

€R)

Nekonecéné derivace.

Definice 3.10. Nechi f je dand funkce definovand v néjakém okoli (c—§,c+0) Rikdme, e funkce
f md v bodé ¢ deriwaci rovnou nekonecénu (minus nekonecnu), pokud
_fleth)—flo)
fiy S = oo (),
Analogicky bychom definovali jednostranné nekoneéné derivace.
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4. PREDNASKA

Fyzikaln{ vyznam prvni a druhé derivace

Pozorujme pohyb hmotného bodu po piimce. Zvolme na této piimce pocatek, tj. bod s nulovou
soufadnici. Pohyb tohoto hmotného bodu je popsan funkci polohy v zavislosti na case, tj. matem-
aticky néjakou funkei s(t). Pismeno t znamend ¢as a s(t) je soufadnice daného hmotného bodu v
case t. Zjistéme okamzitou rychlost a okamzité zrychleni hmotného bodu v case t.

Nejprve rychlost. To udéldme tak, ze sledujeme priamérnou rychlost v ¢asovém intervalu (¢, t+At).
Oznacme ji vat(t). Vzdalenost, kam se dostane bod v ¢ase ¢, je x(t), a podobné vzdélenost, kam se
dostane bod v case t + At, je s(t + At), viz obrdzek 5.

1 —
0 ‘ —
0 s(t) s(t+ At) t
-1 Il Il Il Il Il Il
-2 0 2 4 6 8
OBRAZEK 5

Ze zakladniho kurzu fyziky vime, ze
s(t+ At) — s(t)
At
Je celkem pfirozené definovat nyni okamzitou rychlost v(t) predpisem
. os(t+ At) — s(t)
olt) = lim =
Tento vyraz je definice derivace funkce s v bodé t, tj.

v(t) = §'(t).
Rikame, ze rychlost je derivaci drahy podle ¢asu.
Analogicky zavedeme

VAt (t) =

a tikame, ze zrychleni je derivaci rychlosti podle ¢asu nebo druhou derivaci drahy podle casu.

Piiklad. Za jak dlouho spadne z vysky h pustény kimen na zem?

Reseni. Piedpoklddejme, Ze v néjakém case t ma téleso vysku h(t), to je jeho vzdélenost od
povrchu zemé v Case t. Pusob i na néj sfla F' o velikosti mg. Jeji znaménko je ale minus diky jeji
orientaci, viz obréazek 6.

Uzitim Newtonova pohybového zadkona méame

mh” (t) = —mg, h(0) =h, K'(0) =0
7 toho dostaneme

1
h'(t)=—g=Nh({t)=—gt+c1 = h(t) = —ggt2 + 1t + ca.
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1 -
F=—mg
0 : :
Lelll o ) h
-1 1 1 1 1 1
-2 0 2 4 6 8
OBRAZEK 6

Z hodnot h(0) = h, h'(0) = 0 vypocteme ¢; = 0, ¢y = h a dostaneme
1, [2h

Diferencidl funkce

Pocitame-li pribliznou hodnotu funkce f v bodé ¢+ h pro "mald” h, muzeme aproximovat funkci
f jeji tecnou (tj. linedrn{ funkef I(z) = f(c) + f'(c)x) a spocist hodnotu I(c + h). Tedy

fle+h) = f(e) + f'(c)h.

VVVVVV

Definice 4.1. Necht ezistuje f'(c). Potom zobrazeni h — D.f(h) := f'(c)h se nazjvd diferencidlem
funkce f v bodé c.

Piiklad. Spoctéte priblizné bez pomoci kalkulacky hodnotu +/101.

Resgend.
1

V101 = 10 1+0.01:‘ ?(z?

1
! =10(f(c) + D.f(h)) = 10(1 + 3 0.01) = 10.05
Presnd hodnota je 10.0499. ..

.01
—Vz
(]

Véta 4.2 (Lagrangeova véta). Necht a < b, f: (a,b) — R je spojitd funkce a necht existuje f'(c)
pro kazdé ¢ € (a,b). Potom existuje € € (a,b) tak, Ze

Véta 4.3. Nechf a < b, f: (a,b) — R a necht f'(c) > 0 (>0, <0, <0) pro kazdé c € (a,b).
Potom funkce f je rostouci (neklesajici , klesajict , nerostouci ) v (a,b).

Definice 4.4. Rikdme, Ze funkce f md lokdini minimum, (ostré lokdlni minimum, lokdini mazimum,
ostré lokdlni maximum) v bodé ¢, pokud existuje 6 > 0 tak,Ze

f(x) > fle) (>,<,<) pro vsechna x € (¢ —d,¢c+ 9).
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2

Piiklad. Vysetrete, v ktergch intervalech je funkce f(x) = x?e™ rostouct a v kterych klesagici.

Regend. Spoctéme derivaci f. Z&mé je
f'(x) = 22e® + 2%e® = " (2 + 2?).
Resme nerovnici
e’ (2z + 2%) > 0.
Protoze e* > 0 pro kazdé x, staci vytesit nerovnici
2z + 22 > 0.
Nulové body jsou © = 0 a * = —2. ReSeni nerovnice je tedy = € (—o0,—2) U (0,00). V kazdém

z téchto intervalu je proto f rostouci. Analogickym postupem zjistime, ze je klesajici v intervalu
(—2,0). V bodé —2 je tedy lokdlni maximum a v bodé 0 je lokdlni minimum.

O

Véta 4.5 (Cauchyova véta). Necht a <b, f, g: (a,b) — R jsou spojité funkce, necht existuje f,
g' v intervalu (a,b) a ¢'(c) # 0 pro kaZdé c € (a,b). Potom existuje & € (a,b) tak, Ze

&) _ 1) - 1@

g€ g(b) —g(a)

Véta 4.6 (L’Hospitalovo pravidlo). Nechi ¢ € R* a nechi lim f(z) = lim g(xz) = 0 nebo

. Tr—cC xr—rc
lim f(x) = lim g(z) = co. Necht existuje
r—c r—c
@)
v g ()’
Pak existuje i
!
lim 1 (@) a navic lim M = lim / (x)
z—cC g(gj) T—c g(x) z—c g’(gj)
Totéz plati pro jednostranné limity.
Piiklad. Vypoctete
. x—sinz
lim
z—0 3
Resent.
i £ Snr 0, ~ lim 1—coszx
x—0 xd 0 x—0 31’2
_”0”_1, sinz 0, cosx 1
T 0 06z 0 as0 66
O
Priiklad. Vypoctéte
e — 1

im ——.
z—0 cosT — 1
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Resend.
emz -1 5 0 9 . 2I6m2 ) 0 5
im —=" -7 = lim - =7 —
z—0 cosx — 1 0 z—0 —sinx 0
. 2e””2 + 4:026“’2
lim ——— = —-2.
z—0 —CoSxT
O
Piiklad. Vypocteéte
223 — 422 +6x—9
lim
z—oo 334422 —6
Regend.
203 — 42+ 62 —9 00 . 622—8x+6 00
lim =7 227 — lim —_n = »
z—oo 33 4422 —6 00 z—oo 972 4 8z 00
122 -8 oo, 12 12 2
= im —— = —_— = 1m — = — = —.
z—o00 18x + 8 0 z—o00 18 18 3
O
Priklad. Vypoctete
lim zlnz.
z—04
Regend.
1
lim zlnz =" (—00).0” = lim g =» 2
rz—04 z—04 b o0
1
= lim —%- = lim —z=0.
z—04 -2z z—04
O
Priiklad. Vypoctéte
lim Inzln(l — z).
r—1_
Regend.
In(1 — o __1
lim Inzln(l —2)="0 (—c0) ” = lim n( I 7) R lim Twl
rx—1_ r—1_ —_ —00 rz—1_ — 5 =
nx In“z «
In? 1 In? 0 2Inz 1
— lim —— lim T = lim —— =" =" = lim = .
z—1_ 1 —x z—1_ z z—1_1—2x 0 z—1_ —1
O
Priklad. Vypocteéte
lim xsinx
QL'—>0+
Regend.
lim xsinx ) 00 ? — lim elngc sinz _ ezi%l Inz sinz _» e(—oo) 0 »
m—>0+ :E—>O+ ’

Staci tedy vypocitat

lim Inz sinzx.
z—04



22 ALES NEKVINDA

—00

o

=0.

”

Ziejme je
|
lim Inz sinez =" (—00) 0” = lim % =7
ZEA)0+ I‘)O+ g
1 .2
= S 1
= lim —*——=— lim ML im
=04 o7 CcCOS z—04 €T z—04 COST
—  lim sin x _ 0, — lim 2sinz cosx
:E*)O+ i 0 1%04, ]_
Puvodni limita je tedy
. lim Inz sinz
lim ™% =" 7%+ =e¥ =1.
I*}O.;.
Piiklad. Vypocteéte
. T+ 3.\ 2245
lim ( ) .
x—o0 x4+ 1
Resent.
3.9
lim (x+ >21+5 _ o po0
z—oo “x + 1
= lim e(2$+5) In sz — GTILTX;O(2$+5) In :1215 — " o™ 0 »
$%0+ ’
Staci tedy vypocitat
x+3
lim (2 +5) In +
Ziejme je
z+3 In zt3
lim (224 5) In 12 v %00” = lim —tl =
z+1 xz+1—(x+3)
a3 @r? . (22 +5)2 , 00
= lim — 5 = lim m — -
T—00 TS z—oo 4 + 4o + o0
4(2 5 8
g HZEED) 20 g 8y
Puvodni limita je tedy
lim (x + 3)2m+5 _ o lim (2245) In 5 o
Piiklad. Vypocteéte
. 1 1
lim ( — —)
z—»1\z—1 Inx
Resent.

. 1 1 N w . nz—(r—-1)
hm( ——)z ©o—00”=lim — =
z>1\z—1 Inzx z=>1 (zr—1)Inz

1 1
= —1 0 —=5 1
=lim —*———= =" " =lim 5 IQI =——.
x—1 lnx—|—T 0 x—1 ;{—? 2
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5. PREDNASKA

Konvexita a konkavita funkce

Definice 5.1. Nechf funkce f je definovand v intervalu J. Potom vikdme, Ze f je konvexni (ryze
konvexni , konkavni , ryze konkdvni) v J, pokud plati implikace

1 <$2<$3$M§ (<, >, >) M
T2 =1 T3 — X1

Véta 5.2. Nechi funkce f je definovand v intervalu J a necht f"' > 0 (>, <, <) v J, pak f je
konvexni (ryze konvexni , konkdvni , ryze konkdvni) v J.

Poznamka. Jestlize v néjakém bodé ¢ prechdzi graf funkce f z jedné strany teény na druhou,
nazyvdme bod c inflexnim bodem funkce f.

Presnéji to rika nasledujici definice.
Definice 5.3. Nechi funkce f je definovand v intervalu (xo — 8,20 + 0) a nechi existuje f'(zo).
Polozme

R(@) = (@) = (f(@0) ~ f'(w0)(@ — 0) )

Rikdme, Ze funkce f md v bodé xq inflexni bod, pokud existuje 0 < X\ < & takové, Ze plati ndsledugici
vijrok:

R(z) >0 pro x € (zg,z0 + A\) A R(z) <0 pro x € (xg — A, o)
nebo
R(z) <0 pro x € (xg,z0 + A\) AR(z) >0 pro x € (xg — A, xp)-

Nésledujici véta ndm dava postacujici podminku pro existanci inflexniho bodu.

Véta 5.4. Nechi funkce f je definovand v intervalu (zo— 6, xo+08) a necht f"(xo) =0 a " (xq) # 0.
Pak funkce f md v bodé xq inflexni bod.

Asymptoty grafu funkce

Definice 5.5. Rikdme, Ze funkce f md asymptotu v oo, pokud existuji redind ¢isla k,q takovd, Ze
lim (f(z) —kx —¢q) =0.

Tr—r00

Analogicky v —oo.

Vypocet asymptot grafu funkce

Necht funkce f ma asymtotu v co. Pak
k= lim L@
r—o00 I

g= lim (f(x) — kx), kde k je vypocteno vyse.

Tr—00

Analogicky v —oo.
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Prubéh funkce

Necht funkce f je dand predpisem. Pritbéh funkce znamend vysetfit

) D(f);

(1
(2) sud4, lich4, periodick;

(3) limity v krajnich bodech D(f);

(4) intervaly monotonie a lokéln{ extrémy;

(5) intervaly konvexity, konkdvity a inflexn{ body;
(6) asymptoty;

(7) H(f).

Piiklad. Vysetiete pribéh funkce f(x) = zel/®.
Resent.

(1) D(f) = R\ {0}

(2) ani jedno;

(3) lim ze'/* =00 .el/* =00.e’=00.1=00

r—0o0
lim ze'/* = (—o0) . e/(=) = (—00) . e = (—00) . 1 = —o0,
T——00
lim xel/*=0.e/%- =0.e7°=0.0=0,
z—0_
lir(r)l zel/® =0 . e/%% =0.e® =0.00= "neurdity vyraz’, tedy uzijeme
x—04

L’Hospitalova pravidla a dostaneme

. _l/e

lim ze!/® = lim ell// = lim “’2? = lim e!/% = el/0+ = ™ = 0.
z—04 z—04 z—04 Y3 z—04

(4) f’(x) = el/z _ ; 1/x _ x;lel/m'
Nulové body jsou 0, 1.
x € (—00,0), pak f'(z) > 0 a tedy funkce f je rostouct;
€ (0,1), pak f'(x) < 0 a tedy funkce f je klesajic;
€ (1,00), pak f'(x) > 0 a tedy funkce f je rostouci.
V 2 =1 je tedy lokdlni minimum f(1) =e.
(5) f”(x) _ _m%el/m _ (_x%el/m + %(_fg)el/w) _ %el/w.
Nulovy bod je 0.
x € (—00,0), pak f”(z) < 0 a tedy funkce f je konkavni;
€ (0,00), pak f”(x) > 0 a tedy funkce f je konvexni.
(6) Asymptoty v £oo.

koo = lim e'/* =el/>® =¢0 =1,
Tr—r0o0
koo = lim el/* =el/=20 =0 =1,
Tr—r—0o0
Diéle ,

. . 1/ _ . Y_
foo = lim ze'/* —z = lim ¢ 7 L= Jim <=L =1;
T—00 r—00 z y—0y Y

. 1/@ _ . y_
Qo0 = hm zel/* —z = lim 5 L= Jim <L =1.
—0o0 T——00 /x y—0 Y

Funkce f ma tedy stejnou asymptotu v oo a v —co. Je to piimka y = x + 1.
(7) H(f) = (_OO,O) U <ev OO)

Graf je na obrazku 7.
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5 -
Y
4t
3t
2t
e
1t :
0 1 X
-1t .
ot
-3t Y=z el/w
-4
-5 -
-5 0 5
OBRAZEK 7
Priklad. Vysetrete prubeh funkce f(x) = arcsin x%—il
Resent.
(1) Musime vyfesit nerovnosti
1< 2o
SEF s

Protoze 2 + 1 > 0, 1ze dané nerovnice vynasobit vyrazem z? + 1 a mime
—(*+ 1) <2<t +1 & —(z+1)2<0 A 0<Z (v —1)%

Toto plati pro kazdé redlné x a tedy D(f) = R.
(2) Protoze Ig—il je lichd funkce a arcsinz je také lichd funkee, je f(z) = arcsinzf—il také licha
funkce. Sudé ani periodicka neni.
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. . 23/- _ . . 2$ _ . _ .
(3) xlgrolo arcsin 377 = arcsin (xlggo 7m2+1) = arcsin 0 = 0;
IEIPOQ arcsin xfj_l = 0 protoze f je licha,
f(0) =0.
(4) f'(x) = 1 2e*+1) 2w 2w _ 1 222 _ 1 220> _ 1 2(1-a?) _
Ji-GEr R - ez (27417 whtar2i1_ae? (#7417 @2-p2 (@*+1)?
2241 @2+1)2 (@2+1)2 @2+1)2
(z241) 2(1—2%) _ 2 1—22
|22 =1 (z241)2 = 22+1 |z2-1]"

Staci uvazovat funkei jen v intervalu (0, 00) (je lichd). Nulovy bod je 1.
€ (0,1), pak f'(x) > 0 a tedy funkce f je rostouci;

x € (1,00), pak f/'(z) < 0 a tedy funkce f je klesajicf;

V 2 =1 je tedy lokdlni maximum f(1) = 7/2.

Zajimava situace je s derivaci v bodé 1. Ziejmé je

2 1— 22
! _ : ! _ ; — _ (— = —
f+(1)_1§?+f(x)_x£%1+ 22 +1 |22 — 1] sl x2+1( b !
a
2 1— 22 2
!/ _ : / _ : — 1 P =
f2() = lim fi(z) = lim 212 1] esloq mo =1

Funkce ma tedy v bodé 1 "hrot ve tvaru stfechy”.
(5) Zfejmé je
x%—l pro z € (0,1),
pro z € (1,00)

a tedy

4z

4z
£(z) = @4z pro z € (0,1),
W pro x € (1,00)

x € (0,1), pak f”(x) < 0 a tedy funkce f je konkdvni;
x € (1,00), pak f”(x) > 0 a tedy funkce f je konvexni.
Uvédomme si, ze v intervalu (—1,0) je f konvexni (to plyne z toho, ze je lichd a konkdvn{ v
(0,1)) a tedy ma v bodé 0 inflexni bod.
(6) Asymptoty v +oo.
Protoze Ilin;o f(@)=0a f jelich4, je asymptotou v oo piimka y = 0.

(7) H(f) = (-5, %)
Graf je na obrazku 8. Vsimnéte si bodu 1 a —1, ve kterych jsou te¢ny zleva a zprava namalovany
carkovane.
O

Hled4ni lokdlnich extrému funkce

Véta 5.6. Necht funkce f je definovand v néjakém okoli bodu ¢ € R. Nechi f'(c) = 0 a existuje
f’(c). Je-li f"(¢) > 0 pak ¢ je bodem lokdlniho minima funkce f. Je-li f"(c) < 0 pak ¢ je bodem
lokdlntho mazima funkce f. Je-li f"(c) =0 pak nemuZeme nic 7ici.

Priklad. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x) = 223 — 922 + 122 — 7.
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y
2 L
u 2
2 y =asin
1r / \
/ \
\ -1 /| \ .
0 A N Y X
\ , 1 \
\ /
-1F \ 4
s
2
_2 L
-5 0 5
OBRAZEK 8

N

a7

eseni. Ziejmeé je

f'(z) = 62% — 18z + 12,

F(x) = 122 — 18.
Vyfesme rovnici f/'(z) = 0. Snadno najdeme

2 —3x+2=0& z=1V z=2.
Dale je
f'(1) = -6, f"(2) =6.

Funkce f mé tedy v bodé 1 lokdlni maximum f(1) = —2 a v bodé 2 lokdlni{ minimum f(2) = —3.

O
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6. PREDNASKA

Globalni extrémy na intervalu

Ukol. Je ddna spojitd funkce f na intervalu (otevieném, polouzavieném ¢&i uzavieném) s krajnimi
body a,b. Najdéte jeji maximum a minimum.

Resend. V piipadé uzavieného intervalu. Vime, Ze spojitd funkce na uzavieném intervalu nabyva
maxima i minima. Zakladni fakt je, ze pokud v bodé ¢ nabyva funkce f globalniho extrému, nabyva
tam funkce f i lokalntho extrému. V kterych bodech muze byt lokdlni extrém?
1. f'(z) =0prox € (a,b)...x1,22,...,2Tp;
2. f'(z) neexistuje pro x € (a,d) ... Tp11,Tnt2,- .- Tm;
3. body a,b.

Nyni vybereme z ¢isel

f(xl);f(332), .- "f(xm)vf(a)a f(b)

nejvétsi a nejmensi hodnotu.

Piiklad. Dané kouli o poloméru r vepiste vdlec mazimdlniho objemu.

Reseni. Ozna¢me polomér vélce x. Viz obréazek 9.

Vr2 — 2

OBRAZEK 9

Pak polovina vysky je vr2 — a2 a celkovy objem V(x) je

V(z) = 2na®\/r?2 — 2.
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Z geometrického hlediska je jasné, ze x € (0,7). Spocteme derivaci V.

— 2
V'(x) = dwz/r2 — 22 + 272’ < ke (2(r* — 2%) — 2?)

VrZ — g2 B VrZ — g2
2rx

= 7 (2r2 - 3x2).

r2 — g

Derivace existuje v kazdém bodé x € (0,r), tedy body typu 2. odpadaji.
Body typu 1.
2 2
L(2r273$2) =0 2r? - 32° O@zr\/7.
2 — 12 3
Méme tedy tii podezielé body z extrému, O,r\/g,r. Ziejme je V(0) = V(r) = 0 (to je vidét i

geometricky) a maximum je tedy v bodé x = r\/g .

Nékdy dand funkce neni definovana na uzavieném intervalu, ale napf. na otevieném.

Véta 6.1. Necht a,b € R*,a < b, funkce f je spojitd na (a,b), lim f(x) = liril f(x) =oc0. Pak f
r—0_

Cl)*)a+

md minimum v (a,b).

Piiklad. Necht A = [a,b] je bod proniho kvadrantu. Kterd z primek jdouci bodem A vytne v pronim
kvadrantu nejkratsi usek?

Reseni. Oznacme [a 4 x,0] a [0,b 4 y] priseciky néjaké pifmky jdouci bodem A s osami. Viz
obrazek 10.

Pak
b
ngimy:ab.
a x

Tedy
bA 2
d(z) =1/a? + (a—) + Vb2 422 = (1+ g)\/szr:BQ.
x x
Evidentné z € (0, 00). Zrejmé

lim d(z) = lim (1 + %)m —

z—04 z—04

(1+%>1/b2+03_:(1+oo)\/b2+0:oob:oo

lim d(a) = lim (1+5)vi2+22 =

Tr— 00 Tr—00

(1-!—%)\/132—1—002 = (14 0)+/oo = oc.
Pocitejme derivaci.

o) = — % Jp2 4 2 a v
d(z)= xQVb +x +(1+x) et
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b+y

@t

OBRAZEK 10

Jelikoz d’(z) existuje pro véechna z € (0, 00), body typu 2 nejsou. Resme rovnici d’(z) = 0.

- SV (14 2) 2
X xr

ST (14 Y)a =0

—a(®® +2*) + (x +a)z® =0
(x +a)2z® = a(b® + 2?)
23 + az? = ab® + ax?

3
T = Vab2.

7:0
N

/b + 2

/.a?
/prevedeme na druhou stranu
/rozndsobime

/ — ax?

pro toto = tedy nastava minimum. Spoéitejme d(v/ab?). Ziejmé

d(Vab?) = (1+
a?/3 4 p2/3
b2/3
Nejmensi délka je tedy (a2/3 + b2/3)3/2,

@)

b2 + (ab?)2/3 =

2/3 4 p2/3
a’”+b Vb2 + a2/3p4/3 =

b2/3

b4/3(b2/3 + a2/3) _ (a2/3 + b2/3)w /a2/3 + b2/3 = (a2/3 + b2/3)3/2,

O

Véta 6.2. Necht a,b € R*,a < b, funkce f je spojitd na (a,b), lim f(z) = liril flx)=0a f je
T—rb_

kladnd funkce. Pak f md mazimum v (a,b).

T—a4
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Priklad. Na sténé wvisi obraz. Dolni ram obrazu je vzddlen a, horni b od roviny océi. V jaké
vzddlenosti v roviné o¢i vidime obraz pod nejvétsim uhlem?

Reseni. Nasi vzdalenost od obrazu oznac¢ime x. Viz obrazek 11.

OBRAZEK 11

Uhly a(z) a B(z) spliuji
tg (a(z)) = % tg (B(x)) = g
a tedy
a(z) = arctg (%) B(x) = arctg (g)
Obraz pak vidime pod thlem ¢(z) = B(z) — a(z), tedy

p(z) = arctg (g) — arctg (%)

Ziejmé z € (0, 00).

b b
wlin& p(r) = arctg <a> — arctg (a) = arctg (00) — arctg (00) = g — g =0
a
. b b
lim p(x) = arctg (—) — arctg (—) = arctg (0) — arctg (0) = 0.
T — 00 o0 o0
Dale

1 b 1 a
1+8 22 142 2%

2

¢ (x) =
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Jelikoz ¢'(x) existuje pro vSechna z € (0,00), body typu 2 nejsou. Tedy

1 b 1 a ,
- @ ﬁ @ ﬁ =0 /upraVIme

b a 3
R e R p 0 /upravime

b a 2, 2y 2 2

e /(6% + 2%)(a® + z7)
b(a® + 2?) = a(b® + 2?) /rozndsobime
ba® 4 bx® = ab® + ax? / —ba® — ax?
ba? — ab® = ax? — bx? /vytkneme
ba(a — b) = 2*(a — b) /:(a—D0)
z? = ab

x = Vab.

Ze vzdalenosti x = v ab vidime tedy obraz pod nejvétsim thlem
O

Piiklad. V bode A ve vzddlenosti a od biehu jsme na lodi a potrebujeme se dostat co nejrychleji do
bodu B ve vzddlenosti b od brehu na sousi. Vzddlenost kolmyjch pruméti A', B’ bodu A, B je d. Breh
povazujeme za primku, po vodé se pohybujeme rychlosti vy, po brehu rychlosti vy.

Reseni. Ozna¢me X bod na biehu, ktery méa vzdslenost z od B’. Viz obrazek 12.
Potom vzdélenost z bodu A do bodu X je
d(AX) =+/a?+ (d — x)?
a vzdalenost z bodu X do bodu B je
d(XB) = /b2 + 22.
Cas potiebny k premisténi z A do X je potom dén vzorcem
a?+ (d —xz)?
U1

T1 (l’) =

a Cas potfebny k premisténi z X do B je potom dan
Vb2 + x?
Ty(z) = ——.
V2
Cas potfebny k premisténi z A do B je soucet ¢ast potfebnych k premisténi z A do X a déle z X
do B, tedy celkovy cas je

B \/a2+(d—x)2 n Vb2 + 22
o U1 Vo '

T(z) = Th(x) + Ta(z)

Interval pro z je (—o0,00). Ziejmé je

2 d— 1)2 B2 2
lim T(z)= lim \/a + z) + VBt
T——00 T——00 (1 V2
2 2 B2 2
_ V@t VP4 o oo
U1 V2 (% V2
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rychlost =v;

rychlost = vy
-4r pevring

OBRAZEK 12

21 (d—2)2 B2 2
lim T(z) = lim Vel +(d-z) + Vi s
T—00 T—00 U1 D)
a? + o0o? b2 4+002 o0 oo
U1 V2 U1 V2

Spoéitejme T”(x). Snadno zjistime, ze
—(d—2x) n x
viy/a2 + (d—2)2  vpVbE 422
Jelikoz T"(x) existuje pro vSechna x € (—o0, 00), body typu 2 nejsou. Zkoumejme rovnici 7’(x) = 0.
—(d—2x) n x
viva2 +(d—2)2  veVb? +a?

T'(z) =

=0.

T (z) =

Tedy
d—zx _ x
viva2 + (d—1x)2  vpVbE 4 a?
Oznat «, 8 uhly, které svird kolmice k biehu v bodé X spiimkami AX a BX. Pak pfedchozi vztah
dava

d—x

U1 a2+ (d—x)2 sin «

z :
Vg N R sin 8
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coz je znamy zdkon lomu.
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7. PREDNASKA

Tayloruv polynom

Motivace. Necht je dana v intervalu (xg—§, 29 +9) funkce f. Volme x € (z9—4,z9+6). Zajima nés,
zda piiblizny vypocet hodnoty f(z) pro x blizkd bodu z( lze nahradit vypoc¢tem hodnoty néjakého
polynomu P, (z) stupné dejme tomu n.

Zkusme nejprve polynom stupné 0. Oznac¢me jej Py(z). Takovy polynom je konstantni funkce.
Zajima nés tedy, jakd konstantn{ funkce nejlépe aproximuje funkei f(x) v blizkosti bodu z. Nékolik
prikladu konstantnich funkei je namalovano na obrazku 13. Geometricky vidime, Ze nejlépe ze viech

1r y /
y =0.9
o)
0.8t
y=f(x)
0.6F y,=0.6
04t ¥,=0.4
y.=0.1
0.2t 2 4
y.=0.1 f(x )
i / )
0
X0 X
-0.2 1 1 1 1
0.2 0 0.2 0.4 06 08

OBRAZEK 13

konstantnich funkei aproximuje f(x) v blizkosti xy funkece y2 (na obrdzku je jeji graf modre). Je to
funkce y = f(x¢). Tedy Py(x) = f(x0). Podminka na funkci Py(x) 0-tého stupné je tedy

Po(a?) = f(.’l?o)

Zkusme nyn{ polynom stupné 1. Oznacme jej P;(x). Takovy polynom je linedrni funkce. Zajima
nds tedy, jakd linedri funkce nejlépe aproximuje funkei f(x) v blizkosti bodu zy. Nékolik piikladu
konstantnich funkci je namalovano na obrazku 14.

Geometricky vidime, ze funkce y4, y5 aproximuji f(z) v blizkosti z¢ velmi Spatné. Je to zpusobeno
tim, ze Py(z¢) # f(x0). Polynom Pj(z) by mél asponi prochdzet bodem [zg, f(zo)], tj. Pi(xo) =
(o).
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0.8}
0.6}
0.4}
0.2t

0
X0 X
yl
_0 2 1 1 1 1
0.2 0.4 . .

-0.2 0

OBRAZEK 14

Na obrdzku 14 vidime tfi funkce, které prochézeji bodem [xg, f(z0)]. Jsou to y1,y2,y3. Opét je
vidét, ze y; aproximuje f(z) v blizkosti zg daleko 1épe nez ys, y3. To je zptusobeno tim, Ze yo, y3 maji
v o jinou teénu nez f(z). Z toho plyne druhy pozadavek na Pj(x). Chceme, aby Pf(x¢) = f'(x0).

Aby ndm polynom prvniho stupné P; (z) co nejlépe aproximoval f(z) v blizkosti xg, chceme, aby
byly splnény dvé podminky:

Pi(x0) = f(w0);
Pi(x0) = f(x0).

Najdéme tvar Py (x). Protoze jde o linedrni funkci, jisté existuji ¢isla a, b tak, ze Py (x) = a+b(x—x).
Pak Pi(z¢) = a= f(x0) a P{(xg) = b= f'(x0) a dostdvdme

Pi(z) = f(xo) + f'(x0)(z — o).

Zkusme nyn{ polynom stupné 2. Oznacme jej Py(x). Takovy polynom je linedrni funkce. Zajima
nds tedy, jakd kvadratickd funkce nejlépe aproximuje funkci f(z) v blizkosti bodu zg. Nékolik
piikladu kvadratickych funkci je namalovano na obrazku 15.

Geometricky vidime, ze funkce y; aproximuje f(z) v blizkosti xg velmi Spatné. Je to zpusobeno
tim, ze Py(z¢) # f(x0). Polynom Py(z) by mél aspon prochdzet bodem [zg, f(zo)], tj. Pa(zo) =
f(zo). Na obrazku 15 vidime také funkci yo, kterd prochdzi bodem [zg, f(z¢)]. Vidime, Ze aproximuje
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0.8}

0.6}

0.4F

0.2}

_02 1 1 1 1
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

OBRAZEK 15

f(z) v blizkosti xo spatné (Py(z) a f(x) maji ruzné tecny v bodé xo, tj. Pj(xo) # f'(z0)), ale prece
jen lépe nez y; (plati jiz Pa(xo) = f(xo)).

Lepsi aproximece ddvaji funkce ys,y4,y5. To je zpusobeno faktem, ze ys3,y4,ys maji v bodé xq
stejnou tecnu jako f(x). To ndm davé dalsi podminku: Py(zg) = f'(x0). Jak ale poznat, kterd z
nich je nejlepsi? Jisté ne y4. Ta je otocend dolu. Matematicky to znamend, ze mé zdpornou druhou
derivaci (kdezto funkece f(z) m4 kladnou, protoze je konvexni). Lepsi aproximace tedy davaji funkce
ys a ys5. Ale funkce ys3 je zase prilis uzaviend do sebe. Matematicky to znamena, ze mé velikou
druhou derivaci oproti funkci f(x) v bodé xg. Nejvhodnéjsi kandidédt je tedy funkce ys. Ta méd
stejnou druhou derivaci jako f(x) v bodé zy. To nés vede k podmince Py (xo) = f"(xo).

Aby ndm polynom druhého stupné P»(x) co nejlépe aproximoval f(x) v blizkosti g, chceme, aby
byly splnény dvé podminky:

Py(20) = f(20);
Py(x0) = f'(20);
Py (wo) = [ (o).
Najdéme tvar P(z). Protoze jde o kvadratickou funkei, jisté existuji ¢isla a,b, ¢ tak, ze Py(x) =

a+b(x — x0) + c(x — 20)%. Pak Py(w) = a = f(xg). Derivaci méame Pj(x) = b+ 2c(x — x) a tedy
Pj(xg) =b = f'(x9). Déle Py (x) = 2c méme Py (x¢) = 2¢ = f"(x), coz ddva
f//(xo)

Py(z) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) + T(i’? — x0)”.
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Pokusme se zobecnit nase zkoumani na polynom n-tého stupné. Z predchozich geometrickych
tivah vidime, ze nejvétsi Sanci ma polynom splnujici nasledujici podminky:
(7.1) P, (z0) = f(zo);
Py (z0) = f'(z0);
Pl(z0) = " (20);

P () = [ (x0).

Takovy polynom se nazyva Tayloruv polynom. Hledejme Taylorav polynom ve tvaru

n

P,(z) = Zak(x — x0)".

k=0
Snadno spoc¢teme
Pl (z) = Z kay(x — x0)* 1
k=1
Pl(x) =Y k(k - Dag(z — 20)* %
k

|
“Sl\)

P (x) =) k(k—1)(k = 2)ar(z — z0)* %
k=3
atd.

Dosadime do podminky (7.1) hodnotu & = g a dostaneme

f(zo) = ao;
f(zo) = ax;
" (x0) = 1.2a;
"= (zg) = 1.2.3a3;

f(k) = (mo) = 1.2.3.... kay;

f(”) = (79) = 1.2.3....nay.

Tim jsme spocitali koeficienty polynomu P, (z) a tedy

k) (g
Pat) = S T g
k=0
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Definice 7.1. Nechi f je definovdna na néjakém okoli (xo—0, w9+0) bodu xo a necht existugi derivace
f&) (zo) pro k =1,2,...,n. Taylorovgm polynomem n-tého stupné se stredem v xy nazyvdme poly-
nom

n ) (g
Pn,wof(‘r) = Pn(.’[,') = Z fT(')(IE — .T())k.

k=0

Taylorova véta (odhad chyby)

Dalsi dulezitd véc je odhadnout, jak moc se lisi hodnota f(x) od hodnoty P, (z) v zdvislosti na
0, stupni n a konec¢né na samotné hodnoté x. Chceme tedy nalézt néjaky odhad pro |f(z) — P, (x)|.
O tom néco k4 Taylorova véta, ktera odhaduje chybu pomoci sup |1 (¢)| na intervalu (zo —
0,0 + d). Vyslovme si ji nejprve pro nejjednodussi piipad a to pro polynom stupné 0.

Pro polynom 0. stupné.
Véta 7.2. Necht zg < x, f spojitd v (xo,x) a existuje f'(t) prot € (wg,z). Pak existuje £ € (x9,)
tak, Ze

(7.2) f(@) = f(xo) + f'(€)(z — o)

a tedy pro kazdé x € (xg — J, g + ) mdme

[f(x) = flzo)l = |f(x) = Po(x)| <0 sup  [f'(§)]-

g€(xzo—0,20+9)
Vsimneéne si, ze vztah (7.2) je vlastné Lagrangeova véta.
Vyslovme a dokazme si nyni tuto vétu pro polynom 1. stupné.

Véta 7.3. Necht mg < z, f,f spojitd v (xo,z) a existuje f"(t) pro t € (xg,x). Pak existuje
€ € (xg,x) tak, Ze
(z — x0)%

f@) = f(zo) + f'(zo)(x — x0) +

a tedy pro kazdé x € (xg — 0, z0 + &) mdme

[
2

2

7(@) ~ o) = Fao)z —a) = |f0) - A@I < 5 sw | (@)

£e(zo—08,x0+9)

Diikaz. Idea je nasledujici. Odec¢teme od f(t) kvadratickou funkei tak, zby vyslednd funkce méla
nulové hodnoty v zg,x a nulovou derivaci v xg. Pak se jen dvakrdt pouzije Lagrangeova véta.
Definujme

h(t) = f(t) — fzo) — f'(wo)(t — xo) — M(t — )7,
f(@) = f(zo) = f'(w0)(z — 20)

(z — z0)?

kde
M =

Ziejmé h(x¢) = 0. Déle
h(z) = f(x) = f(wo) = f'(z0)(x — w0) — M (z — 20)?
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Méme tedy h(zg) = h(xz) = 0 a podle Lagrangeovy véty existuje & € (zg, z) tak, ze
h(x) — h(zo)
Tr — X

h'(&) = =0.

Uvazujme interval [xo,&p]. Spocitejme h/(t). Ziejmé je

Wt = (£0) = flao) = £ (o)t = o) = Mt —20)?) = £/(t) = f/ (o) — 2M(t )

a tedy h/(xo) = 0. Protoze také h'(§) = 0, vime dle Lagrangeovy véty pro funkei A’ na intervalu
[0, 0], Ze existuje & € (w0, &) tak, ze

_ M%) — P'(x0)

=0.
§o — To

(&)
Ziejmé
li
W'(t) = (/) = f'(wo) = 2M(t — o)) = f"(t) — 2M.
Dosadme &; za t a dostaneme
0= h”(fl) = f”(fl) —2M.
Tedy M = %, coz dava podle definice M

1) = 1(ao) ~ o) — o) = T (o g2

coz jsme méli dokazat.

Poznamenejme, ze v dukazu jsme dvakrat pouzili Lagrangeovu vétu.
Vyslovme si nyni Taylorovu vétu pro polynom n. stupné.
Véta 7.4. Nechi zg < x, f,f,... f™ spojité v (xo,x) a existuje fH(t) pro t € (xq,2). Pak
existuje £ € (xo,x) tak, Ze
f//(xo)
2!
£ (o)

(@ = @) oo T (@ — o) +

f(@) = f(zo) + f'(x0)(x — 20) + (z — xp)?

f///(xo)
3!

Fr©)
(n+1)!

n+1

+ (x — x0)

a tedy pro kazdé x € (xg — d,x0 + &) mdme

f//(xo)
2!

2

f(@) — f(@o) — f' (o) (& — z0) -
(o) ; £ (o)

30 (x —xp)° =+ — ——(x — x0)

n!
= [f(z) — Pu(z)| < sup  [fFD(Q)].

n+1 ¢e(wg—620+5)

(z — z0)

n

5n+1

Dukaz. Dukaz vyzaduje (n + 1)-krdt pouzit Lagrangeovu vétu.

Maclaurinuv vzorec

Je to Tayloruv polynom pro xy = 0.
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Véta 7.5. Necht f, f',...f™ jsou spojité v okoli U(0) a existuje 1 (t) pro t € U(0). Necht
x € U(0). Pak existuje & oste mezi x a 0 tak, Ze

1 " n n+1)
_ / f70) 5 f7(0) 5 ) o U
f(z) = f(0)+ f'(0)x + TR 30 Tk et (n+1)!a: .
Priklady
z 22 23 z" et
T _ 1 i i i o o an+l
S T T TR ey S P D
3 25 a7 g2l sin &
: _ v oo -1 n-1_< -1 n+l_ P S  2n41
T H R S A o e s T A o T
z2 ozt S 2" cos ¢
. -1 o . _1n _1n+27 2n+2
cosw TR TR I e o T S A O o TR
3?2 .’1?3 " (_1)n xn—i—l
In(1 =+ = (=)= .
n(l+z)=z 5 T3 +(-1) n+(1+§)”+1n+1
Euleruv vzorec
i iv  i2x? i32d 1"
e’ = +F+T+T++ ' +..

22 2t S 3 25 a7
Sttty g o)
=cosx + ¢sinx.

Tim jsme ukézali Euleruv vzorec:
’ e =cosx +isinz. ‘
Uziti Taylora na vypocet limit
Priiklad.
. 3 25
lim 0T =T g, T wr e o T :1im(—l+x—2— ):—1.
z—0 :,U?’ z—0 ;173 z—0 3! 5! 6

Na zavér si pro srovnani namalujeme Taylorovy polynomy nultého (Py(zx)), prvniho (Pi(x)),
druhého (P3(z)) a tfetitho (Ps(x)) funkce e® (na obrdzku 16 je znacend exp). Vidime, jak se funkce
Py(z), Pyl(x), Py(z), Py(x) postupné piiblizuji k e®.
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P,(9

exp(x)

ALES NEKVINDA

y P,

P,

P,()

OBRAZEK 16
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LINEARNI ALGEBRA

8. PREDNASKA

Definujme
R" = {u= (u1,u2,...,un);u; € R}.
Dany u = (u1,us,...,uy), v = (v1,v2,...,0,) a a € R. Pak definujeme
w4 v = (u; +vi,us +vo, ..., U, + V),
au = (quy, qug, . . ., Qly).
Nulovy vektor je o = (0,0,...,0) a opaény —u k u je (—u1, —ua,...,—uy). Evidentné pro kazdé
u,v,w €ER" aa,f€R:
U+v =0+ u
(ut+v)+w=u+ (v+w);
U+ 0= u;
u+ (—u) = o

alu+v) = au+ av;
(a+ B)u = au + Bu;
(aB)u = a(Bu);

l.u =u.

Definice 8.1. Bud V libovolnd mnozina, ve které je definovdno séitdni prvki a ndsobeni proku
redlngm ¢islem. Rekneme, Ze (V,+,.) je vektorovy prostor, pokud pro kazdé u,v,w € V a a,f € R
plati:

(i) u+v=v+u,
(u+v)+w=u+ (v+w);
existuje o € V' tak, Ze pro kazdé uw € V plati u+ o = u;

a+ Bu = au+ Bu;
(aB)u = a(Bu);

)
)
iv)
(v) a(u+v) =au+ av;
)
)
) lu = u.

Definice 8.2. Necht (V,+,.) je vektorovy prostor. Skupinou vektori nazveme kaZdou konecénou
posloupnost [ui,ug, ..., ukl, u; € V. Skupina [u1,ug,...,u;] se nazgvd linedrné nezdvisld (LN),

pokud

a1u] + Qoo + - Fapur =0=> a1 =ay =---=a = 0.

V opacném pripadé se nazyvd linedrné zdvisld (LZ).
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Priklad. Je skupina [(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)] LN?

Necht a(1,1,2) + 5(1,2,1) +v(2,1,1) = (0,0,0). Pak
a+ B +2y=0; =>a=—-F-2y
a+28+v=0;
200+ B+v=0.
Dale
f—v=0 =pf=9
—v=0.

Z toho plyne jednoznacéné a = 3 =~ =0 a skupina je LN.
Piiklad. Je skupina [(1,1,1),(1,-1,2),(2,0,3)] LN?
Necht «(1,1,2) + £(1,2,1) +v(2,1,1) = (0,0,0). Pak
a+ B+ 2y =0; =>a=—0F—2y
a—p=0;
a+28+3y=0.
Ddle
—28=27y=0 =pf=-
B8+~=0.
Ddle
0.y =0.
Z toho plyne a = = —v. Staci tedy volit « = 1,8 =1,7v = —1 a skupina je LZ.
Definice 8.3. Nechf je ddina skupina S = [u1,uz, ..., ux] ve V. Kazdij vjraz
iUy + U + - - - + apuk

nazgvame linedrni kombinact vektoru z S.
Rekneme, e vektor v je linedrni kombinaci vektori z S, pokud existuji redlnd ¢isla o, aa, . . ., ay
tak, Ze
V= QiU + Qoug + -+ QpUg-
Necht je ddna skupina S = [uy,ua,...,ux] ve V. MnoZinu viech vektori, které jsou linedrni
kombinact vektoriu s S nazgvdme linedrnim obalem skupiny S a znacéiéme Linfuy, ua, . .., ug].

Definice 8.4. Necht je ddina skupina B = [u1,us, ..., ux] ve V. Potom B se nazjvd bdze V, pokud
(i) B je LN;
(i) kazdy vektor v € V lze napsat jako néjakd linedrni kombinace vektori z B.

Priklad. Kanonickd bdze v R":

(1,0,0,...,0),
(03]‘707""0)7
(0,0,0,...,1).

Skupina [(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)] je bdze v R3.



MATEMATIKA 1 45

Véta 8.5. Necht (V,+,.) je vektorovy prostor a necht B = [by,ba,...,by], C = [e1,¢c2,...,¢] jsou
dvé bdze V. Potom k =1

Definice 8.6. Necht (V,+,.) je vektorovyj prostor a necht B = [by,ba, ..., bx] je bdze V. Pak ¢islo k
se nazyvd dimenze V a piseme k = dimV'.

Definice 8.7. Necht (V,+,.) je vektorovy prostor a necht W C V. Rikdme, ze W je podprostor V.,
pokud
a,ERau,veW = au+ pveW.

Véta 8.8. Necht (V,+,.) je vektorovyj prostor a necht W C V je vektorovyj podprostor. Pak W je
vektorovy prostor a je-li dimV < oo, pak dimW < dimV'.

Priklad.
{(t,#?);t € R} nend podprostor v R?;
{(t,2t,—3t);t € R} je podprostor v R?;
{(t + s,t — 25,2t + 5);t € R} je podprostor v R>.
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9. PREDNASKA

Ukol: Jak zjistime dimV a néjakou bazi? Tomuto tkolu se budeme v této prednasce vénovat.
NapiSseme vektory ui,us, ..., u, pod sebe do obdélnikového schématu, do tzv. matice.

Definice 9.1. Matice typu m x n je obdélnikové schéma redlnych ¢isel

a11 ai2 . A1n

az1 a2 ... Q2p
(9.1) A=

Am1 Am2 ... Amn

Zrejmé n je pocet sloupcu a m pocet Tadku.

Definice 9.2. Ddna matice typu m x n jako v (9.1). Poloz

up = (a11,a12, ..., 01,)
uz = (a21,a22, ..., a2n)
Um = (amla Am2,y -« - aamn)
Pak hodnosti matice h(A) rozumime dim Linfuq, ug, . .., Up].
Definice 9.3. Ddna matice A typu mxn jako v (9.1). Oznaéme k = min{m,n}. Pakai1,a22,...,akk

je diagondla. Matici A nazveme horni lichobéznikovou, pokud pod diagondlou jsou nuly.

Priklad. Bud ddna matice

12 -1 3 6 -3 1

-11 2 -1 -9 91

A= 12 3 1 12 -7 3

2 7 1 7 12 -2 5

12 1 2 9 -5 2

V dalsim je vyznacena diagondla v matici A.

2 -1 3 6 -3 1

-1 2 -1 -9 91

12 1 12 -7 3

2 7 1 12 -2 5

1 2 1 2 [9] -5 2

Matice

12 -1 3 6 -3 1

01 2 -1 -9 91

B=|l00 3 1 12 -7 3

00 0 7 12 -2 5

00 0 0 9 -5 2

je horni lichobéznikovd.

Véta 9.4. Bud A horni lichobéznikovd matice typu m x n jako v (9.1). Oznac¢me k = min{m,n} a
necht az; #0 proi=1,2,...,k. Pak h(A) = k.

Priklad. V pripadé matice B z predchoziho prikladu je hodnost h = 5.
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Véta 9.5. Ddna matice A typu m x n jako v (9.1). Pak ndsledujici dpravy nezméni hodnost A.
(i) vymeéna libovolnyjch dvou Tadki;

(ii) wyndsobent libovolného Tadku nenulovym cislem;

(iii) pricteme-li k libovolnému rddku linedrni kombinaci ostatnich Tddki;

(iv) wynechdni nulového Tddku.

Definice 9.6. Ddna matice

a1 ai2 . A1n

a1 a2 . a9n
A =

Am1 Am2 . Amn

Pak matice AT symetrickd s A kolem diagondly se nazjvd transponovand;

ail a1 . Am1
AT _ a2 a292 .o Am2
a1p a2n ... Amn,
Piiklad. Bud ddna matice
1 2 -1 3
A= -1 1 2 -1
1 2 3 1
Potom transponovand matice je
1 -1 1
2 1 2
T _
AL = -1 3
3 -1 1

Véta 9.7. Ddna matice A typu m x n jako v (9.1). Pak h(A) = h(AT).

Prakticky: Upravy (i), (i), (iii), (iv) lze udélat se sloupci, aniz zménime hodnost matice.

Gaussuv algoritmus.

Postupnymi tpravami (i), (ii), (iii), (iv) pfevedeme matici A na horni lichobéznikovy tvar s nenulovymi
prvky na diagondle. Pak jenom spocitame radky.

Piiklad. Najdi hodnost matice

1 2 -1 3 6 -3 1

-1 1 2 -1 -9 9 1

1 2 3 1 12 -7 3

2 7 1 7T 12 -2 5

1 2 1 2 9 -5 2

Resent:

1 2 -1 3 6 -3 1 1 2 -1 3 6 -3 1
-1 1 2 -1 -9 9 1 0 3 1 2 -3 6 2
1 2 3 1 12 -7 3 |~ 0 0 4 -2 6 —4 2
2 7 1 7 12 -2 5 0 3 3 1 0 4 3
1 2 1 2 9 -5 2 0 0 2 —1 3 -2 1



48 ALES NEKVINDA

1 2 -1 3 6 -3 1 1 2 -1 3 6 -3 1
0 3 1 2 -3 6 2 0 3 1 2 -3 6 2
“~| 0 0 2 -1 3 -2 1 [|~100 2 -1 3 -2 1
0 0 2 -1 3 -2 1 oo o0 0 0 00O
0 0 2 -1 3 -2 1 oo o0 0 0 00O
1 2 -1 3 6 -3 1
~( 0 3 1 2 -3 6 2
0 0 2 -1 3 -2 1
Tedy h = 3.
Priiklad. Najdi hodnost matice v zdvislosti na parametru .
A1 1
1 X 1
1 1 A

v zdvislosti na parametru .

Resent:
A1 01 1 1 X
1 X1 “ 1 X 1 “~1 0 A=1 1-2X
1 1 X A1 1

1 1 A
~1 0 Xx-1 1—A
0 0 2—X—)\2

Singularni hodnoty jsou A =1 =0, 2—X— X2 =0, tj. A =1 nebo A\ = —2.
1. A ¢ {1,-2}, pak h = 3.

1
2. A =1, pak mame matici 0 ah=1.
0

ah=2.

OQ.’))—*OO)—'

1

0

0
1
3. A = —2, pak mame matici ( 0
0
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10. PREDNASKA

Soustava linearnich rovnic

Piiklad. Reste soustavu rovnic

x 4y +z =2,
2 —y +3z =4,
-3z +2y 4z =11.

Resend. Postupné jako na stiedni skole:

z +y +z =2
2 —y +3z =4
-3z +2y 4z =11

Bez komentare

r +y 4z =2
2-y—2) -y +3z =4

-32-y—2) +2y +z =11
Bez komentate
r 4y +z
-3y 4=z
5y  +4z

Bez komentaie

Bez komentare

Bez komentéare

r +y +z
=3y +z
17,

3
Bez komentare

z=3, —3y+3=0= y=1,
Tedy teSenf jze pséat jako vektor (—2,1,3).

= 4—-2y—2z2—y+32=4
=

—6+3y+3z2+2y+z2z=11
=2
=0
=17

= y=3z

= 2z+42=17

r+14+3=2 = x=-2.

Prehlednéjsi postup: Postupujeme stejné, ale piseme to uspornéji.

x 4y +z =2 (-2)3
2¢  —y 43z =4,
-3z +2y +z =11.

r +y 4z =2
-3y +z =0,

5y 44z =17

49
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r +y +z =2

=3y +z =0,
172 =51.
Tedy z =3,y =1,z = —-2.
O
Neni ani potfeba psat neznamé:
1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2
2 -1 3| 4 ~ 0 =3 1] 0 ~|1 0 — 110
-3 2 1| 11 0 5 4| 17 0 0 17| 51
Tedy z=3,y=1,z = -2
Definice 10.1. Soustavou linedrnich algebraickych rovnic rozumime soustavu rovnic
a1 +aiars +... Haiprn, =b1
a21%1 +asery +... 4aspr, = by
(10.1) . . . ;
Am1T1  +FamaT2  +... FampTn = by
kde a;;, b; jsou dané a x; jsou nezndmé.
Definice 10.2. Soustavu z definice 10.1 budeme psdt do matice
a1 a2 ... Qin b1
az1 az2 ... A2y ba
Gm1 Gm2 - Qmn | bm
kde
a1 a2 ... Qin
a1 A22 ... d2pn
A =
aml Am2 ... (mn
je matice soustavy a (by, by, ..., by) je vektor pravé strany. Zavedme jesté rozsirenou matici soustavy.
ail ai12 N A1n bl
~ azi  azg ... az, by
A =
Am1 Am2 . Amn, bm

Vidéli jsme, ze pii FeSeni soustavy rovnic jde vlastné o Gaussuv algoritmus.
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Piiklad. Reste soustavu rovnic

r +2y -3z =1,
20 -4y 4z =2,
3r 2y -2z =4.
Resgent:
1 2 =31 1 2 =31 1 2 =31
2 —4 112 |~1]10 =8 710 |~ 0 =8 710
3 -2 -2 4 0 -8 711 0 0 0| 1

Posledni fddek lze piepsat do rovnice Ox + Oy 4+ 0z = 1, coz evidentné nemd feSeni, ¢ili soustava
nema feSeni.

Véta 10.3. Soustava (10.1) md Fesend pravé tehdy, kdyz h(A) = h(A).

Véta 10.4. Nechi je ddna soustava (10.1) takovd, Ze h(A) = h(A) := h. Pak musime volit n — h
parametri.

Piiklad. Reste soustavu rovnic

xr1 +2x2 —x3 +3xy 225 =17,
(10.2) 1 +3x2 “+xr3 +6x4 +3x5 = 14,
2581 +5I2 +105€4 +3l‘5 = 20.
Regent
1 2 -1 3 2 7 1 2 -1 3 2 7
1 3 1 6 3 14 ~ 0 1 2 3 7
2 5 0 10 3| 20 0 1 2 4 —-1| 6
Tyl T2 T4 T3 s
1 2 3 -1 2 7 1 2 3 -1 2 7
“lo12 3 1|7 “lo13 2 1|7
0 0 O 1 -2 -1 0 0 1 0 -2 -1

1 2 3] -1 217
01 3 2 11 7
0 01 0 -2 | -1

a za zbytek volime parametry. Volme parametry x3 — t,z5 = s. Vyjde postupné
gy = —1+4 2s,
29 =T7—-3(-14+2s) -2t —s=74+3—-65s—2t —s=10—2t —Ts,
1 =7-—2(10 -2t — 7s) — 3(—1+2s) +t — 2s = —10 + 5t + 6s.
Reseni je tedy (—10 4 5t 4 65,10 — 2t — 7s,t,—1 + 2s,5), t,s € R.

Priklad. Reste soustavu rovnic v zdvislosti na parametru .

AT “+xo r3 =1,
T1 T2 Hwz = A,
Tq +x2 +)\.T3 = )\2.
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Reseni:
A1 1] 1 1 1 x| A2 1 1 A A2
1 A 1] A ~ 11 X 1] A ~ |0 A=1 1=X] A=)2
1 1 x| a2 A1 o101 0 1—XA 1-X2| 1-2)3
1 1 A A2
R N | T—XA| A—2A2
0 0 2—A—=X2 | 14+A-X2-)\3
1 1 A2
o -1 T—XA| A1-2))
0 0 (1=N24XN | A+N21-2X)

Singularni hodnoty jsou pro1 —=A =0, 24+ A=0,tedy A=1a XA = —2.

1. A ¢ {1, -2}, pak existuje pravé jedno feseni
(_)\+1 1 (1+)\)2)
A+2"A4+27 (24N /)

1 1 1 1

2. A = 1, pak mame matici 0 0 0] O ~ ( 1 11 ’ 1 ) a tedy mnozina vSech
0 00| O

feSeni je
(1—-t—s,ts), t,s €R.

1 1 -2 4

3. A = —2, pak mame matici 0 -3 3| —6 a soustava nema feSeni.
0 0 0| 3
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11. PREDNASKA

Soustava homogennich linearnich algebraickych rovnic

Definice 11.1. Soustavou homogennich linedrnich rovnic rozumime soustavu rovnic

a11r1  +airs +... Faprn, =0
as1x1 +asexs +... Haspx, =0
(11.1) . . . )
Am1T1  +amoxs +... Fampxtn, =0
kde A= (ai;), i=1,2,...,m, j=1,2,...,n je dand matice soustavy a x; jsou nezndmé.

Piiklad. Reste soustavu rovnic
1 +2x9 —x3 +3z4 +225 =0,
r1 +3x2 +x3 +6x4 +3x5 =0,

21  +dxo +10z4 4325 =0.
Resent:
1 2 -1 3 2 0 1 2 -1 3 2 0
1 3 1 6 3 0 ~ 0 1 2 3 1 0
2 5 0 10 3 0 0 1 2 4 -1 0
Tr1 X9 T4 XT3 Ts
1 2 3 -1 2 0 1 2 -1 3 2 0
0 1 2 3 1 0 0 1 3 2 1 0
0 0 O 1 -2 0 0 0 1 0 -2 0

Volme parametry x3 — t, x5 = s. Vyjde postupné
Ty = 25,
xg = —3(4+2s) —2t —s=—6s — 2t —s = =2t — Ts,
x1 = —2(=2t — 7s) + (4+2s) — 3t — 2s = t + 14s.
Reseni je tedy (¢t + 14s,—2t — 7s,t,+2s,8), t,s € R.

Véta 11.2. Bud ddna homogenni soustava rovnic (11.1). Oznac¢me h(A) hodnost matice A a necht
V' znaci mnoZinu vsech reseni této soustavy. Pak V' je vektorovy podprostor v R™, jehoZ dimenze je
rovna n — h(A).
Poznamka. V predchozim prikladé miuzZeme psdt

V = {t(1,-2,1,0,0) + s(14, ~7,0,2,1): ¢, s € R}.
Vektory (1,-2,1,0,0), (14, —7,0,2,1) tvori bdzi V.
Poznamka. V predchozi predndsce (viz (10.2)) jsme Tesili soustavu rovnic

X +2$2 —x3 +3£C4 +2JC5 = 7,
X +3$2 “+xs3 +6’I4 +3I5 = 14,
2x1  +bxe +10z4 +3z5 = 20.

Vyslo ndm (—10+5t+6s,10—2t—7s,t, —1+2s, 5), t,s € R, coZ muzeme psdt jako {(—10,10,0,—1,0)+
t(57 _25 17 07 O) + 8(67 _77 07 2a 1)7 t7 s € R} = (_107 107 07 _17 0) +V.



54 ALES NEKVINDA

Véta 11.3. Ddna soustava

a11x1 +a12x2 + ... +a1nzn = b1
a21X1 “+a92x2 + ... +aonTn = b2
)
Am1T1  +amaT2 +... FamnTn = bm
a k ni pridruZend soustava

a11x1 “+ai12x2 —+ ... +a1n,Tn =0
a21%1 +a92x2 +... +aonTy =0
Q11 +amaxras +... Famnr, =0

Potom nehomogenni soustavu lze tesit tak, Ze vyresime homogenni soustavu, tj. najdeme V, na-

jdeme jeden vektor v € R™, ktery resi nehomogenni soustavu a vSechna tTeseni nehomogenni soustavy
dostaneme jako mnozinu {v + w,w € V}.

Operace s maticemi

Soucet dvou matic a ndsobeni matice skaldrem.

Definice 11.4. Dany matice

aiil a12 ... A1n b1 biz ... bin
azi az2 ... a2n bo1 bao ... ban
A = . R i y ]B =
Am1 Am2 e Amn bml bm2 bmn
Definujme
a1 + bi a2 +biz ... ap+bi,
az1 +ba1  asa+ba ... ag, +boy
A + ]B == . 9
Am1 + bml Am2 + bm2 ‘e Amn + bmn
aal aa12 N (670577
aa21 aago N aaoy
aA =
alm1 CAm2 ... AQmn
Priklad.
1 3 -1 1 -3
A= ( 1 2 7 ) , B= ( 1 1 2 )
Potom

1 2 0 4 2 6
AHB%_<239>’ 2A—<2414>'
Véta 11.5. MnoZina vsech matic typu mxn s prdvé definovanymi operacemi tvoii vektorovy prostor

dimenze nm.

Nasobeni dvou matic mezi sebou.
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Definice 11.6. Ddny matice A a B typun xm am x k

a1 ai2 . A1m b11 b12 . blk

a21 a2 . a2m b21 b22 . bgk
A= . . . ) B=

anp1  anp2 . Apm, bml me . bmk

Soucin AB je typu n X k a je definovdn ndsledujicim zpusobem:

C11 C12 e Cik
Co21 C22 . Cok

AB = . ) ) ,
Cn1 Cn2 ... Cpk

kde

m
cij = a1byj + azeboj + - + Aimbmy = g aisbs;j
s=1

Piiklad. Bud

1 2 3 -2
A:(éf_}), B=|11 3 2
1 1 -1 0

Potom
4 5 8 2
AB(?) 6 13 —4)'
Pozndmka. V predchozim prikladé vidime, Ze neplati AB = BA, protoze BA neni vibec defino-
vand.
Véta 11.7. Plati:
(i) (A+ B)C = AC + BC;

(i) A(B+C)=AB+ AC;
(ii) A(BC) = (AB)C.

Definice 11.8. Ctvercovou matici E typu n x n definovanou

100 ... 0
010 ... 0
g_| 001 0
00 0 1

nazyvdme jednotkovou matici.

Véta 11.9. Plati:
AE =FEA=A pro kazdou matici A typu n X n.

Zkoumejme nédsobeni matic typu n X n. V tomto piipadé jsou matice AB a BA definovany vzdy,
ale stejné to neni komutativni, jak ukazuje néasledujici priklad:

(33)(21)=(23)
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(29)(i3)=(%7)

Inverzni matice.
Definice 11.10. Bud ddna matice A typu n x n. Matici X typu n x n nazveme invezni k A, pokud
AX = E. Znac¢ime ji A~L.

Definice 11.11. Ctvercovd matice A typunxn se nazjvd requldrni , pokud existuje A='. V opacném
pripadé se nazjvd singuldrnd.

Véta 11.12. Matice A typu n x n je reguldrni pravé tehdy, kdyz h(A) = n. Inverzni matice je
uréena jednoznacné. Pro requldrni matici A plati AA™' = A"1A=E.

Vypocet inverzni matice.

Postup Gaussovym algoritmem:

aii ai12 . A1n 1 0 0
ag1 a2 PN agn 0 1 0
an1 Aap2 ... Ann 0O 0 ... 1

Nyn{ upravujeme (pouze fadkovymi tipravami) matici tak, aby vlevo byla jednotkova. Vpravo je
pak inverzni.

Piiklad. Vypoctéte A~1, kde

1 2 -1

A= 2 o0 1

1 -2 1

Resend.

1 2 —-1] 100 1 00 L9 1
201010~010—§%—§
1 -2 1]0 0 1 00 1] -1 1 -1

Tedy ) )

,0,

At | by

-1 1 -1
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12. PREDNASKA

Determinanty matic 2 x 2 a 3 x 3

Piiklad. Ddny dva vektory u = (a,b) a v = (¢,d). Jaky je plosny obsah rovnobéindku doplnéném z
vektori u a v?

Snadno vypocteme, Ze vysledek je |ad — be|. Cislo ad — be je dosti dilezité a zavddi se pro néj
zvldstni pojem.

Definice 12.1. Nechi je ddna matice 2 x 2
a b
)

det A = |* b‘:adbc.
c d

Potom determinant A definujeme

Analogicky bychom mohli hledat objem rovnobéznosténu pro tii dané vektory.

Definice 12.2. Necht je ddna matice 3 x 3

ay az as
A=1b by b3

i C2 C3
Potom determinant A definujeme
ay az as
det A=1|b1 by b3|:=aibacs + bicaas + c1asbs — asbacy — bycsar — c3asby.
i C2 C3

Jak si to pamatovat! (Sarusovo pravidlo)

a; az ag
by by b3

det A = C1 Co C3| = a1b203 + b102a3 + cla2b3 — a3b201 — b302a1 — 03a2b1.
ay az ag

by by b
Pi#iklad. Bud

3 1 -1
A<_2 2), B=[2 -1 3
3

6 1 1 _o
Pak
det A=-2-12=—14,
3 1 -1
2 -1 3
detB=3 1 -2/=6-24+9—(3+9—-4)=13—-8=05.
3 1 -1
2 -1 3

Determinanty matic n x n
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Definici determinantu n X n zavedeme geometricky. Stejné jako v pripadé 2 x 2 a 3 x 3 vyjadiuje
”orientovany” m-rozmérny objem rovnobéznosténu vytvoreného z fadku néjaké dané matice n x n.
Nésledujici definice kopiruje geometrické vlastnosti ”orientovaného” objemu (orientace je vlastné
déna vlastnosti (i)).

Definice 12.3. Determinantem n-tého Tddu rozumime zobrazeni z mnoziny matic 7ddu n X n do
mnoZiny redlnych ¢isel splnujici ndsledujici axiomy:

(i) Vymeénime-li v matici libovolné dva Tddky, zméni se znaménko determinantu;

(ii) Vyndsobime-li libovolny Tddek matice éislem «, vyndsobi se cely determinant ¢islem o

(iii) Pricteme-li k libovolnému Tddku linedrni kombinaci ostatnich rddki, determinant se nezmén;
(iv) Determinant jednotkové matice je roven 1.

Uvédomme si, ze vlastnost (ii) vlastné fikd, ze z libovolného fddku muzeme vytknout libovolné
nenulové ¢&islo.

Pro prakticky vypocet determinantu je uziteéné védét, ze posledni axiom je mozno nahradit
nasledujicim:

(iv’) Determinant horni trojiuhelnikové matice je roven soucinu prvki na digondle.

Vlastnosti (i),(ii),(iii) a (iv’) dévaji nyni prakticky ndvod na vypocet determinantu faddu n x n.
Na danou matici provedeme Gaussuv eliminacni proces a ve vysledné horni trojihelnikové matici
vynasobime prvky na diagonéle.

Priklad. Vypocéitejte determinant matice

11 2 3
2 1 2 5
3 3 8 10
3 1 8 13
Regend. Snadno pocitame
11 2 3[{(-2)(-3) |1 1 2 3
2 1 2 5 0 -1 -2 -1{(-2)
3 3 8 10 0 0 2 1
31 8 13 0o -2 2 4

Véta 12.4. Matice typu n X n je requldrni, prdve kdyz je jeji determinant nenulovy.

Vypocet inverzni matice pomoci determinantii

Definice 12.5. Bud A matice typu n x n. Definujme dopliikovou matici A* k matici A dle
ndsledujicitho predpisu.
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Vezmeme 1,5 a vynechme z matice A i—ty radek a j—ty slopupec. Tim dostaneme ctvercovou
matici A;; o ¥dd nizsi nez je vdd matice A. Proky A? jsou nyni

Cij = (—1)i+j det Al]

Véta 12.6. Bud A requldrni matice typu n x n. Pak

1
—1 _ Ad T_
detA( )

Piiklad. Bud

3 1 -1
-2 2
(2 eefs

2
3 1 =2
Najdéte A=' a B~1.
Resent. Snadno spocteme
A11 = (1) C11 = 1
A12 = (6) C12 = —6
A21 = (2) Co1 = -2
A22 == (72) Cog = —2.

a tedy

a_ (1 —6
w- (4 D)
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Dale,
-1 3
By = ( 1 _2> c11 = -1
2 3
Blg = (3 _2) C12 = —13
2 -1
B3 = (3 1 ) C21 =5
1 -1
By = (1 _2) co1=—1
3 -1
Bjs = (3 _2) C2 = —3
3 1
Bas = (3 1) c23 =0
1 -1
BSl = (_1 3 > C31 = 2
3 -1
Bsy = (2 3 ) c3p =11
3 1
B3z = (2 1) c33 = —5
a tedy
-1 13 5
Bi=(1 -3 0
2 -—-11 -5
a
-1 1 2
1 1 =2 1 /-1 2 1
A—lz_( );( ) Bl==-(13 -3 —11
a\-6 —2)~1ale 2 A

O

Véta 12.7 (Cramerovo pravidlo). Bud A reguldrni matice typu n x n. Nechi je ddna soustava v
maticovém tvary

Ax =b.

Oznaéme A; matici, kterd vznikne z A tak, Ze i—ty sloupec v matici A nahradime vektorem pravé
strany. Pak

det Az
Tr; = .
det A
Priklad. Ddna soustava
3z =5y =1,

2r 4y =5.
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Resend. Pocitejme

1 -5 31 3 -5
det A; = 51 ’—267 detAg—’2 5‘—13, detA—’2 1 ’—13.
Tedy
%, 13
Tt YT

Resenim je tedy vektor (2,1).
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Body a vektory

Body v R? majf tii soufadnice, A = [a1, az, a3}, B = [b1, b, b3]. Vektory také, v = (v, vq,v3). Rozdil
bodu je VektOI‘, u=B—-A= (bl — al,bg — CLQ,bg — 0,3).

Rovnice piimky a tsecky

Je dén vektor u = (uy, ug,us) a bod A = [ay, az, as]. Pak
X =A+tu, te€R jeparametrickd rovnice piimky;
X =A+tu, tE€ {a,b) je parametrickd rovnice dsecky;
X=A+t(B-A), tec(0,1) je parametrickd rovnice isecky AB.

V souradnicich:

p:xy =a;+tup nebo p:x=a;+tu
ZTo = ag + tug; Yy = az + tug;
T3 = asz + tus. z = a3z + tus.

Prakticky méme pro A = [1,-2,3], u = (7,4, —5):

p:x=1+T7Tt
y = —2+ 4t
z =3 — 5t.

Vektor u se nazyva smérovym vektorem piimky p.

’ Upozornéni: V prostoru neexistuje obecna rovnice piimky. ‘

Rovnice roviny

Je ddn A = [a1, ag, as] a vektory u = (u1, ug, us), v = (v1,ve,v3). Pak rovina p je popsdna
X=A+tu+sv, t,seR,
nebo po slozkach

p:x=aj+tu; + svg;
Y = ag + tug + svg;
z = ag + tus + svs.

Vektory u, v se nazyvéji smérovymi vektory roviny p.

Piiklad. Rovina p je dand rovnicems
prx= 142t+ 3s;
y=—2+ 3t — 6s;
z=-3 + s.

To jsou parametrické rovnice roviny.



MATEMATIKA 1

Eliminujme ¢, s.

3
a pak

y=-24+3t—2(x—1-2t) = -2z + Tt
r—1-—-2¢ 10 1 2
PR W

— 4ozt
3 3 73773
Tedy
2y = —4x + 14¢;
21z = =70 + 7x — 14¢t.

Souctem je 2y + 21z = 3z — 70. Tedy rovina p ma rovnici

p: 3r—2y—21z—-70=0.
Obecny tvar rovnice roviny je

p: axr+by+cz+d=0.
Upozornéni: Vektor (a,b,c) je kolmy k roviné p.

Velikost vektoru a vzdédlenost dvou bodu a

Dan u = (ui,ug,us). Definujme velikost vektoru u vyrazem |u| = \/u? + u3 + u3. Vzddlenost
dvou bodu A = [a1, az,as3], B = [b1,be, b3] definujme

d(A,B) = |B — A| = \/(bl — a1)2 + (b2 — CLQ)Q + (bg — (13)2.

Skalarni souéin a odchylka vektoru

Déany u = (u1,us,us), v = (v1,vs,v3). Pak skaldrni soucin je

UV = U1v1 + U2V2 + U3V3.
Odchylka « vektoru je dana vzorcem

u.v

Jul.[o]

CoOsSx =

Tedy u a v jsou kolmé, pokud u.v = 0.

Vektorovy soucin

Vysvétlime si pojem determinantu matice 2 x 2. Bud A dans matice,
a b
A= ( o b ) .

a
c

Jeji determinant spocteme

b
d ’—ad—bc.

63
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Déany u = (u1,ug,us), v = (v1,vs,v3). Pak vektorovy soucin je

UX’U:(

Vlasnosti vektorového souéinu.

U2 U3
V2 U3

Uy U3
U1 U3

Uy U2
U1 U2

) )

)

(i) uxv=—-vXxuy

(ii) u x v je kolmy k w ik v;

(iii) velikost vektoru u x v je plosny obsah rovnobéznika daného u a v.
Piiklad. Je ddn vektor u = (2,—5,4) a body A = [1,2,-3],B = [3,1,—1]. Vypocitejte velikost
vektoru |u| a d(A, B).

Resend. Ziejmé je

lu| = /22 + (—=5)2 + 42 = V4 + 25 + 16 = V45 = 3\/5

d(A,B)=/B-12+(1-22+(-1-(-3)2=v4+1+4=3.
O

Piiklad. Je ddn bod A = [4,—1,1] a primka p : (14+t,—2+t,—t). Najdéte bod B soumérné sdruZeny
s A podle primky p.

Reseni. Rovina « kolmé k p jdouci bodem A ma rovnici
ax+y—z+d=0.
Dosadime A a mame d = —2, tedy
arx+y—z—2=0.
Nyni spoc¢itame pruse¢ik P =p N a.
(I4+t)+(—2+t)—(-t)—2=0 = t=1.
tedy P =[2,0,—1]. Pak
B=P+(P—A)=1[2,0,-1]+([2,0,-1) — [4,-1,1]) = [2,0,—-1] + (-2,1,—2) = [0, 1, -3].

Piiklad. Vypocitejte vzdalenost bodu A = [3,—5,1] od primky p: (1 —¢,4 + 2t,3 + 6t).
Reseni. B=1[1,4,3] au=(—-1,2,6),v=A— B = (2,-9,-2). Pak u x v = (50, 10,5). Potom
Ay~ Xl VEETIPEE  5VT0
S T R/ e 2 Y/ i

Piiklad. Vypoditejte vzddlenost bodu A = [3,—5,1] od roviny a: 2z —2y+ 2z — 6 = 0.
Regend. Zfejmé je
C23-2(-5)+1-6 11
224+ (—2)2+12 3

d(A, )
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Priklad. Je ddna rovina a: x© — 2y + 2z + 3 =0 a primka
p:rx=2+tteR,
y=3—-2t,
z=—-1—1t.
Najdéte na p body majici od o vzddlenost 6.
Piiklad. Jsou ddny body A = [0,0,1], B = [1,1,1], C = [3,0,2], P = [2,3,5]. Najdéte bod P’

symetricky sdruZeny s bodem P podle roviny urcéené body A, B,C a vypocitejte obsah trojihelnika
ABC.

Piiklad. Vypoéitejte odchylku dvou rovin
a:2r+3y+z2—-—3=0,
B:3x+6y—2—9=0.
Resent. w = (2,3,1),v = (3,6, —1). Pak
|uv| [2.3 4+ 3.6 +1.(—1)] 23

COS p = = = .
Pl T VPR A B e+ (1) VAV
Tedy
23
@:arCCOSm.

Priklad. Vypodéitejte odchylku roviny a primky
a:z—y+22—-3=0

a primky
p:rx=1+t1teR,
y =4
z =3+ 2.

Reseni. Vezmeme normélovy vektor n = (1,—1,2) k roviné o a smérovy vektor u = (1,0,2)
piimky p. Pak
lun| [1—0+4] )

ul.|n| T+1+4/1+4 30

Tedy

5
= arcsin ——.
4 /30
0

Piiklad. Vypoéitejte odchylku dvou primek p = {(1 —2t,3+¢,7—3t);t € R} ap = {(3+2t,7 —
3t,1+ 5t);t € R}.
Reseni. u = (—2,1,-3),v = (2,-3,5). Pak
2.(—2 1.(—3 —-3).5 22
s L DL+ (-3

[ulJo] ~ (22 + 12 1 (3)2./2 + (3)2 + 52 VI4V/38




66 ALES NEKVINDA

Tedy

( = arccos

V1438
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13. PREDNASKA

1. Vzorova pisemka

1. Dén trojihelnik ABC, kde A = [2,—4,9], B = [-1,—4,5], C = [6, —4,6].

(a) Vypoctéte velikost jeho vnitinich ihlu « (pii vrcholu A) a 8 (pfi vrcholu B).
(b) Napiste rovnici pifmky kolmé na rovinu ABC prochédzejici bodem B.
(¢) Najdéte soufadnice sttedu S kruznice opsané trojihelniku ABC.

Reseni. Pripomenime vzorec pro odchylku vektoru:
U

cosp = ——.
|ul-Jv|
(a) Oznacme
Uy = B—-A= (—3,0, —4), v = C—-—A= (4,07—3),
U2 =A-B= (3,0,4), Vg = C-B= (7,0,1).

Pak

U1.01 -3,0, 4) (4, . —12+12
|-

cosq = = = -
funJor] \( 3,0, ~4)[(4,0, 3)\ N e

a tedy . Déle
U9. V9 (3,0,4).(7,0,1) . 21+4 . 1

COS = = = _
P = falToal ~ TG,0.010,0.1] ~ 5v50 V3

a tedy .

(b) Ozna¢me hledanou pifmku p. Vypocitejme vektorovy soucin u; X v a ziskdme smérovy
vektor pfimky p. Ziejmé je

-3 0 -4
up x vy = (—3,0,4) x (4,0,-3)= \ 4 0 -3) =(0,25,0).
0 25 0

Protoze se jednd o smérovy vektor piimky, 1ze vzit vektor (0,1, 0) misto (0,25,0). Ze zadani
vime, ze B € p a lze tedy okamzité psat
’ r=—-1, y=—4+t z=5;, tekR ‘

(c) Protoze trojuhelnik ABC je pravouhly (o = 7/2), je stied S kruznice opsané ve stiedu tisecky
BC. Tedy S = (1/2)(B+ C) = (1/2)([-1, —4, 5] + [6, —4,6]) a tedy

S =[3,-4,1]|

2 ’ 2
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2. Dény vektory u; = (—2,0,1),us = (0,3,2), ug = (1, A\, 1).
(a) Urcete viechna A € R, pro kterd jsou dané vektory linedrné zavislé.
(b) Pro kazdou hodnotu A z (a) najdéte néjakou bédzi Lin|uy,us, us] (Lin[ug, us, us] znamend
linedrni obal skupiny vektoru [u1, ug, us]).
(¢) Rozhodnéte, zda pro A = 3 je vektor v = (2,3, —3) € Lin(us, us,us3) a pokud ano, vypoctéte
koeficienty piislusné linearni kombinace.

Resent.
(a) Utvofme z vektoru uj,us, ug matici a vypocitejme jeji hodnost v zdvislosti na A. Vime, ze
pokud hodnost je mensi nez 3, pak jsou dané vektory linearné zavislé.

-2 0 1 -2 0 1
0 3 2 ~10 3 2](-3\ ~
1 X 1/ (©2 0 2\ 3

-2 0 1 -2 0 1

0 3 2 ~l0 3 2

0 0 3-3X/(3) 0 0 9—4\

Hodnost matice je tedy mensi nez 3 pouze pro | A = % .
(b) Z predchoziho vypoctu muzeme piecist pro A = % piimo bdzi jakozto prvni dva fddky vysledné
matice. Tedy néjaka baze je
’ (_Qa Oa 1)7 (07 3a 2) ‘
(¢) Napisme pro A = 3 soustavu lenedrn{ rovnic (vektory piseme do sloupct) a vyfesme ji.

—2 0 1]2 —2 0 1]2
0 3 3|3 |(vydélime3) ~ [0 1 1[1 |(-4) ~
1 2 1]-3 (2) 0 4 3|-4
2 0 12
0 1 1|1
0 0 —1|-8
Z toho vypoCteme z = 8, y+8 =1 =y = —Ta 2x+8 =2 =z = 3. Je tedy
13(=2,0,1) = 7(0,3,2) + 8(1,3,1) = (2,3,-3) |

O
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3. Je ddna funkce f(x) = Ln(:ﬁ)

(a) Vypoctéte lim, o, f(x), lim, 1o f(z). Napiste rovnice vech asymptot grafu funkce f.

(b) Najdéte vsechny body, ve kterych ma f lokdln{ extrém a rozhodnéte, zda jde o lokalni
maximum ¢i minimum.

(c¢) Najdéte vSechny intervaly, ve kterych je funkce f ryze konvexn{ a na kterych je ryze konkavni.
Urcete vsechny inflexni body grafu funkce f.

Resend. Ziejmé je D(f) = (0,00). Spoctéme
Flz) = (1 + 1n(x)>’ _1- (1+In(z))  In(z)

x x? oz
In(x)\’ x—2xln(z) 2In(z)-1
" _ _ _ —
Fiw) = ( x? ) xt 3
(a)
lim f(x)= lim 1+ In(z) - —00,
z—04 z—04 T O+
1+1 1
lim f(z) = lim +In() = lim Yz =0
T—00 T—00 X z—oo 1
(b)
1
f(z)>0 —nx(f) >0 e z<1

a proto je f rostouci v (0,1) a klesajici v (1,00). V bodé z =1 je tedy lokdlni maximum.
(c)
2In(x) — 1
1
f'x) >0 & — s

a proto je f konvexn{ v (y/e,o0) a konkdvni v (0,+/e). V bodé z = /e je tedy inflexn{ bod.

>0 & 2ln(z)>1 & z>e/2 =/
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4. Do elipsy % + "’9—2 =1 je vepsan obdélnik se stranami rovnobéznymi s osami elipsy.
(a) Vyjadrete obsah obdélniku jako funkeci délky u jeho strany rovnobézné s osou z.
(b) Urcete délky stran obdélniku, jehoZz obsah je extrémé&lni.
(¢) Rozhodnéte a ovéite, zda extrém v (b) je maximum nebo minimum.

Resent.
(a) Zvolme bod v prvnim kvadrantu lezic{ na dané elipse. Uvazujme i vrcholy elipsy, ackoliv v
téchto bodech obdélnik degeneruje na tsecky. Dle zaddni (a) je jeho z-ové slozka rovna %

29
5 €(0,2). Oznac § jeho y-novou slozku. Viz obrézek 17. Potom

Y
3 -
3
v
2r 2
1 -
0 u 5 X
2
_1 -
_2 -
_3 -
_4 1 1 1 1 1 1
-6 -4 -2 0 2 4 6
OBRAZEK 17
(u/2)?  (v/2)? u o 0?
—le —4—=1
25 * 9 100 + 36

Vypoctéme v a dostaneme

3
v =—-+100 — u2, u € (0, 10).

5

Hledand funkce plosného obsahu je potom uv, tedy

P(u) = 2uv/100 — u?, u € (0,10).
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(b) Vypocitejme P’(u) na intervalu (0,10). Ziejmé existuje pro kazdé x € (0,10) a plati

2

3 u 3100 — 2u?
=2(V100 w2 - ———— ) = —
5( \/100—u2> 5 /100 — u?

Resme rovnici
3 (100 — 2u?)
5 V100 —u?
v intervalu (0,10). Snadno vypoéteme u = 5v/2. Podezielé body, v kterych by mohl byt
extrém, tedy jsou 0,5v/2,10. Snadno vypocteme funkéni hodnoty a mame P(0) = P(10) = 0,
P(5v/2) = 30. Délky stran, pro néz je obsah extrémalni, jsou tedy
’ul =0,uy = 5\/§,u3 :4‘.
(¢) Bylo jiz zodpovézeno v (b), nebot sled otdzek (a), (b), (c) nds k tomu nuti.

2. Vzorova pisemka

1. Je déna funkce f(z) = z%e™".
(a) Vypoctéte zgr_nocJ f(z) a zgrfoof(x)
(b) Najdéte maximdln{ intervaly, ve kterych je funkce rostouci a ve kterych klesajic.
(¢) Napiste Tayloruv polynom tfetiho stupné funkce f se stifedem v bodé ¢ = 0.

Resend. (a)

lim z2e™® = (—00)2e™ (") = 0™ = o0,
r—r — 00
2
. _ .o [ee) . 2z 00 . 2 2
lim 2?2 = lim = = == lim = === lim — = — =0
r—00 r—o0 et o0 r—o0 et o0 r—o0 et o0

(b)
fl(x) =2ze " — 2% = (22 — 2?)e ",
Déle
2z —2%)e ™" >0 & 20—22>0 & z<€(0,2).
Funkce je klesajici v intervalech (—oc, 0] a [2,00). Je rostouci v intervalu [0, 2].
()
() = (2—2z)e ™ — (22 — 2?)e ™ = (2 — 4z + 2?)e ™%,
() = (—4+2x)e™ " — (2 — 4o+ 2%)e " = (=6 + 62 — z?)e ™",

Tedy
f(0)=0,
f1(0) =0,
f//(o) — 2’

f///(o) - _6.
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Pak Tayloruv polynom je

%xQ + g—?x?’ =22 — 23,
O
2. Je dédna kiivka k: 2 = \/y2 +2y+3—2abod A=[-2,2].
(a) Vyjadrete vzddlenost body A od obecného bodu [z,y] dané kiivky jako funkci d proménné
(b) %rée‘ge defini¢ni obor D(d) a vypoctéte derivaci d’ funkce d.
(c) najddete bod na dané kiivce k, jehoz vzdalenost od bodu A je minimdlni. Ovéite, ze jde o
globaln{ minimum.

Resend. (a)
dy) = (V2 +2y+3—-2—(-2)) 2+ (y—2° =9y’ +2y+3+y° —dy+4=2y> -2y + 7.
(b)
D(d):y* +2y+3>0 & yeR.
Tedy D(d) = (—00,0).
d'(y) =4y — 2.
(c)y > 3, pak d je rostouci, jinak je klesajici. Tedy ma vy = 3 minimum. 4 = [V21/2-2,1/2].

3. Je dana soustava homogennich linedrnich rovnic
r+y+2=0,
2z —y+4z =0,
x4+ Ty —32z=0.
(a) Urcete dimenzi a najdéte néjakou bézi vektorového prostoru V' vsech feseni dané soustavy.
(b) Pro kterd redlnd A patii v = (A, 4,6) do V?
(c) Necht W je linedrn{ obal skupiny vektort u; = (—3,0,1), us = (—8,—1,2), uz = (5,2, —2).
Urcete dimW.

Resend.

4. Jsou dény body A =[1,3,2], B=[-3,1,4], C =[5,2,-2].
(a) Napiste obecnou rovnici roviny g prochézejici body A, B, C.
(b) Vypoctete obsah trujihelniku ABC.
(c) Najdéte bod R, ktery je pravouhlym prumétem bodu C na piimku AB.

Resend.
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14. PREDNASKA

Vlastni ¢isla a vlastni vektory matic

Definice 14.1. Bud A étvercovd matice kompleznich ¢isel #ddu n. Rekneme, 3e A € C je vlastni
éislo matice A, pokud existuje nenulovy n-rozmérnyg komplexnd vektor u takovy, Ze

(14.1) Au = du.
Je-li A vlastni éislo matice A, pak se kaZdy vektor , kteg spliuje (14.1), nazgvd vlastnim vektorem.

Véta 14.2. Necht ) je vlastni ¢islo matice A, pak mnoZina viech vlastnich vektori prislusnijch k A
tvori vektorouvy podprostor v C™.

Véta 14.3. Bud A matice typu 2 x 2 & 3 x 3. Necht u # o spliuje (14.1), Pak
(A—AE)u=0, tedy det(A—AE)=0.

Piiklad. Bud A = (2 2>, Najdéte vlastni ¢isla a k nim prislusné vlastni vektory.

1 3
2— A\ 2
im0 ,2).

det(A=AE)=(2-XNB-X)—-2=X2 -5 x+4=(A—-1)(\—4).

Tedy vlastni ¢isla jsou Ay = 1, Ay = 4. Spoc¢téme k nim piislusné vlastni vektory.

e (900

coz dava uj + 2ug = 0. Napi. vektor (2,—1) je tedy vlastni vektor pifslusny k A\ = 1.

wen (32) () - ()

coz ddva u; — ug = 0. Napf. vektor (1,1) je tedy vlastni vektor piislusny k A; = 4.

Reseni. Vezmeme matici

Pak

Velmi kratka informace o numerickych metodach

Zde je dén jen kratky popis nékterych numerickych metod a je zcela vynechdna velmi dulezita otdzka
rychlosti konvergence téchto metod.

Metoda 1 (Newtonova). Ddna rovnice f(x) = 0. Vol g libovolné a uvazuj iteracni proces
_ f()
f'(wi)

Tento proces se nazyvd Newtonovou iteracni metodou.

Tit1 = Ty

Posloupnost ; (pséna jako x(7)) je zndzornéna na obrazku 18. Vidime geometricky, jak posloup-
nost (i) konverguje k z, coz je feseni rovnice f(z) = 0.
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y=f(x)

0.4r

0.2r

4

0 X
xR x( x(1)

_02 -

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

OBRAZEK 18

Véta 14.4. Necht funkce f i f' jsou spojité na uzavieném intervalu [a,b], f(a)f(b) < 0 a f md
spojitou a kladnou druhou derivaci na intervalu (a,b). Pak Newtonova iteraéni metoda s Ty = b
konverguge k TeSent rovnice f(x) = 0.

Piiklad. Resme rovnici 2 = 3. Na intervalu [0,3] jsou splnény predpoklady predchozi véty.
Udélejme posloupnost

2
z; —3

330:358 1 =Ty +
’ n+ n 2xn

Spétéme prunich néekolik hodnot.

o =3

xr1 =2

xo = 1.75

r3 = 1.73214
rg = 1.73205

Cili v/3 = 1.73205.

Metoda 2 (Jacobiho). Ddna soustava linedrnich rovnic v maticovém tvaru Az = b. NapiSme
A=D+ L+ U, kde D je diagondlni matice, L je dolni trojuhelnikovd a U je horni trojuhelnikovd
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matice. Soustavu prepiseme ve tvaru
z=D"YU+ L)x+ Db
Udélejme posloupnost vektori
xo = libovolny, x,+1 = D™ (U + L)z, + D™ 'b.
Pokud tato posloupnost konvergujre k vektoru x, pak * = D=Y(U + L)x + D7'b a x je fesenim
Ax =b.

Priklad. Ddna soustava ( 4 1) (ac) = (6) Dostaneme iteracéni rovnice

-2 5)\y 8
—Yn +6
Tn+l1 = 4 5
2x, + 8
Yn+1 = 5 :

Pro poédteéni hodnoty (0,0) mdme
(.’Eo, yO) = (07 0)

(1) = 5,2)
(2,10) = (15, 5)
(3,38) = (55 22)
(0,00) = (555 30)

Vidime, Ze (Tn,yn) — (1,2).

Metoda 3 (Gauss-Seidlova). Ddna soustava linedrnich rovnic v maticovém tvaru Ax =b. V Jako-
biho iteraci se vyuZiji uz znamé hodnoty.

Priklad. Ddna soustava ( 4 1) (x) = (6) Dostaneme iteracéni rovnice

-2 5) \y 8
_yn+6
Tnt1 = T’
2Cp141 + 8
usr = 201EE

Pro poédteéni hodnoty (0,0) mdme
(z0,0) = (0,0)

3 11
(531,2/1) = (iag)

19 99
($2,y2) = (2*07%)

Vidime, Ze (z,,yn) — (1,2) podstatné rychleji.



