3. CVICENI

ALES NEKVINDA

Okrajové problémy - najdéte pocet feseni

v’ +2u =sinz, u(0) =u27) =0
v +u=sinz, u(0)=u(r)=0

u” 4+ 4u = 2%, u(0) = u(r) =0

v’ —9u = 0,u(0) =u(r) =0

v’ +u = cosz,u(0) =u(r) =0

u” 4+ 97%u = sin 5z, u(0) = u(2) =0

u + 91 = 2% u(—1) = u(l) =0

v + 97%u = sin ;ﬂ'l‘, u(0) =u(2) =0

Domaéci cviceni
1
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Najdéte vsechna teSeni.
(1) w4 2u=2z, u(0)=u(r)=0
U=z — Sin7\T/§7r sin v/2z
(2) w4+ 4u =4z, u(0) =u(r)=0
nema feseni
3) W'+ du==x(zx—m), u0)=u(r)=0

u=x?—7nr—2+csin2z,ceR

Najdéte pocet feseni - nehledejte je.
(4)  u" +8u=212%—6x+1, u0)=u(r)=0
jedno feseni
(5) v +9u =9z, u(0)=u(r)=0
nem4 feseni
6)  u'+9u=9(x—7/2), u0)=u(r)=0
ma nekoneéné mnoho Feseni
Najdéte vSechna feseni v zavislosti na parametru A.
(1) W'+ u=x-7/2, u0) =u(r)=0
A ¢ {1,4,9,16,...} pak existuje jediné feseni
X = k2 kde k je liché, pak existuje nekoneéné mnoho feseni

X = k? kde k je sudé, pak neexistuje zadné feseni

Reseni doméciho cvi¢eni

(1) v’ 4 2u =2z, u(0) = u(n) = 0.
Charakteristicka rovnice je

A +2=0,
0+/0—8 —\/§¢_{\/§i

)\ =
12 5 9 ot

Tedy
Ypr = C1 COS V2x + ¢98in V2.

Odhad pomoci specidlni pravé strany:

Yp = ax + b,

Dosazenim je
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tedy
a=1,b=0.
Pak
Y= $+01COS\[2$+CQSHI\/§J).
Dosadime okrajové podminky a mame
0=rc,
O=m+4+c cos V2 + CQSiH\/iﬂ'.
Tedy
cp =0,
Co Sin Vor = —n
a protoze sin /2w = 0,077465 - - - # 0, je

C1 = O,
s
g =——++
smx/ﬁw
a
7T .
Yy=x— sin v/2z.

sin v2rw

u” + 4u = 4z, u(0) = u(r) = 0. Charakteristickd rovnice je
N +4=0,
0+v0—16 —/16i {22'
5 -

2 -2

>\12 =

Tedy
Yp = €1 COS 2 + c3 sin 2.

Odhad pomoci specidlni pravé strany:

Yp = ax + b,
' — g,
"=0
Dosazenim je
4(ax + b) = 4z
tedy
a=1,b=0
Pak

Yy = + c1 cos 2z + cg sin 2x.
Dosadime okrajové podminky a mame
0= C1,

0 =7+ ¢1 cos 2w + ¢o sin 2.
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Tedy
c1 =0,
Cosin2m = —m
a protoze sin 27w = 0, je
c1 =0,
O.co = —7

a tato soustava evidentné nem4 feseni. Cili ani dany okrajovy problém nemé
feSeni.
u” 4+ 4u = x(x — ), u(0) = u(r) = 0. Charakteristickd rovnice je

N +4=0,

0+v0—16  —16i {Qi

)\ fr—
12 2 2 —9

Tedy
Yp = €1 COS 2 + ¢ sin 2.

Odhad pomoci specialni pravé strany:

yp = ar® +bx + ¢,

y = 2ax + b,

Yy’ = 2a.
Dosazenim je

20+ azx® + bx + ¢ = 2? — T
tedy
a=1b=—-m c=-2
Pak
Yy = 22—z — 2 4 ¢1 cos 2x + ¢y sin 2x.

Dosadime okrajové podminky a méme

0=-2+4c¢,
0= —2+4 ¢y cos2m + cosin 2.
Pak
0=—-2+4c,
0=—-24c¢; +0.co.
Tedy
€ =2,
c € R.

Existuje tedy nekonec¢né mnoho feseni

y:x2—7rx—2+0251n2x, co € R.
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(4) u" 4+ 8u = 22 — 62 + 1, u(0) = u(r) = 0. Vlastni &fsla problému jsou A\ =
1,4,9,16,..., tedy \r, = k2, a
8¢ {1,4,9,16,...},
mé dany okrajovy problém jediné feSeni.
(5) v +9u =9z, u(0) = u(r) = 0. Vlastni ¢isla problému jsou A = 1,4,9,16, ...,
tedy A\, = k2, a
9¢{1,4,9,16,...},
dany okrajovy problém mé bud nekoneéné & z4dné feseni. Ziejmé je 9 = Az a
pislusnd vlastni funkce je ug = sin 3z. Spocitejme integral
/ 9z uz(x)dr = / 9z sin 3zdx = [—9x cos 3z /3|f + / 9/3 cos 3zdzx
0 0 0
=37+ [sin3z]f =37 #0
a dany okrajovy problém nemd feseni.
(6) v +9u = 9(z — 7/2), u(0) = u(mr) = 0. Vlastni ¢isla problému jsou A\ =
1,4,9,16,..., tedy A\, = k2, a
9€{1,4,9,16,...},
Ziejmé je 9 = A3 a dany okrajovy problém mé bud nekonecné & zadné fesent.
Piélusnd vlastni funkce je ug = sin 3z. Spocitejme integral

/0 9(x —m/2) w,(x)dmz/o 9(x — w/2) sin 3zdx

= [-9(x — 7/2) cos 3z /3]§ + / 9/3 cos 3zdz
0
= —37/2(—1) — (=3(—7/2)) + [sin3z]f =0
a dany okrajovy problém nemd zadné reseni.
(M) v 4+ A = z —7/2, u(0) = u(r) = 0. Vlastni ¢isla problému jsou A =
1,4,9,16, ..., tedy A\x = k2, a pro
Aé¢{1,4,9,16,...},
mé dany okrajovy problém jediné feSeni.
Necht A = A\, = k2, k = 1,2,3,.... To znamend, ze )\ je vlastni é&islo.
Pidlusna vlastni funkce je up = sin kz. Spocitejme integrél

/Oﬂ(w —m/2) ug(w)de = /Oﬂ(x — 7/2) sin kzde

coskx™ T coskx
—[—(ac—ﬂ/Q) 3 }O—i-/o 2 dx

e (o a ) - [

0
T
= (- ~1
2k< coskm — 1)
Nyni, je-li k sudé, je coskmr =1,
/ (z — 7/2) up(x)dz = —% £0
0

a dany okrajovy problém nemé FeSeni.
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Je-li k liché, je coskm = —1,

/ (x — 7/2) ug(z)dz =0
0
a dany okrajovy problém ma nekonetné mnoho reseni.
Celkové dostaneme odpovéd
A ¢ {1,4,9,16,...} pak existuje jediné Fesen,
X = k% kde k je liché, pak existuje nekoneéné mnoho feseni,

X = k? kde k je sudé, pak neexistuje zadné fesend.



