
3. CVIČENÍ

ALEŠ NEKVINDA

Okrajové problémy - najděte počet řešeńı

u′′ + 2u = sinx, u(0) = u(2π) = 0

u′′ + u = sinx, u(0) = u(π) = 0

u′′ + 4u = x2, u(0) = u(π) = 0

u′′ − 9u = 0, u(0) = u(π) = 0

u′′ + u = cosx, u(0) = u(π) = 0

u′′ + 9π2u = sin 5πx, u(0) = u(2) = 0

u′′ + 9π2u = x2, u(−1) = u(1) = 0

u′′ + 9π2u = sin
3

2
πx, u(0) = u(2) = 0

Domáćı cvičeńı
1
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Najděte všechna řešeńı.

u′′ + 2u = 2x, u(0) = u(π) = 0(1)

u = x− π

sin
√

2π
sin
√

2x

u′′ + 4u = 4x, u(0) = u(π) = 0(2)

nemá řešeńı

u′′ + 4u = x(x− π), u(0) = u(π) = 0(3)

u = x2 − πx− 2 + c sin 2x, c ∈ R
Najděte počet řešeńı - nehledejte je.

u′′ + 8u = x2 − 6x+ 1, u(0) = u(π) = 0(4)

jedno řešeńı

u′′ + 9u = 9x, u(0) = u(π) = 0(5)

nemá řešeńı

u′′ + 9u = 9(x− π/2), u(0) = u(π) = 0(6)

má nekonečně mnoho řešeńı

Najděte všechna řešeńı v závislosti na parametru λ.

u′′ + λu = x− π/2, u(0) = u(π) = 0(7)

λ /∈ {1, 4, 9, 16, . . . } pak existuje jediné řešeńı

λ = k2 kde k je liché, pak existuje nekonečně mnoho řešeńı

λ = k2 kde k je sudé, pak neexistuje žádné řešeńı

Řešeńı domáćıho cvičeńı

(1) u′′ + 2u = 2x, u(0) = u(π) = 0.
Charakteristická rovnice je

λ2 + 2 = 0,

λ12 =
0±
√

0− 8

2
=
−
√

8i

2
=

{√
2i

−
√

2i

Tedy

yh = c1 cos
√

2x+ c2 sin
√

2x.

Odhad pomoćı speciálńı pravé strany:

yp = ax+ b,

y′ = a,

y′′ = 0.

Dosazeńım je

2(ax+ b) = 2x
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tedy

a = 1, b = 0.

Pak

y = x+ c1 cos
√

2x+ c2 sin
√

2x.

Dosad́ıme okrajové podmı́nky a máme

0 = c1,

0 = π + c1 cos
√

2π + c2 sin
√

2π.

Tedy

c1 = 0,

c2 sin
√

2π = −π

a protože sin
√

2π
.
= 0, 077465 · · · 6= 0, je

c1 = 0,

c2 = − π

sin
√

2π
a

y = x− π

sin
√

2π
sin
√

2x.

(2) u′′ + 4u = 4x, u(0) = u(π) = 0. Charakteristická rovnice je

λ2 + 4 = 0,

λ12 =
0±
√

0− 16

2
=
−
√

16i

2
=

{
2i

−2i

Tedy
yh = c1 cos 2x+ c2 sin 2x.

Odhad pomoćı speciálńı pravé strany:

yp = ax+ b,

y′ = a,

y′′ = 0.

Dosazeńım je

4(ax+ b) = 4x

tedy

a = 1, b = 0.

Pak

y = x+ c1 cos 2x+ c2 sin 2x.

Dosad́ıme okrajové podmı́nky a máme

0 = c1,

0 = π + c1 cos 2π + c2 sin 2π.
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Tedy

c1 = 0,

c2 sin 2π = −π

a protože sin 2π = 0, je

c1 = 0,

0.c2 = −π

a tato soustava evidentně nemá řešeńı. Čili ani daný okrajový problém nemá
řešeńı.

(3) u′′ + 4u = x(x− π), u(0) = u(π) = 0. Charakteristická rovnice je

λ2 + 4 = 0,

λ12 =
0±
√

0− 16

2
=
−
√

16i

2
=

{
2i

−2i

Tedy

yh = c1 cos 2x+ c2 sin 2x.

Odhad pomoćı speciálńı pravé strany:

yp = ax2 + bx+ c,

y′ = 2ax+ b,

y′′ = 2a.

Dosazeńım je

2a+ ax2 + bx+ c = x2 − πx

tedy

a = 1, b = −π, c = −2.

Pak

y = x2 − πx− 2 + c1 cos 2x+ c2 sin 2x.

Dosad́ıme okrajové podmı́nky a máme

0 = −2 + c1,

0 = −2 + c1 cos 2π + c2 sin 2π.

Pak

0 = −2 + c1,

0 = −2 + c1 + 0.c2.

Tedy

c1 = 2,

c2 ∈ R.

Existuje tedy nekonečně mnoho řešeńı

y = x2 − πx− 2 + c2 sin 2x, c2 ∈ R.
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(4) u′′ + 8u = x2 − 6x + 1, u(0) = u(π) = 0. Vlastńı č́ısla problému jsou λ =
1, 4, 9, 16, . . . , tedy λk = k2, a

8 /∈ {1, 4, 9, 16, . . . },

má daný okrajový problém jediné řešeńı.
(5) u′′ + 9u = 9x, u(0) = u(π) = 0. Vlastńı č́ısla problému jsou λ = 1, 4, 9, 16, . . . ,

tedy λk = k2, a

9 ∈ {1, 4, 9, 16, . . . },
daný okrajový problém má buď nekonečně či žádné řešeńı. Zřejmě je 9 = λ3 a
přślušná vlastńı funkce je u3 = sin 3x. Spoč́ıtejme integrál∫ π

0

9x u3(x)dx =

∫ π

0

9x sin 3xdx = [−9x cos 3x/3]π0 +

∫ π

0

9/3 cos 3xdx

= −3π + [sin 3x]π0 = 3π 6= 0

a daný okrajový problém nemá řešeńı.
(6) u′′ + 9u = 9(x − π/2), u(0) = u(π) = 0. Vlastńı č́ısla problému jsou λ =

1, 4, 9, 16, . . . , tedy λk = k2, a

9 ∈ {1, 4, 9, 16, . . . },

Zřejmě je 9 = λ3 a daný okrajový problém má buď nekonečně či žádné řešeńı.
Přślušná vlastńı funkce je u3 = sin 3x. Spoč́ıtejme integrál∫ π

0

9(x− π/2) u3(x)dx =

∫ π

0

9(x− π/2) sin 3xdx

= [−9(x− π/2) cos 3x/3]π0 +

∫ π

0

9/3 cos 3xdx

= −3π/2(−1)− (−3(−π/2)) + [sin 3x]π0 = 0

a daný okrajový problém nemá žádné řešeńı.
(7) u′′ + λu = x − π/2, u(0) = u(π) = 0. Vlastńı č́ısla problému jsou λ =

1, 4, 9, 16, . . . , tedy λk = k2, a pro

λ /∈ {1, 4, 9, 16, . . . },

má daný okrajový problém jediné řešeńı.
Nechť λ = λk = k2, k = 1, 2, 3, . . . . To znamená, že λk je vlastńı č́ıslo.

Přślušná vlastńı funkce je uk = sin kx. Spoč́ıtejme integrál∫ π

0

(x− π/2) uk(x)dx =

∫ π

0

(x− π/2) sin kxdx

=
[
− (x− π/2)

cos kx

k

]π
0

+

∫ π

0

cos kx

k
dx

= −(π − π/2)
cos kπ

k
−
(
− (0− π/2)

cos 0

k

)
−
[ sin kx

k2

]π
0

=
π

2k
(− cos kπ − 1)

Nyńı, je-li k sudé, je cos kπ = 1 ,∫ π

0

(x− π/2) uk(x)dx = −π
k
6= 0

a daný okrajový problém nemá řešeńı.
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Je-li k liché, je cos kπ = −1,∫ π

0

(x− π/2) uk(x)dx = 0

a daný okrajový problém má nekonečně mnoho řešeńı.
Celkově dostaneme odpověď

λ /∈ {1, 4, 9, 16, . . . } pak existuje jediné řešeńı,

λ = k2 kde k je liché, pak existuje nekonečně mnoho řešeńı,

λ = k2 kde k je sudé, pak neexistuje žádné řešeńı.


