9. CVICENI

ALES NEKVINDA

Ktivkovy integral 2. druhu

D’ana orientovana kiivka (k) : (x(t),y(t)), resp. k : (x(t),y(t),2(¢)), t € [a, ],
pocétecni bod je A = [(x(a),y(a),2(a))], koncovy bod je B = [(z(b),y(b), z(b))],
A#B . Pak

ds = /(' (1)) + (v (1))2dt, resp. ds = /(' ()2 + (y/' (1)) + (2 (1))2dt.

Necht je dano dvou(resp. tif)rozmérné pole

f(@,y), 9(x,y), resp. f(z,y,2),9(x,y,2),h(z,y,2).
Potom kfivkovy integral 2. druhu (prace pole podél kiivky (k)) je definovin

b
o fla,y)de + g(z,y)dy = / (f(@(®), y(®))2"(t) + g (), y(1)y'(t)) dt,

resp.

/ F(@,y, 2)de + 9oy, 2)dy + hiz,y, 2)dz
(k)

b
:=/ (F(@ (), y(t), 2()(t) + g(a(t), y(8), 2(t))y'(t) + h(=(t), y(t), 2(1))2' (1)) dt.

Pitklady

/(k)(ﬂﬂ2 —2zy)dax + (y° — 2ay)dy, k= {[z,yl;x € [-1,1],y = 2°},
kde po¢. bod je [—1,1] a konc. bod [1,1]
[ = b= (e € 0.2y = %)
kde poé¢. bod je [2,4] a konc. bod [0, 0]
/k (2a — y)dx + zdy, k = {[z,y];x = a(t —sint),y = a(l — cost),t € [0, 2]},
v kde po¢. bod je [0,0] a kone. bod [27, 0]
/(k) yzdx + szy + aydz, k= {[z,y];x = acost,y = asint, z = bt,t € [0,27]},

kde po¢. bod je [a,0,0] a konc. bod [a, 0, 27b)

Domaéci cviceni
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(1)

/(m %dm +ady, k= {[z,yliz € [1/2,3],2y = 1}

kde poc. bod je [3,1/3] a konc. bod [1/2,2]

5
In6— 2
T3

(2)
/ xydy, k= {[z,y];x € [0,7],y =sina}
(k)

kde po¢. bod je [0,0] a konc. bod [, 0]
1

— =T

4
(3)

Tty r—y .
dx — dy, k={|x,y];x =acost,y = asint, € |0,27
| e = e k= (el y 0,21}

— 27

(4)
/(f—fMWHﬁ—fﬂwa—ﬁMa
(k)

E={lz,y,2;2® +y* + 22 =0a*,2>0,y > 0,2 > 0,2yz = 0}
kde oreintace je déna poradim [a,0, 0], [0, a, 0], [0, 0, a]
4q3
(5)
/(k) yide + 22dy + 22dz, k= {[z,y, 2]; 2> + v + 2° = a2 + y* = ax, 2 > 0}

kde oreintace je dédna tetnym vektorem (0, —1,0) v bodé [0, 0, a)

1
B

4

Reseni doméciho cvi¢eni

(1) Vypocitejte k) Ydx + xdy, k = {[z,yl;x € [1/2,3],2y = 1}, kde poc. bod je
[3,1/3] a konc. bod [1/2,2].
Parametrizace kiivky je
x=3—1t tel0,5/2
y=1/(3-1)

Dale



9. CVICEN{ 3

/(k) ;da:—&-xdy—/ ( %)dt:
f*(*?*lnz)*(*%*m?’)

= {fifln

3—t
1
:§+ln3—2—ln§:—g—ln3+ln2:ln6—g.
(2) Vypocitejte f(k) xydy, k= {[z,y];x € [0,7],y = sinz}, kde po¢. bod je [0, 0]
bod [r, 0].

a konc.

Parametrizace kiivky je

Dale

a

x=t, te|0,n]

y = sint.
=1,
y' = cost.

T 1 (7 u=t v =sin2t
dy = tsintcost dt = — tsin2t dt =
/(k)xy y /0 sin t cos 2/0 sin o1 v:—%cos% ‘
1 ’T 1 1 1 1 ™ 1
— 5tcos2t}0 —/0 —5 cos 2t dt) = 5(— §7T+ [5 Sin2t}0) = —Zw.

A4l

(3) Vypocitejte f(k)%dx - 2+y sdy, k = {[z,y];z = acost,y = asint, €

[0, 27]}.

Pro parametrizaci kiivky zkusme pouzit polarni soufadnice. Hledejme funkci
r(p) tak, aby vztahy Parametrizace kiivky je

Déle

Potom

x =acost, t € [0,2n7]

y = asint.
/ .
T = —asint,
y = acost.

Tty Ty

T — dy
/(k) 56'2 + y2 .'1,'2 + y2

2w : .
t t t— t
= / ( ;(COS +sin?) (—asint) — a(cost — sin) a cos t) dt
0 a

(cos2t + sin? t) a2(cos? t 4 sin’ t)

2m
= / ((cost +sint)(—sint) — (cost — sint) cost)dt
0

2 27
= / (— costsint—sinzt—COSQt—i—sintcost)dt: —/ dt = —27.
0 0
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4) f(k)(z2 —y?)dx + (22 = 22)dy + (y? — 2?)dz, k = {[x,y, 2]; 2% +y* +22 = a®, 2 >
0,y > 0,z > 0,2yz = 0}, kde oreintace je ddna poradim |[a, 0, 0], [0, a, 0], [0, 0, a.

Dang kiivka lez na povrchu koule se tfedem [0,0,0] a polomérem a. Z
podminek x > 0,y > 0,z > 0 jde o prvni oktant. Navic z podminky zyz = 0
se dand kiivka rozpadne na tii kivky ki, ko, k3 lezici postopné v roviné z = 0,
pak v roviné x = 0 a v roviné y = 0. Parametrické rovnice jsou

ki :x = acost, t € [0, 27] z' = —asint
y = asint y = acost
z2=0 Z=0.
ke :x =0, t €[0,2n] =0
Yy =acost y = —asint
z = asint 2 = acost
ks :x = asint, t € [0, 27] x' = —acost
y=0 y' =0
z = acost 2 = asint

Potom
/ (2% — yH)da + (2% — 2H)dy + (y* — 2%)dz
(k)
/2
= / (—a®sin® t(—asint) + a? cos> t acost)dt
—|—/ —a®sin? t(—asint) + a® cos’ t acost)dt

0

—|—/ (a®cos®t acost) + (—a?sin?t)(—asint))dt

[}

3a3/ (cos® t + sin® t)dt

(=)

3a3/ (1 —sin®t)cost + (1 — cos? t) sin t)dt
0

1 w/2
= {smt— sin®t — (cost—gcos:it)}
0

— 34 (1—§707(07(17%)>):4a3.

5) f(k) yide + 22dy + 22dz, k = {[z,y,2];2% +y® + 2% = a®, 2% + y* = ax, 2 > 0},
kde oreintace je ddna teénym vektorem (0, —1,0) v bodeé [0, 0, a].

Nejprve zparametrizujme kruznici 22 +y? = ax, vzhledem k te¢nému vektoru
ji probihdme v kladném sméru (tj. proti pohybu hodinovych rucicek). Volme
stied v bodé [a, 0] a piSme

x=a-+r(t)cost

y =r(t)sint.
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Z podminky 22 + y? = axr mdme a? + 2ar(t) cost + r2(t) = a(a + r(t) cost) a
tedy r(t) = —acost. Pak

r=a—acos’t=asin’t, te[-mw/2,7/2]

Yy = —acostsint.

Z podminek 22 4+ y2 + 22 = a2, 22 + y® = ax, 2 > 0 a 22 + y® = ax plyne

z=va? 22—y =Va® —az = Va2 — a2sin®t = al cost| = acost.
Parametrizace kiivky je tedy

r=asin’t, te[-n/2,7/2
y = —acostsint

z =acost.
Pak

' = 2acostsint,
Y = a(—cos®t +sin’t),
2

= —asint

w/2
/ yide + 2Pdy + 2?dz = / (a®sin® t cos® t.2a sin t cos t
(k) —m/2

+ a® cos? t.a(sin® t — cos? t) + a? sin t(—asint))dt

/2
=a? / (2sin® t cos® t + cos? t(sin? t — cos® t) — sin® t)dt := I.
—7/2
Protze sin®t cos® t a sin® ¢ jsou liché funkce, je

/2 )
/ sin®tcos®t dt = 0
—m/2

/2
/ sin®t dt = 0.
—7/2
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Pak
/2
a3/ cos? t(sin® t — cos® t) dt = a3/ cos? t(1 — 2cos? t) dt
—m/2

m/2
= a3/ (cos®t —2cos t) dt = 2a3/ (cos®t —2cos™ t) dt
0

1+cos2t (1+cos2t)2> &t
2

1 + cos 2t — (1 + cos2t)?) dt

(cos 2t — 2 cos 2t — cos® 2t) dt

1+cos4t) g — 3[ sin2t t Sin4tr/2

(_COS%_ 2 - 2 2 78

0



