
11. CVIČENÍ

ALEŠ NEKVINDA

Př́ıklad zkouškové ṕısemky

1. Řešte okrajovou úlohu

u′′ + 9u = 7 cos 4x+ 7 sin 4x,

u(0) = 1, u(3π/2) = −3.

2. Vypoč́ıtejte ∫∫
M

√
4

4− x2 − y2
dxdy.

přes množinu

M = {(x, y) : x2 + y2 < 2y}.

3. Vypoč́ıtejte ∫∫∫
M

z dxdydz

přes množinu

M = {(x, y, z) : 2 ≤ x2 + y2 ≤ 4, 0 < z <
√
x2 + y2}.

4. Vypoč́ıtejte hmotnost křivky C : ψ(t) = (t cos t, t sin t, t), t ∈ 〈0,
√

2〉, jej́ıž
hustota v každém bodě je z.

Řešeńı:

1. Řešte okrajovou úlohu

u′′ + 9u = 7 cos 4x+ 7 sin 4x,

u(0) = 1, u(3π/2) = −3.

Řešeńı:

u′′ + 9u = 0.

Pak

λ2 + 9 = 0 ⇒ λ1,2 = ±i.

Tedy

uh = c1 cos 3x+ c2 sin 3x.

Zřejmě je

7 cos 4x+ 7 sin 4x = e0.x(7. cos 4x+ 7. sin 4x).
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2 ALEŠ NEKVINDA

Pak α + iβ = 4, to neńı kořen charakteristické rovnice, tady k = 0. Hledejme
tedy partikulárńı řešeńı ve tvaru

up = x0e0.x(a. cos 4x+ b. sin 4x) = a cos 4x+ b sin 4x.

Pak

up = a cos 4x+ b sin 4x,

u′p = −4a sin 4x+ 4b cos 4x,

u′′p = −16a cos 4x− 16b sin 4x.

Dosazeńım máme

− 16a cos 4x− 16b sin 4x+ 9a cos 4x+ 9b sin 4x = 7 cos 4x+ 7 sin 4x.

Tedy

− 7a cos 4x− 7b sin 4x = 7 cos 4x+ 7 sin 4x

a

a = −1, b = −1.

Obecné řešeńı je

u = − cos 4x− sin 4x+ c1 cos 3x+ c2 sin 3x.

Dosad́ıme okrajové podmı́nky a dostaneme

u(0) = 1 = − cos 0− sin 0 + c1 cos 0 + c2 sin 0 = −1 + c1,

u(3π/2) = −3 = − cos 6π − sin 6π + c1 cos 9π/2 + c2 sin 9π/2 = −1 + c2.

Tedy

c1 = 2, c2 = −2

a konečně

u = − cos 4x− sin 4x+ 2 cos 3x− 2 sin 3x.

2. Vypoč́ıtejte ∫∫
M

√
4

4− x2 − y2
dxdy.

přes množinu

M = {(x, y) : x2 + y2 < 2y}.

Řešeńı:
Převedeme integrál do polárńıch souřadnic. Zřejmě ϕ ∈ [0, π] a r2 ≤ 2r sinϕ,
tedy r ∈ [0, 2 sinϕ]. Tedy∫∫

M

√
4

4− x2 − y2
dxdy =

∫ π

0

∫ 2 sinϕ

0

2r√
4− r2

drdϕ

=

∫ π

0

[
−
√

4− r2
]2 sinϕ

0
dϕ =

∫ π

0

(
2−

√
4− 4 sin2 ϕ

)
dϕ

=

∫ π

0

(
2− 2

√
cos2 ϕ

)
dϕ =

∫ π

0

(2− 2| cosϕ|)dϕ

= 2

∫ π/2

0

(2− 2 cosϕ)dϕ = 4
[
ϕ− sinϕ

]π/2
0

= 4(π/2− 1) = 2π − 4.
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3. Vypoč́ıtejte ∫∫∫
M

z dxdydz

přes množinu

M = {(x, y, z) : 2 ≤ x2 + y2 ≤ 4, 0 < z <
√
x2 + y2}.

Řešeńı:
Označme

P = {(x, y) : 2 ≤ x2 + y2 ≤ 4}.
Zřejmě je (v podstatě jde o převod do cylindrických souřadnic)∫∫∫

M

z dxdydz =

∫∫
P

∫ √x2+y2

0

z dz dxdy

=

∫∫
P

[z2

2

]√x2+y2

0
dxdy =

1

2

∫∫
P

(x2 + y2) dxdy

=
1

2

∫ 2π

0

∫ 2

√
2

r3 drdϕ =
1

2

∫ 2π

0

[r4

4

]2
√

2
dϕ =

1

2

∫ 2π

0

3 dϕ = 3π.

4. Vypoč́ıtejte hmotnost křivky C : ψ(t) = (t cos t, t sin t, t), t ∈ 〈0,
√

2〉, jej́ıž
hustota v každém bodě je z.
Řešeńı:
Máme

ds =
√

(cos t− t sin t)2 + (sin t+ t cos t)2 + 1 dt =
√
t2 + 2 dt.

Potom hmotnost

m =

∫ √
2

0

t
√
t2 + 2 dt =

1

2

∫ 4

2

√
s ds =

1

2

[2

3
s

3
2

]4
2

=
1

3
(4

3
2 − 2

3
2 ) =

8− 2
√

2

3
.


