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3. Př́ıpad λ > 0 53
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3. Orientovaná křivka 149
4. Práce pole podél prosté orientované křivky 152
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3. Těžǐstě plochy 189
4. Momenty setrvačnosti plochy 190





PŘEDNÁŠKA 1

Diferenciálńı rovnice - počátečńı úlohy

1. Diferenciálńı rovnice druhého řádu.

Mnoho matematických, fyzikálńıch, chemických, biologických, ekonomických a
daľśıch jev̊u je popsáno řeč́ı diferenciálńıch rovnic. My se budeme věnovat difer-
enciálńım rovnićım druhého řádu, ačkoliv je potřeba (např. v teorii pružnosti) něco
vědět i rovnićıch vyšš́ıho řádu. Obecný tvar diferenciálńı rovnice druhého řádu je

F (x, y, y′, y′′) = 0.

My se budeme zabývat jen některými speciálńımi př́ıpady.

2. Lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu.

Obecný tvar lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu je

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x),

kde p, q, f : I → R jsou spojité funkce definované v nějakém intervalu I. My se
nauč́ıme řešit přdevśım speciálńı př́ıpad, když jsou funkce p, q konstantńı. Ř́ıkáme
j́ı potom lineárńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koeficienty. Má tedy tvar

(2.1) y′′ + py′ + qy = f(x),

kde p, q ∈ R a f : I → R je spojitá funkce definovaná v nějakém intervalu I.
Vzpomeneme-li si na postup řešeńı lineárńıch diferenciálńıch rovnic prvého

řádu, nepřekvaṕı nás, že postup rozděĺıme do dvou krok̊u.
1) Vyřeš́ıme homogenńı rovnici, tj s nulovou pravou stranou,

y′′ + py′ + qy = 0.

2) Najdeme nějaké konkrétńı, tzv. partikulárńı, řešeńı rovnice (2.1) a sečteme
ho s řešeńım 1).

3. Homogenńı lineárńı rovnice druhého řádu.

Obecný tvar lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu je

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,

kde p, q, f : I → R jsou spojité funkce definované v nějakém intervalu I.

Věta 1.1. Nechť p(x), q(x) jsou spojité v I a nechť je dána rovnice

(3.1) y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0.

Označme V množinu jejich řešeńı. Pak V je vektorový prostor.
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8 1. DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE - POČÁTEČNÍ ÚLOHY

D̊ukaz. Stač́ı dokázat implikaci

α1, α2 ∈ R ∧ y1, y2 ∈ V ⇒ α1y1 + α2y2 ∈ V.
Vynechme v celém d̊ukazu argument x. Nechť tedy y1, y2 ∈ V , tj.

(3.2) y′′1 + py′1 + qy1 = 0 a y′′2 + py′2 + qy2 = 0.

Poč́ıtejme

(α1y1 + α2y2)′′ + p(α1y1 + α2y2)′ + q(α1y1 + α2y2)

= α1y
′′
1 + α2y

′′
2 + pα1y

′
1 + pα2y

′
2 + qα1y1 + qα2y2 =

α1 (y′′1 + py′1 + qy)︸ ︷︷ ︸
=0 d́ıky(3.2)

+α2 (y′′2 + py′2 + qy2)︸ ︷︷ ︸
=0 d́ıky(3.2)

= 0

a plat́ı tedy

(α1y1 + α2y2)′′ + p(α1y1 + α2y2)′ + q(α1y1 + α2y2) = 0,

což znamená α1y1 + α2y2 ∈ V a implikace je dokázána.

�

Daľśı věta ř́ıká, že dimV = 2, což souviśı s t́ım, že rovnice (5.1) je druhého
řádu. Jej́ı d̊ukaz vynecháme.

Věta 1.2. Nechť p(x), q(x) jsou spojité v I a nechť je dána rovnice (5.1).
Označme V množinu jejich řešeńı. Pak dimV = 2.

Předchoźı dvě věty nám dávaj́ı návod, jak rovnici (5.1) řešit. Stač́ı naj́ıt dvě
lineárně nezávislé funkce y1, y2, které řeš́ı (5.1). T́ım najdeme bázi V . Potom tedy
prostor V je dán jako libovolná lineárńı kombinace c1y1 + c2y2, c1, c2 ∈ R. Naš́ım
úkolem je tedy nalézt nějakou bázi V .

Definice 1.3. Nechť p(x), q(x) jsou spojité v I a nechť je dána rovnice (5.1).
Pak každou bázi prostoru V nazýváme fundamentálńım systémem rovnice (5.1).

Fundamentálńı systém umı́me naj́ıt obecně pouze pro rovnice s konstantńımi
koeficienty, viz ńıže. Někdy ho lze explicitně naj́ıt i v př́ıpadě nekonstantńıch
koeficient̊u, ale to jde pouze pro p(x), q(x), které jsou k sobě v nějakém speciálńım
vztahu nebo nějak uhodneme aspoň jedno řešeńı.

4. Redukce řádu rovnice, pokud známe jedno řešeńı.

Představme si, že řeš́ıme rovnici y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 a že funkce ϕ1(x) je
nenulové řešeńı. Funkce ϕ1(x) tedy patř́ı do fundamentálńıho systému. Hledejme
druhou funkci z fundamentálńıho systému ve tvaru ϕ2(x) := y(x) = ϕ1(x)z(x), kde
funkce z(x) je neznámá a dosaďme do dané rovnice. Potom postupně dostáváme
(pǐsme už bez argumentu x)

y = ϕ1 z, y′ = ϕ′1 z + ϕ1 z
′, y′′ = ϕ′′1 z + 2ϕ′1 z

′ + ϕ1 z
′′

a dále

0 = ϕ′′1 z + 2ϕ′1 z
′ + ϕ1 z

′′ + p(x)(ϕ′1 z + ϕ1 z
′) + q(x)ϕ1 z

= ϕ′′1 z + p(x)ϕ′1 z + q(x)ϕ1 z + 2ϕ′1 z
′ + ϕ1 z

′′ + p(x)ϕ1 z
′

= z (ϕ′′1 + p(x)ϕ′1 + q(x)ϕ1)︸ ︷︷ ︸
=0 protože ϕ1 je řešeńı

+ϕ1 z
′′ + (2ϕ′1 + p(x)ϕ1) z′.



4. REDUKCE ŘÁDU ROVNICE, POKUD ZNÁME JEDNO ŘEŠENÍ. 9

Dostali jsme tedy rovnici

ϕ1 z
′′ + (2ϕ′1 + p(x)ϕ1) z′ = 0

která po substituci u = z′ přejde na rovnici prvńıho řádu a tu lze řešit separaćı.
Nalezneme z a ϕ2 = ϕ1 z je druhá funkce do fundamentálńıho systému.

Máme-li ϕ1, ϕ2, naṕı̌seme snadno obecné řešeńı ve tvaru

y = c1ϕ1 + c2ϕ2, C1, c2 ∈ R.

Př́ıklad 1.4. Řešte rovnici (1− x)y′′ + xy′ − y = 0.

Řešeńı. Prozrad́ıme předem, zě fundamentálńı systém je ϕ1 = x, ϕ2 = ex.
Předpokládejme, že jsme uhodli ϕ1(x) = x. Pomoćı redukce řádu vypoč́ıtejme

ϕ2(x). Nechť y := ϕ2(x) = xz(x). Pak

y = xz, y′ = z + xz′, y′′ = 2z′ + xz′′

a dále

(1− x)(2z′ + xz′′) + x(z + xz′)− xz = 0,

x(1− x)z′′ + 2(1− x)z′ + xz + x2z′ − xz = 0,

x(1− x)z′′ + (x2 − 2x+ 2)z′ = 0.

Substitućı u = z′ a separaćı máme

x(1− x)u′ + (x2 − 2x+ 2)u = 0,

u′

u
=
x2 − 2x+ 2

x2 − x
= 1− 2

x
+

1

x− 1
,

lnu = x− 2 lnx+ ln(x− 1),

u =
x− 1

x2
ex

Dále

z =

∫
x− 1

x2
exdx =

∫ ( 1

x
− 1

x2

)
exdx =

∫
1

x
exdx−

∫
1

x2
exdx

=

∣∣∣∣ u = ex v′ = 1
x2

u′ = ex v = − 1
x

∣∣∣∣ =

∫
1

x
exdx−

(
− 1

x
ex −

∫
− 1

x
exdx

)
=

∫
1

x
exdx+

1

x
ex −

∫
1

x
exdx =

1

x
ex.

Konečně máme

ϕ2 = y = xz = x
1

x
ex = ex.

Fundamentálńı systém tedy tvoř́ı dvojice x, ex.
Předpokládejme, že jsme naopak uhodli druhou funkci ϕ1(x) = ex. Pomoćı

redukce řádu vypoč́ıtejme ϕ2(x). Nechť y := ϕ2(x) = exz(x). Pak

y = exz, y′ = ex(z + z′), y′′ = ex(z′′ + 2z′ + z)
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a dále

(1− x)ex(z′′ + 2z′ + z) + xex(z + z′)− exz = 0,

(1− x)(z′′ + 2z′ + z) + x(z + z′)− z = 0,

(1− x)z′′ + (2− x)z′ = 0.

Substitućı u = z′ a separaćı máme

(1− x)u′ + (2− x)u = 0,

u′

u
= −x− 2

x− 1
= −1 +

1

x− 1
,

lnu = −x+ ln(x− 1),

u = e−x(x− 1)

Dále

z =

∫
e−x(x− 1)dx =

∣∣∣∣ u′ = e−x v = x− 1
u = −e−x v′ = 1

∣∣∣∣ = −(x− 1)e−x −
∫
−e−xdx

= −(x− 1)e−x − e−x = −xe−x.

Konečně máme

ϕ2 = y = exz = ex
(
− xe−x

)
= −x.

Fundamentálńı systém tedy tvoř́ı dvojice ex,−x. Můžeme ovšem vźıt ex, x.
Tuto rovnici lze řešit i př́ımo, pokud jsme dostatečně šikovńı. Pǐsme

(1− x)y′′ + xy′ − y = 0 ⇐⇒ (1− x)y′′ + (x− 1)y′ + y′ − y = 0

⇐⇒(1− x)(y′′ − y′) + y′ − y = 0 ⇐⇒ (1− x)(y′ − y)′ + y′ − y = 0.

Substitućı z = y′ − y dostaneme

(1− x)z′ + z = 0.

To již dokážeme řešit separaćı.

(1− x)z′ + z = 0

dz

z
=

1

x− 1
ln z = ln(x− 1) + c

z = k(x− 1).

Dále po zpětném dosazeńı máme

y′ − y = k(x− 1),

což je lineárńı rovnice prvńıho řadu. Tu umı́me řešit. Nejprve vynulujeme pravou
stranu a máme

y′ − y = 0

dy

y
= 1

ln y = x+ d

yh = cex.



5. HOMOGENNÍ LINEÁRNÍ ROVNICE DRUHÉHO ŘÁDU S KONSTANTNÍMI KOEFICIENTY - ÚVOD.11

Variaćı kovstanty dostaneme y = c(x)ex, kde

c′(x)ex = k(x− 1)

c′(x) = k(x− 1)e−x

c(x) =

∫
k(x− 1)e−xdx = −kxe−x

yp = −kx.
Celkem je tedy y = −kx+ cex. Ṕı̌seme-li c1 mı́sto −k a c2 mı́sto c, dostaneme

y = c1x+ c2ex.

Fundamentálńı systém je tedy tvořen funkcemi x, ex.

�

5. Homogenńı lineárńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koeficienty
- úvod.

Nśleduj́ıćı dvě věty jsou speciálńımi př́ıpady vět 1.1 a 1.2.

Věta 1.5. Nechť p, q ∈ R a nechť je dána rovnice

(5.1) y′′ + py′ + qy = 0.

Označme V množinu jejich řešeńı. Pak V je vektorový prostor.

Věta 1.6. Nechť p, q ∈ R a nechť je dána rovnice (5.1). Označme V množinu
jejich řešeńı. Pak dimV = 2.

Naš́ım hlavńım úkolem je tedy nalézt nějakou bázi V pro rovnici s konstantńımi
koeficienty. My se nyńı nauč́ıme tuto bázi (čili tento fundamentálńı systém) hledat.
Začneme na př́ıkladě.

Př́ıklad 1.7. Řešte rovnici y′′ − 3y′ + 2y = 0.

Řešeńı. ”Uhodneme” řeš́ı ve tvaru y = eλx a hledejme λ tak, aby eλx bylo
řešeńım. Dosazeńım máme

y′ = λeλx, y′′ = λ2eλx

a tedy
λ2eλx − 3λeλx + 2eλx = 0.

Protože eλx > 0, máme tzv. charakteristickou rovnici

λ2 − 3λ+ 2 = 0.

Jej́ım řešeńım je

λ1,2 =
3±
√

9− 8

2
=
{ 1,

2.

Fundamentálńı systém je tedy ex, e2x a obecné rešeńı zadané rovnice je

y = c1ex + c2e2x, c1, c2 ∈ R.
�

Definice 1.8. Nechť p, q ∈ R a nechť je dána rovnice (5.1). Pak kvadratickou
rovnici

λ2 + pλ+ q = 0

nazýváme charakteristickou rovnićı rovnice (5.1).



12 1. DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE - POČÁTEČNÍ ÚLOHY

Tuto charakteristickou rovnici vyřeš́ıme a sestav́ıme fundamentálńı systém.
Fundamentálńı systém ovšem zálež́ı na tom, zda charakteristická rovnice má dva
r̊uzné reálné kořeny, dvojnásobný reálný kořen či dva r̊uzné komlexńı kořeny.

6. Homogenńı lineárńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koeficienty
- Dva r̊uzné reálné kořeny.

Věta 1.9. Nechť p, q ∈ R a nechť je dána rovnice (5.1). Nechť λ1 6= λ2 jsou
dva r̊uzné reálné kořeny charakteristické rovnice, pak fundamentálńı systém je

y1 = eλ1x, y2 = eλ2x

a množina řešeńı je
y = c1eλ1x + c2eλ2x, c1, c2 ∈ R.

Př́ıklad 1.10. Řešte rovnici y′′ − 5y′ + 6y = 0.

Řešeńı. Charakteristická rovnice je

λ2 − 5λ+ 6 = 0.

Jej́ım řešeńım je

λ1,2 =
5±
√

25− 24

2
=
{ 2,

3.

Fundamentálńı systém je tedy e2x, e3x a obecné rešeńı zadané rovnice je

y = c1e2x + c2e3x, c1, c2 ∈ R.
�

Př́ıklad 1.11. Řešte rovnici y′′ − 4y = 0.

Řešeńı. Charakteristická rovnice je

λ2 − 4 = 0.

Jej́ım řešeńım je

λ1,2 =
{ −2,

2.

Fundamentálńı systém je tedy e−2x, e2x a obecné rešeńı zadané rovnice je

y = c1e−2x + c2e2x, c1, c2 ∈ R.
�

Př́ıklad 1.12. Řešte rovnici y′′ − 7y′ + 3y = 0.

Řešeńı. Charakteristická rovnice je

λ2 − 7λ+ 3 = 0.

Jej́ım řešeńım je

λ1,2 =
7±
√

49− 12

2
=

{
7−
√

37
2 ,

7+
√

37
2 .

Fundamentálńı systém je tedy e
7−
√

37
2 x, e

7+
√

37
2 x a obecné rešeńı zadané rovnice je

y = c1e
7−
√

37
2 x + c2e

7+
√

37
2 x, c1, c2 ∈ R.

�
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Př́ıklad 1.13. Řešte rovnici y′′ − 4y′ = 0.

Řešeńı. Charakteristická rovnice je

λ2 − 4λ = 0.

Jej́ım řešeńım je

λ1,2 =
{ 0,

4.

Fundamentálńı systém je tedy e0.x = 1, e4x a obecné rešeńı zadané rovnice je

y = c1 + c2e4x, c1, c2 ∈ R.
�

7. Homogenńı lineárńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koeficienty
- Dva r̊uzné komplexńı kořeny.

Věta 1.14. Nechť p, q ∈ R a nechť je dána rovnice (5.1). Nechť λ1,2 = a ±
bi jsou dva r̊uzné komplexńı kořeny charakteristické rovnice. pak fundamentálńı
systém je

y1 = eax cos bx, y2 = eax sin bx

a množina řešeńı je

y = c1eax cos bx+ c2eax sin bx, c1, c2 ∈ R.

D̊ukaz. Připomeňme si z prvńıho semestru tzv. Euler̊uv vzorec

eiα = cosα+ i sinα.

Pokud bychom hledali množinu řešeńı, jej́ıž oborem hodnot jsou komplexńı č́ısla,
tak se to udělá stejně jako v př́ıpad ve dvou r̊uzných reálných kořen̊u. Pǐsme tedy

(7.1) y = c1e(a+ib)x + c2e(a−ib)x, c1, c2 ∈ C.
Všimněme si, že nyńı prob́ıhaj́ı konstanty c1, c2 množinu komplexńıch č́ısel. Pokud
tedy uvažujeme rešeńı z R do C, pak jeden z fundamentálńıch systémů je

y1 = e(a+ib)x, y2 = e(a−ib)x.

Tento fundamentálńı systém lze pomoćı Eulerova vzorce přepsat

y1 = eax(cos bx+ i sin bx), y2 = eax(cos bx− i sin bx).

Protože y1, y2 je báze prostoru řešeńı, je i z1 := 1
2 (y1 + y2), z2 := 1

2i (y1 − y2) báze
prostoru řešeńı. Zřejmě

(7.2) z1 = eax cos bx, z2 = eax sin bx

a tedy řešeńı dané v (7.1) se dá přepsat ve tvaru

y = c1eax cos bx+ c2eax sin bx, c1, c2 ∈ C.
Konstanty c1, c2 prob́ıhaj́ı opět množinu komplexńıch č́ısel. Teď už je ale funda-
mentálńı systém tvořen funkcemi z R do R. Pokud tedy naṕı̌seme

y = c1eax cos bx+ c2eax sin bx, c1, c2 ∈ R
dostaneme množinu řešeńı z R do R a fundamentálńı systém je tedy dán vzorečkem
(7.2).

�

Př́ıklad 1.15. Řešte rovnici y′′ − 4y′ + 13y = 0.
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Řešeńı. Charakteristická rovnice je

λ2 − 4λ+ 13 = 0.

Jej́ım řešeńım je

λ1,2 =
4±
√

16− 52

2
= 2±

√
−9 =

{ 2 + 3i,
2− 3i.

Fundamentálńı systém je tedy e2x cos 3x, e2x sin 3x a obecné řešeńı zadané rovnice
je

y = c1e2x cos 3x+ c2e2x sin 3x, c1, c2 ∈ R.
�

Př́ıklad 1.16. Řešte rovnici y′′ + 4y = 0.

Řešeńı. Charakteristická rovnice je

λ2 + 4 = 0.

Jej́ım řešeńım je

λ1,2 =
{ 2i,
−2i.

Fundamentálńı systém je tedy cos 2x, sin 2x a obecné rešeńı zadané rovnice je

y = c1 cos 2x+ c2 sin 2x, c1, c2 ∈ R.
�

8. Homogenńı lineárńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koeficienty
- Dvojnásobný reálný kořen.

Věta 1.17. Nechť p, q ∈ R a nechť je dána rovnice (5.1). Nechť λ1,2 = a je
dvojnásobný reálný kořen charakteristické rovnice. Pak fundamentálńı systém je

y1 = eax, y2 = xeax

a množina řešeńı je
y = c1eax + c2xeax, c1, c2 ∈ R.

D̊ukaz. Zde neńı ani tak zaj́ımavý d̊ukaz. Ten je snadný a stač́ı ověřit, že obě
funkce jsou nezávislé a splňuj́ı danou rovnici.

Mnohem zaj́ımavěǰśı je, jak se ten fundamentálńı systém ”uhodne”. Nechť tedy
daná rovnice má tvar

(8.1) y′′ − 2ay′ + a2 = 0.

Jej́ı charakteristická rovnice je

λ2 − 2aλ+ a2 = (λ− a)2 = 0

a kořen je dvojnásobný λ1,2 = a. Jistě je tedy jedna z funkćı fundamentálńıho
systému y1 = eλ1x = eax. Kde ale sehnat druhou? Nemůže to být y2 = eλ2x = eax,
to by y1 a y2 byly lineárně závislé (dokonce stejné).

Vezmeme rovnici

(8.2) y′′ − (2a+ ε)y′ + a(a+ ε)y = 0.

Charakteristická rovnice má tvar

λ2 − (2a+ ε)λ+ a(a+ ε) = (λ− a)(λ− (a+ ε)) = 0.
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Jej́ı kořeny jsou

λ1,2 =
{ a,
a+ ε

a fundamentálńı systém je

(8.3) y
(ε)
1 = eax, y

(ε)
2 = e(a+ε)x.

Portože rovnice (8.2) přcháźı pro ε → 0 na rovnici (8.1), dá se očekávat, že fun-
damentálńı systém (8.3) přejde na fundamentálńı systém rovnice (8.1). Jenže fun-
damentálńı systém (8.3) přejde na systém eax, eax, což ovšem neńı fundamentálńı
systém (8.1).

Nab́ıźı se ale možnost poř́ıdit si z fundamentálńıho systému (8.3) nějaký jiný
fundamentálńı systém, jehož limita by přešla na na fundamentálńı systém rovnice
(8.1). Utvořme tedy z (8.3) nový fundamentálńı systém

z
(ε)
1 = eax, z

(ε)
2 =

e(a+ε)x − eax

ε
.

Snadno se ověř́ı, že toto je skutečně fundamentálńı systém rovnice (8.2). Limitńım
přechodem pro ε→ 0 dostaneme

lim
ε→0

e(a+ε)x − eax

ε
= xeax lim

ε→0

eεx − 1

xε
= xeax

a nový undamentálńı systém rovnice (8.2) je

z1 = eax, z2 = xeax.

�

Př́ıklad 1.18. Řešte rovnici y′′ − 4y′ + 4y = 0.

Řešeńı. Charakteristická rovnice je

λ2 − 4λ+ 4 = (λ− 2)2 = 0.

Jej́ım řešeńım je
λ1,2 = 2.

Fundamentálńı systém je tedy e2x, xe2x a obecné řešeńı zadané rovnice je

y = c1e2x + c2xe2x, c1, c2 ∈ R.
�

Př́ıklad 1.19. Řešte rovnici y′′ + 2y′ + y = 0.

Řešeńı. Charakteristická rovnice je

λ2 + 2λ+ 1 = (λ+ 1)2 = 0.

Jej́ım řešeńım je
λ1,2 = −1.

Fundamentálńı systém je tedy e−x, xe−x a obecné rešeńı zadané rovnice je

y = c1e−x + c2xe−x, c1, c2 ∈ R.
�

Zaj́ımavý př́ıklad 1.20. Kulička o hmotnosti m je na pružině, která je up-
evněna na zeď. Povytáhneme kuličkyu o vzdálenost A ze své rovnovážné polohy a
pust́ıme. Předpokládejme, že tuhost pružiny je k a odpor prostřed́ı zanedbáme.
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Řešeńı. Je zřejmé, že kulička se bode pohybovat v př́ımce. Zaveďme na
ńı souředný systém tak, že rovnovážná poloha je v 0 a kladný směr je doprava.
Představme si, že kulička má v čase t polohu y(t). Viz obrázek 1.

−2 −1 0 1 2 3 4
−1

−0.5

0

0.5

1

my(t)

F

Obrázek 1. Nákres.

Śıla F p̊usob́ıćı na pružinu je úměrná výchylce a tuhosti, tj. |F | = ky(t), ale
má opačný směr než y(t), tj. F = −ky(t). Z Newtonova pohybového zákona máme

(8.4) my′′(t) = −ky(t).

Nav́ıc z počátečńıch podmı́nek máme y(0) = A, y′(0) = 0. Řešme tedy problém

my′′(t) = −ky(t), y(0) = A, y′(0) = 0.

Nejprve najděme obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (8.4). Zřejmě je po označeńı

ω =
√

k
m

y′′ + ω2y = 0.

Jej́ı charakteristická rovnice je

λ2 + ω2 = 0 ⇒ λ1,2 = ± iω

a obecné řešeńı rovnice (8.4) je tedy

y(t) = c1 cosωt+ c2 sinωt.

Derivováńım máme
y − (t) = −c1ω sinωt+ c2ω cosωt.

Dosad́ıme t = 0 a máme y′(0) = c2 = 0, tedy c2 = 0 a

y(t) = c1 cosωt.

Dosad́ıme opět t = 0 a máme y(0) = c1 = A, tedy c1 = A a

y(t) = A cosωt.

�



PŘEDNÁŠKA 2

Rovnice druhého řádu - pokračováńı

1. Eulerova lineárńı rovnice druhého řádu.

Jedná se o lineárńı rovnici druhého řádu s nekonstantńımi keficienty (velmi
speciálńımi), kterou umı́me vyřešit.

x2y′′ + pxy′ + q = 0,(1.1)

kde p, q jsou reálná č́ısla.
Uvedeme dvě metody řešeńı této rovnice.

2. Eulerova lineárńı rovnice - Prvńı metoda.

Zavedeme substituci t = ex a novou funkci z(t) := y(x) = y(et). Pak máme

z′(t) = y′(et)et = xy′(x),

z′′(t) = y′′(et)e2t + y′(et)et = x2y′′(x) + xy′(x).

Dosazeńım do rovnice (1.1) dostaneme

z′′(t)− z′(t) + pz′(t) + qz(t) = 0 ⇐⇒
z′′(t) + (p− 1)z′(t) + qz(t) = 0,

což je diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty pro z(t) a tu již umı́me řešit.

3. Eulerova lineárńı rovnice - Druhá metoda.

Uhodneme řešeńı ve tvaru y = xα. Pak y′ = αxα−1 a y′′ = α(α − 1)xα−2.
Dosazeńım do rovnice (1.1) dostaneme

x2α(α− 1)xα−2 + pxαxα−1 + qxα = 0 ⇐⇒
α(α− 1)xα + pαxα + qxα = 0 ⇐⇒
α(α− 1) + pα+ q = 0,

což je kvadratická rovnice pro α.
Ukážeme si obě metody na třech př́ıkladech.

Př́ıklad 2.1. Řešte diferenciálńı rovnici

x2y′′ + 2xy′ − 6y = 0.

Řešeńı. Prvńı metoda: Zavedeme substituci t = ex a novou funkci z(t) :=
y(x) = y(et). Pak rovnice přejde na tvar

z′′ + z′ − 6z = 0.

Charakteristická rovnice je

λ2 + λ− 6 = 0

17
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a jej́ı řešeńı jsou λ1 = 2, λ2 = −3. Tedy

z(t) = c1e2t + c2e−3t.

Protože x = et, dostaneme

y(x) = z(t) = c1x
2 + c2x

−3.

Druhá metoda: Hledejme řešeńı ve tvaru y = xα. Pak rovnice přejde na tvar

α(α− 1)xα + 2αxα − 6xα = 0.

Po úpravě je

α(α− 1) + 2αx− 6 = 0 ⇐⇒ α2 + α− 6 = 0

a jej́ı řešeńı jsou α1 = 2, α2 = −3. Tedy

y(x) = z(t) = c1x
2 + c2x

−3.

�

Př́ıklad 2.2. Řešte diferenciálńı rovnici

x2y′′ − 5xy′ + 9y = 0.

Řešeńı. Prvńı metoda: Zavedeme substituci t = ex a novou funkci z(t) :=
y(x) = y(et). Pak rovnice přejde na tvar

z′′ − 6z′ + 9z = 0.

Charakteristická rovnice je

λ2 − 6λ+ 9 = 0

a jej́ı řešeńı jsou λ1,2 = 3. Tedy

z(t) = c1e3t + c2te
3t.

Protože x = et, tj. t = lnx, dostaneme

y(x) = z(t) = c1x
3 + c2x

3 lnx.

Druhá metoda: Hledejme řešeńı ve tvaru y = xα. Pak rovnice přejde na tvar

α(α− 1)xα − 5αxα + 9xα = 0.

Po úpravě je

α(α− 1)− 5αx+ 9 = 0 ⇐⇒ α2 − 6α+ 9 = 0

a jej́ı řešeńı jsou α1,2 = 3. Tedy y1 = x3 je řešeńı a druhou funkci do funda-
mentálńıho systému najdeme redukćı řádu rovnice. Položme y2 = x3v. Pak

y′2 = 3x2v + x3v′, y′′2 = 6xv + 3x2v′ + 3x2v′ + x3v′′ = 6xv + 6x2v′ + x3v′′.

Dosazeńım do p̊uvodńı rovnice máme

x2(6xv + 6x2v′ + x3v′′)− 5x(3x2v + x3v′) + x3v = 0 ⇐⇒ x5v′′ + x4v′ = 0.

Substitućı u = v′ a kráceńım dostaneme xu′+u = 0. Separaćı snadno najdeme u =
1
x , tedy v = lnx. Druhá funkce do fundamentálńıho systému je tedy y2 = x3 lnx.

Řešeńı je tedy

y(x) = c1x
3 + c2x

3 lnx.

�
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Př́ıklad 2.3. Řešte diferenciálńı rovnici

x2y′′ − 3xy′ + 13y = 0.

Řešeńı. Prvńı metoda: Zavedeme substituci t = ex a novou funkci z(t) :=
y(x) = y(et). Pak rovnice přejde na tvar

z′′ − 4z′ + 13z = 0.

Charakteristická rovnice je

λ2 − 4λ+ 13 = 0

a jej́ı řešeńı jsou λ1 = 2 + 3i, λ2 = 2− 3i. Tedy

z(t) = c1e2t cos 3t+ c2e2t sin 3t.

Protože x = et, dostaneme

y(x) = z(t) = c1x
2 cos(3 lnx) + c2x

2 sin(3 lnx).

Druhá metoda: Hledejme řešeńı ve tvaru y = xα. Pak rovnice přejde na tvar

α(α− 1)xα − 3αxα + 13xα = 0.

Po úpravě je

α(α− 1)− 3αx+ 13 = 0 ⇐⇒ α2 − 4α+ 13 = 0

a jej́ı řešeńı jsou α1 = 2 + 3i, α2 = 2− 3i. Tedy

y(x) = z(t) = c1x
2+3i + c2x

2−3i.

To ještě uprav́ıme pomoćı

y(x) = z(t) = c1x
2+3i + c2x

2−3i = c1e(2+3i) ln x + c2e(2−3i) ln x

= c1e2 ln x+3i ln x + c2e2 ln x−3i ln x = c1e2 ln xe3i ln x + c2e2 ln xe−3i ln x

= c1x
2(cos(3 lnx) + i sin(3 lnx)) + c2x

2(cos(3 lnx)− i sin(3 lnx))

= (c1 + c2)x2 cos(3 lnx) + i(c1 − c2)x2 sin(3 lnx).

Ṕı̌seme-li d1 = c1 + c2 a d2 = i(c1 − c2), dostaneme

y(x) = d1x
2 cos(3 lnx) + d2x

2 sin(3 lnx).

To je stejná množina řešeńı jako v prvńı metodě.

�

Pro rychlé řešeńı eulerovy rovnice si stač́ı zapamatovat následuj́ıćı postup.

4. Zkrácený návod na řešeńı rovnice x2y′′ + pxy′ + q = 0.

Sestav́ıme kvadratickou rovnici α2 + (p− 1)α+ q = 0.
Př́ıpad dvou r̊uzných reálných kořen̊u: Jsou-li α1, α2 r̊uzné reálné kořeny, je

fundamentálńı systém xα1 , xα2 .
Př́ıpad dvojnásobného reálného kořen̊u: Je-li α1 = α2 := α reálný kořen, je

fundamentálńı systém xα, xα lnx.
Př́ıpad dvou r̊uzných komplexně sdružených kořen̊u: Jsou-li α1,2 = a ± ib

komplexńı kořeny, je fundamentálńı systém xa cos(b lnx), xa sin(b lnx).
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5. Lineárńı rovnice druhého řádu s konstantńımi koeficienty a s pravou
stranou.

Věta 2.4. Nechť I je interval a f : I → R je spojitá funkce, p, q ∈ R a nechť
je dána rovnice

(5.1) y′′ + py′ + qy = f(x).

Označme V množinu všech řešeńı rovnice y′′ + py′ + qy = 0 a nechť y0 je nějaké
řešeńı rovnice (5.1). Pak množina M všech řešeńı rovnice (5.1) je

M = {y0 + y; y ∈ V }.

D̊ukaz. Vynecháme, ale je naprosto analogický d̊ukazu věty 76 z osmé přednášky.

�

Rovnici y′′+py′+qy = 0 už řešit umı́me z minulé přednášky. Jde tedy o to, zda
umı́me nějak naj́ıt (třeba i uhodnout) y0, tzv. partikulárńı řešeńı. Vzpomeneme-li
si, jak se hledá partikulárńı řešeńı lineárńı rovnice prvńıho řádu, můžeme se pokusit
o analogii a zkusit variaci (zde ne jedné, ale dvou) konstant.

6. Variace konstant.

Začneme s př́ıkladem.

Př́ıklad 2.5. Řešte rovnici

(6.1) y′′ − 3y′ + 2y = 2x− 3.

Řešeńı. Charakteristická rovnice př́ıslušné homogenńı diferenciálńı rovnice je

λ2 − 3λ+ 2 = 0

a tedy

λ1,2 =
{

1,
2.

Obecné řešeńı rovnice y′′ − 3y′ + 2y = 0 je tedy

yh = c1ex + c2e2x, c1, c2 ∈ R.
Zkusme hledat partikulárńı řešeńı rovnice (6.1) ve tvaru

(6.2) yp = c1(x)ex + c2(x)e2x,

kde c1(x), c2(x) jsou dvě neznámé funkce. Chceme je pochopitelně navolit tak, aby
funkce yp řešila rovnici (6.1). Tak ji zkusme do rovnice (6.1) dosadit. Postupně
dostaneme prvńı derivaci

y′p = c′1(x)ex + c′2(x)e2x + c1(x)ex + 2c2(x)e2x

= ex
(
c′1(x) + c1(x)

)
+ e2x

(
c′2(x) + 2c2(x)

)
a druhou derivaci

y′′p = c′′1(x)ex + c′′2(x)e2x + c′1(x)ex + 2c′2(x)e2x

+ c′1(x)ex + 2c′2(x)e2x + c1(x)ex + 4c2(x)e2x

= c′′1(x)ex + c′′2(x)e2x + 2c′1(x)ex + 4c′2(x)e2x + c1(x)ex + 4c2(x)e2x

= ex
(
c′′1(x) + 2c′1(x) + c1(x)

)
+ e2x

(
c′′2(x) + 4c′2(x) + 4c2(x)

)
.
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Dosazeńım do rovnice (6.1) dostaneme

y′′p − 3y′p + 2yp

= ex
(
c′′1(x) + 2c′1(x) + c1(x)

)
+ e2x

(
c′′2(x) + 4c′2(x) + 4c2(x)

)
− 3ex

(
c′1(x) + c1(x)

)
− 3e2x

(
c′2(x) + 2c2(x)

)
+ 2c1(x)ex + 2c2(x)e2x = 2x− 3,

což po úpravě dává

ex
(
c′′1(x)− c′1(x)

)
+ e2x

(
c′′2(x) + c′2(x)

)
= 2x− 3.

Máme tedy jednu rovnici

(6.3) ex
(
c′′1(x)− c′1(x)

)
+ e2x

(
c′′2(x) + c′2(x)

)
= 2x− 3

pro dvě neznámé funkce c1(x), c2(x). My ale nechceme naj́ıt všechny dvojice
c1(x), c2(x), které splňuj́ı (6.3). Nám stač́ı jedna konkrétńı dvojice. To ale zna-
mená, že si můžeme libovolně zvolit pro c1(x), c2(x) ještě jednu rovnici. A tato
druhá rovnice se voĺı šikovně.

Nechť je tedy partikulárńı řešeńı rovnice (6.2) dáno vzorcem (6.1). Tedy

yp = c1(x)ex + c2(x)e2x,

y′p = c′1(x)ex + c′2(x)e2x + c1(x)ex + 2c2(x)e2x.

Nyńı voĺıme druhou rovnici

c′1(x)ex + c′2(x)e2x = 0.

Spočtěme y′′p . Zřejmě je dle předchoźı rovnice

y′p = c1(x)ex + 2c2(x)e2x

a tedy

y′′p = c′1(x)ex + 2c′2(x)e2x + c1(x)ex + 4c2(x)e2x.

Dosad́ıme yp, y
′
p, y

′′
p do (6.1) a dostaneme

y′′p − 3y′p + 2yp = c′1(x)ex + 2c′2(x)e2x + c1(x)ex + 4c2(x)e2x

− 3
(
c1(x)ex + 2c2(x)e2x

)
+ 2
(
c1(x)ex + c2(x)e2x

)
= c′1(x)ex + 2c′2(x)e2x.

Všimněme si podstatné věci, že nám v posledńım výrazu vypadly členy c1(x), c2(x)
a z̊ustaly jen členy c′1(x), c′2(x). Máme tedy soustavu dvou lineárńıch algebraických
rovnic pro c′1(x), c′2(x)

c′1(x)ex + c′2(x)e2x = 0,

c′1(x)ex + 2c′2(x)e2x = 2x− 3.

Snadno najdeme

c′1(x) = −(2x− 3)e−x, c′2(x) = (2x− 3)e−2x

�
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a integraćı per-partes máme

c1(x) = −
∫

(2x− 3)e−xdx =

∣∣∣∣ u = 2x− 3 v′ = e−x

u′ = 2 v = −e−x

∣∣∣∣
= −

{
−(2x− 3)e−x − 2

∫
−e−xdx

}
= (2x− 3)e−x + 2e−x

a dále

c2(x) =

∫
(2x− 3)e−2xdx =

∣∣∣∣ u = 2x− 3 v′ = e−2x

u′ = 2 v = − 1
2e−2x

∣∣∣∣
= − (2x− 3)

2
e−2x +

∫
e−2xdx = − (2x− 3)e−2x

2
− e−2x

2
.

Dosazeńım do (6.2) máme

yp =
(

(2x− 3)e−x + 2e−x
)

ex +
(
− (2x− 3)e−2x

2
− e−2x

2

)
e2x

= (2x− 3) + 2− (2x− 3)

2
− 1

2
= x.

Celkové řešeńı rovnice (6.1) je tedy dáno součtem yp a yh, což dává

y = x+ c1ex + c2e2x, c1, c2 ∈ R.

7. Obecný postup při variaci konstant.

Nechť p, q ∈ R, f : I → R buď spojitá funkce a nechť je dána rovnice

(7.1) y′′ + py′ + qy = f(x).

Předpokládejme, že ϕ1(x), ϕ2(x) je fundamentálńı systém rovnice (7.1) a tedy
obecné řešeńı rovnice s nulovou pravou stranou je

yh = c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x), c1, c2 ∈ R.

Poznamenejme, že protože ϕ1(x), ϕ2(x) je fundamentálńı systém rovnice (7.1), tak
plat́ı

(7.2) ϕ′′1(x) + pϕ′1(x) + qϕ1(x), ϕ′′2(x) + pϕ′2(x) + qϕ2(x).

Hledejme partikulárńı řešeńı rovnice (7.1) ve tvaru

(7.3) yp = c1(x)ϕ1(x) + c2(x)ϕ2(x).

Potom derivováńım máme

y′p = c′1(x)ϕ1(x) + c′2(x)ϕ2(x) + c1(x)ϕ′1(x) + c2(x)ϕ′2(x).

Nyńı voĺıme prvńı rovnici

(7.4) c′1(x)ϕ1(x) + c′2(x)ϕ2(x) = 0.

Potom

(7.5) y′p = c1(x)ϕ′1(x) + c2(x)ϕ′2(x)

a daľśı derivováńım je

(7.6) y′′p = c′1(x)ϕ′1(x) + c′2(x)ϕ′2(x) + c1(x)ϕ′′1(x) + c2(x)ϕ′′2(x).



7. OBECNÝ POSTUP PŘI VARIACI KONSTANT. 23

Dosad́ıme nyńı (7.6), (7.5) a (7.3) do (7.1) a dostaneme druhou rovnici pro ϕ1(x), ϕ2(x).

y′′p + py′p + qyp = c′1(x)ϕ′1(x) + c′2(x)ϕ′2(x) + c1(x)ϕ′′1(x) + c2(x)ϕ′′2(x)

+ p
(
c1(x)ϕ′1(x) + c2(x)ϕ′2(x)

)
+ q
(
c1(x)ϕ1(x) + c2(x)ϕ2(x)

)
= f(x).

Po úpravě máme

c′1(x)ϕ′1(x) + c′2(x)ϕ′2(x) + c1(x)
(
ϕ′′1(x) + pϕ′1(x) + qϕ1(x)︸ ︷︷ ︸

= 0 d́ıky (7.2)

)
+ c2(x)

(
ϕ′′2(x) + pϕ′2(x) + qϕ2(x)︸ ︷︷ ︸

= 0 d́ıky (7.2)

)
= f(x)

a posledńı rovnice má tedy tvar

c′1(x)ϕ′1(x) + c′2(x)ϕ′2(x) = f(x),

což spolu s (7.4) dává soustavu

c′1(x)ϕ1(x) + c′2(x)ϕ2(x) = 0,(7.7)

c′1(x)ϕ′1(x) + c′2(x)ϕ′2(x) = f(x).

Teď vypoč́ıtáme c′1(x), c′2(x), dosad́ıme do (7.3) a máme partikulárńı řešeńı.

Př́ıklad 2.6. Řešte rovnici

y′′ − 5y′ + 6y = 2ex.

Řešeńı. Řešme nejprve rovnici

y′′ − 5y′ + 6y = 0.

Charakteristická rovnice je
λ2 − 5λ+ 6 = 0

a kořeny jsou λ1 = 2, λ2 = 3. Máme tedy fundamentálńı systém e2x, e3x a potom

yh = c1e2x + c2e3x, c1, c2 ∈ R.
Proveďme variaci constant. Hledejme partikulárńı řešeńı ve tvaru

yh = c1(x)e2x + c2(x)e3x.

Podle (7.7) dostaneme pro c1(x), c2(x) soustavu rovnic

c′1(x)e2x + c′2(x)e3x = 0,

2c′1(x)e2x + 3c′2(x)e3x = ex,

což dává
c′1(x) = −e−x, c′2(x) = e−2x.

Vypoč́ıtejme c1(x).

c1(x) = −
∫

e−xdx = e−x.

Vypoč́ıtejme c2(x).

c2(x) =

∫
e−2xdx = −1

2
e−2x.

Partikulárńı řešeńı je tedy

yp = e−xe2x +
(
− 1

2
e−2x

)
e3x =

1

2
ex.
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Obecné řešeńı p̊uvodńı rovnice je tedy součtem yh a yp, tj.

y =
1

2
ex + c1e2x + c2e3x, c1, c2 ∈ R.

�

Př́ıklad 2.7. Řešte rovnici

y′′ + 4y′ + 4y =
1

x2e2x
.

Řešeńı. Řešme nejprve rovnici

y′′ + 4y′ + 4y = 0.

Charakteristická rovnice je

λ2 + 4λ+ 4 = (λ+ 2)2 = 0

a kořen je dvojnásobný λ1 = λ2 = −2. Máme tedy fundamentálńı systém e−2x, xe−2x

a potom

yh = c1e−2x + c2xe−2x, c1, c2 ∈ R.
Proveďme variaci constant. Hledejme partikulárńı řešeńı ve tvaru

yh = c1(x)e−2x + c2(x)xe−2x.

Podle (7.7) dostaneme pro c1(x), c2(x) soustavu rovnic

c′1(x)e−2x + c′2(x)xe−2x = 0,

− 2c′1(x)e−2x + c′2(x)(e2x − 2xe−2x) =
1

x2e2x
,

a po úpravě

c′1(x) + c′2(x)x = 0,

− 2c′1(x) + c′2(x)(1− 2x) =
1

x2
,

což dává

c′1(x) = − 1

x
, c′2(x) =

1

x2
.

Vypoč́ıtejme c1(x).

c1(x) = −
∫

1

x
dx = − lnx.

Vypoč́ıtejme c2(x).

c2(x) =

∫
1

x2
dx = − 1

x
.

Partikulárńı řešeńı je tedy

yp = − lnx e−2x − 1

x
xe−2x = e−2x(−1− lnx).

Obecné řešeńı p̊uvodńı rovnice je tedy součtem yh a yp, tj.

y = e−2x(−1− lnx) + c1e−2x + c2xe−2x, c1, c2 ∈ R.

�

Př́ıklad 2.8. Řešte rovnici

y′′ − 2y′ + 2y = 2x.
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Řešeńı. Řešme nejprve rovnici

y′′ + 4y′ + 4y = 0.

Charakteristická rovnice je

λ2 + 2λ+ 2 = 0

a kořeny jsou λ1 = 1+i, λ2 = 1−i. Máme tedy fundamentálńı systém ex cosx, ex sinx
a potom

yh = c1ex cosx+ c2ex sinx, c1, c2 ∈ R.

Proveďme variaci constant. Hledejme partikulárńı řešeńı ve tvaru

yh = c1(x)ex cosx+ c2(x)ex sinx.

Podle (7.7) dostaneme pro c1(x), c2(x) soustavu rovnic

c′1(x)ex cosx+ c′2(x)ex sinx = 0,

c′1(x)(ex cosx− ex sinx) + c′2(x)(ex sinx+ ex cosx) = 2x,

po úpravě

c′1(x)ex cosx+ c′2(x)ex sinx = 0,

c′1(x)ex cosx+ c′2(x)ex sinx︸ ︷︷ ︸
= 0 dle prvńı rovnice

−c′1(x)ex sinx+ c′2(x)ex cosx = 2x,

což dává soustavu

c′1(x)ex cosx+ c′2(x)ex sinx = 0,

−c′1(x)ex sinx+ c′2(x)ex cosx = 2x.

Cečteńım a odečteńım dostaneme

c′1(x) = −2xe−x sinx, c′2(x) = 2xe−x cosx.

Vypoč́ıtejme c1(x). Nejprve spočteme per-partes integrály∫
e−x sinxdx a

∫
e−x cosxdx.

∫
e−x sinxdx =

∣∣∣∣ u = sinx v′ = e−x

u′ = cosx v = −e−x

∣∣∣∣ = −e−x sinx+

∫
e−x cosxdx

=

∣∣∣∣ u = cosx v′ = e−x

u′ = − sinx v = −e−x

∣∣∣∣ = −e−x sinx− e−x cosx−
∫

e−x sinxdx.

T́ım jsme dostali rovnici pro integrál
∫

e−x sinxdx a máme tedy∫
e−x sinxdx =

−e−x sinx− e−x cosx

2
= −1

2
e−x(sinx+ cosx).

Analogicky bychom vypoč́ıtali∫
e−x cosxdx =

1

2
e−x(sinx− cosx).
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Nyńı c1(x).∫
−2xe−x sinxdx =

∣∣∣∣ u = sinx v′ = e−x sinx
u′ = cosx v = − 1

2 e−x(cosx+ sinx)

∣∣∣∣
= xe−x(cosx+ sinx)−

∫
e−x sinxdx−

∫
e−x cosxdx

= xe−x(cosx+ sinx) +
1

2
e−x(sinx+ cosx)− 1

2
e−x(sinx− cosx)

= xe−x(cosx+ sinx) + e−x cosx.

Vypoč́ıtejme analogicky c2(x).∫
2xe−x cosxdx =

∣∣∣∣ u = sinx v′ = e−x cosx
u′ = cosx v = 1

2 e−x(sinx− cosx)

∣∣∣∣
= xe−x(sinx− cosx)−

∫
e−x sinxdx+

∫
e−x cosxdx

= xe−x(sinx− cosx) +
1

2
e−x(sinx+ cosx) +

1

2
e−x(sinx− cosx)

= xe−x(sinx− cosx) + e−x sinx.

Partikulárńı řešeńı je tedy

yp =
(
xe−x(cosx+ sinx) + e−x cosx

)
ex cosx

+
(
xe−x(sinx− cosx) + e−x sinx

)
ex sinx

= x(cos2 x+ cosx sinx) + cos2 x+ x(sin2 x− cosx sinx) + sin2 x

= x cos2 x+ x sin2 x+ x cosx sinx− x cosx sinx+ cos2 x+ sin2 x = x+ 1.

Obecné řešeńı p̊uvodńı rovnice je tedy součtem yh a yp, tj.

y = x+ 1 + c1ex cosx+ c2ex sinx, c1, c2 ∈ R.

�

8. Odhad partikulárńıho řešeńı pomoćı speciálńı pravé strany.

Začneme s př́ıkladem, který jsme již vyřešili variaćı konstant.

Př́ıklad 2.9. Řešte rovnici

y′′ − 2y′ + 2y = 2x.

Řešeńı. Vı́me již

yh = c1ex cosx+ c2ex sinx, c1, c2 ∈ R.

Nyńı potřebujeme naj́ıt partikulárńı řešeńı. V tomto př́ıpadě ho ale ”skoro
uhodneme”. Pokud se budeme chv́ıli d́ıvat na danou rovnici, možná nás napadne
(možná také ne), že pokud budeme hledat yp jako polynom, tak jeho derivacemi
źıskáme opět polynom a dostaneme tedy po dosazeńı do levé strany polynom, který
by se měl rovnat polynomu na pravé straně, tj. 2x. Nav́ıc je jasné, že pokud bychom
vzaly polynom stupně k, je vlevo polynom stupně k a d́ıky pravé straně muśı být
k = 1. Stač́ı vźıt partikulárńı řešeńı jako polynom prvńıho stupně, tj.

yp = ax+ b.
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Č́ısla a, b vypoč́ıtáme dosazeńım yp do p̊uvodńı rovnice. Tedy y′p = a, y′′p = 0 a

0− 2a+ 2(ax+ b) = 2x.

Dva polynomy se rovnaj́ı, pokud se rovnaj́ı jejich koeficienty, což dává

2a = 2, 2b− 2a = 0.

Z toho okamžitě plyne a = 1 a b = 1 a máme partikulárńı řešeńı

yp = x+ 1.

Obecné řešeńı je tedy

y = x+ 1 + c1ex cosx+ c2ex sinx, c1, c2 ∈ R.

�

Zkusme ještě jeden př́ıklad.

Př́ıklad 2.10. Řešte rovnici

y′′ − 2y′ + 2y = e2x.

Řešeńı. Vı́me již

yh = c1ex cosx+ c2ex sinx, c1, c2 ∈ R.

Nyńı potřebujeme naj́ıt partikulárńı řešeńı. V tomto př́ıpadě ho ale opět ”skoro
uhodneme”. Pokud se budeme chv́ıli d́ıvat na danou rovnici, možná nás napadne
(možná také ne), že pokud budeme hledat yp ve tvaru yp = e2x, tak jeho derivacemi
źıskáme y′p = 2e2x a y′′p = 4e2x a dostaneme tedy po dosazeńı do levé strany

4e2x − 4e2x + 2e2x = 2e2x,

což už je rovno pravé straně až na konstantu. Uhodněme tedy partikulárńı řešeńı
ve tvaru tj.

yp = ae2x.

Č́ıslo a vypoč́ıtáme dosazeńım yp do p̊uvodńı rovnice. Tedy y′p = 2ae2x, y′′p = 4ae2x

a

4ae2x − 4ae2x + 2ae2x = e2x

a dostaneme rovnici

2ae2x = 2e2x.

Z toho okamžitě plyne a = 1
2 a máme partikulárńı řešeńı

yp =
1

2
e2x.

Obecné řešeńı je tedy

y =
1

2
e2x + c1ex cosx+ c2ex sinx, c1, c2 ∈ R.

�

V obou př́ıpadech jsme partikulárńı řešeńı až na pár koeficient̊u uhodli z tvaru
pravé strany a př́ımým dosazeńım jsme tyto koeficienty vypočetli. Ušetřili jsme
si námahu s poč́ıtáńım integrál̊u při variaci konstant. Uveďme si nyńı obecný tvar
speciálńı pravé strany, pro kterou se umı́ partikulárńı řešeńı až na několik neurčitých
koeficient̊u uhodnout.
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Věta 2.11. Nechť je dána rovnice

y′′ + py′ + qy = f(x).

Předpokládejme, že pravá strana f(x) má speciálńı tvar

(8.1) f(x) = eαx(P1(x) cosβx+ P2(x) sinβx),

kde P1(x), P2(x) jsou polynomy. Nechť k je násobnost č́ısla α+ iβ jakožto kořene
charakteristické rovnice (pokud α + iβ neńı kořenem charakteristické rovnice, je
k = 0).

Potom existuj́ı polynomy Q1(x), Q2(x), max(stQ1, stQ2) ≤ max(stP1, stP2),
tak, žefunkce

yp = xkeαx(Q1(x) cosβx+Q2(x) sinβx)

je partikulárńı řešeńı.

Uveďme si několik speciálńıch př́ıpad̊u.
1) Je-li β = 0, máme f(x) = P1(x)eαx a partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

yp = xkQ1(x)eαx.

2) Je-li α = 0, máme f(x) = P1(x) cosβx + P2(x) sinβx a partikulárńı řešeńı
hledáme ve tvaru

yp = xk(Q1(x) cosβx+Q2(x) sinβx).

3) Je-li α = 0 a β = 0, máme f(x) = P1(x) a partikulárńı řešeńı hledáme ve
tvaru

yp = xkQ1(x).

4) Je-li P2(x), máme f(x) = P1(x)eαx cosβx a partikulárńı řešeńı hledáme ve
tvaru

yp = xkQ1(x)eαx cosβx.

A takto bychom mohly pokračovat dál. Vyřešme si pár př́ıklad̊u.

Př́ıklad 2.12. Řešte rovnici

y′′ − 2y′ + 2y = xe3x.

Řešeńı. Snadno zjist́ıme kořeny charakteristické rovnice λ1,2 = 1± i a

yh = c1ex cosx+ c2ex sinx, c1, c2 ∈ R.

Pravá strana má speciálńı tvar

f(x) = xe3x,

který dostaneme volbou α = 3, β = 0, P1(x) = x, P2(x) = 0 v (8.1). Protože č́ıslo
α+ iβ = 3 neńı kořenem charakteristické rovnice, je k = 0. Lze tedy hledat

yp = (ax+ b)e3x,

kde ax+ b je neznámý polynom prvńıho stupně. Výpočtem máme

y′p = ae3x + 3(ax+ b)e3x

a

y′′p = 3ae3x + 3ae3x + 9(ax+ b)e3x = 6ae3x + 9(ax+ b)e3x.

Dosazeńım do p̊uvodńı rovnice máme

6ae3x + 9(ax+ b)e3x − 2(ae3x + 3(ax+ b)e3x) + 2(ax+ b)e3x = xe3x,
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tedy

6a+ 9ax+ 9b− 2a− 6ax− 6b+ 2ax+ 2b = 5ax+ 4a+ 5b = x.

Z toho plyne

5a = 1, 4a+ 5b = 0

a a = 1
5 , b = − 4

25 . Partikulárńı řešeńı je tedy

yp =
(1

5
x− 4

25

)
e3x

a obecné řešeńı p̊uvodńı rovnice je

y =
(1

5
x− 4

25

)
e3x + c1ex cosx+ c2ex sinx, c1, c2 ∈ R.

�

Př́ıklad 2.13. Řešte rovnici

y′′ − y = cosx.

Řešeńı. Snadno zjist́ıme kořeny charakteristické rovnice λ1 = 1, λ2 = −1 a

yh = c1e−x + c2ex, c1, c2 ∈ R.

Pravá strana má speciálńı tvar

f(x) = cosx,

který dostaneme volbou α = 0, β = 1, P1(x) = 1, P2(x) = 0 v (8.1). Protože č́ıslo
α+ iβ = i neńı kořenem charakteristické rovnice, je k = 0. Lze tedy hledat

yp = a cosx+ b sinx,

kde a, b jsou neznámé. Výpočtem máme

y′p = −a sinx+ b cosx

a

y′′p = −a cosx− b sinx.

Dosazeńım do p̊uvodńı rovnice máme

−a cosx− b sinx− a cosx− b sinx = −2a cosx− 2b sinx = cosx.

Z toho plyne

2a = 1, 2b = 0

a a = 1
2 , b = 0. Partikulárńı řešeńı je tedy

yp =
1

2
cosx

a obecné řešeńı p̊uvodńı rovnice je

y =
1

2
cosx+ c1e−x + c2ex, c1, c2 ∈ R.

�

Př́ıklad 2.14. Řešte rovnici

y′′ − 2y′ + y = ex.
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Řešeńı. Snadno zjist́ıme kořen charakteristické rovnice je dvojn’ásobný λ1,2 =
1.

yh = c1ex + c2xex, c1, c2 ∈ R.
Pravá strana má speciálńı tvar

f(x) = ex,

který dostaneme volbou α = 1, β = 0, P1(x) = 1, P2(x) = 0 v (8.1). Protože č́ıslo
α + iβ = 1 je kořenem charakteristické rovnice násobnosti 2, je k = 2. Lze tedy
hledat

yp = ax2ex,

kde a je neznámá. Výpočtem máme

y′p = a(2x+ x2)ex

a

y′′p = a(2 + 4x+ x2)ex.

Dosazeńım do p̊uvodńı rovnice máme

a(2 + 4x+ x2)ex − 2a(2x+ x2)ex + ax2ex

= {x2(a− 2a+ a) + x(4a− 4a) + 2a)}ex = 2aex = ex.

Z toho plyne

2a = 1

a a = 1
2 . Partikulárńı řešeńı je tedy

yp =
1

2
x2ex

a obecné řešeńı p̊uvodńı rovnice je

y =
1

2
x2ex + c1ex + c2xex, c1, c2 ∈ R.

�

Uveďme si zde ještě jeden d̊uležitý princip, tzv. princip superpozice. Představme
si, že máme řešit rovnici y′′−3y′+2y = 2x+ex. Pravá strana této rovnice ale neńı
ve tvaru (8.1). Nicméně je součtem dvou funkćı f1, f2, z nichž každá je ve tvaru
(8.1). V takovém př́ıpadě lze nalézt partikulárńı řešeńı ke každé funkci zvášť a pak
je seč́ıst.

Věta 2.15. Buď dána rovnice

(8.2) y′′ + py′ + qy = f(x).

Nechť f(x) = f1(x) + f2(x). Označme y1,p partikulárńı řešeńı rovnice

y′′ + py′ + qy = f1(x)

a y2,p partikulárńı řešeńı rovnice

y′′ + py′ + qy = f2(x).

Potom yp := y1,p + y2,p je partikulárńı řešeńı rovnice (8.2).

Př́ıklad 2.16. Řešte rovnici

y′′ − 3y′ + 2y = 2x+ ex.
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Řešeńı. Snadno zjist́ıme kořeny charakteristické rovnice jsou λ1 = 1, λ2 = 2 a

yh = c1ex + c2e2x, c1, c2 ∈ R.

Pravá strana má tvar

f(x) = 2x+ ex := f1(x) + f2(x).

Funkce f1(x) = 2x má speciálńı tvar, který dostaneme volbou α = 0, β = 0,
P1(x) = 2x, P2(x) = 0 v (8.1). Protože č́ıslo α + iβ = 0 neńı kořenem charakteri-
stické rovnice , je k = 0. Lze tedy hledat

y1,p = ax+ b,

kde a, b jsou neznámé. Výpočtem máme

y′p = a

a

y′′p = 0.

Dosazeńım do rovnice y′′ − 3y′ + 2y = 2x máme

0− 3a+ 2(ax+ b) = 2x.

Z toho plyne

2a = 2, −3a+ 2b = 0

a a = 1, b = 3
2 . Partikulárńı řešeńı y1,p je tedy

y1,p = x+
3

2
.

Funkce f2(x) = ex má speciálńı tvar, který dostaneme volbou α = 1, β = 0,
P1(x) = 1, P2(x) = 0 v (8.1). Protože č́ıslo α+ iβ = 1 je kořenem charakteristické
rovnice násovnosti 1, je k = 1. Lze tedy hledat

y2,p = axex,

kde a je neznámá. Výpočtem máme blabla

y′p = a(x+ 1)ex

a

y′′p = a(x+ 2)ex.

Dosazeńım do rovnice y′′ − 3y′ + 2y = ex máme

a(x+ 2)ex − 2a(x+ 1)ex + axex = −2aex = ex.

Z toho plyne

−2a = 1

a a = − 1
2 . Partikulárńı řešeńı y2,p je tedy

y2,p = −1

2
x ex.

Obecné řešeńı p̊uvodńı rovnice je

y = x+
3

2
− 1

2
x ex + c1ex + c2e2x, c1, c2 ∈ R.

�
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Zaj́ımavý př́ıklad 2.17 (Harmonické kmity pod vlivem vněǰśı śıly). Kulička
o hmotnosti m je na pružině, která je upevněna na zeď. Povytáhneme kuličku o
nějakou vzdálenost ze své rovnovážné polohy a cvrnkneme do ńı, č́ımž ji uděĺıme
nějakou počátečńı rychlost. Předpokládejme, že tuhost pružiny je k, odpor prostřed́ı
zanedbáme a nav́ıc na kuličku p̊usob́ıme periodickou silou F0(t) = F0 cosω0t. Popǐste
pohyb kuličky.

Řešeńı. Je zřejmé, že kulička se bude pohybovat v př́ımce. Zaveďme na ńı
souřadný systém tak, že rovnovážná poloha je v 0 a kladný směr je doprava.
Představme si, že kulička má v čase t polohu y(t) a p̊usob́ı na ni dvě śıly, F a
F0. Viz obrázek 1.

−2 −1 0 1 2 3 4
−1

−0.5

0

0.5

1

my(t)

F
F

0

Obrázek 1. Nákres.

Śıla F p̊usob́ıćı na pružinu je úměrná výchylce a tuhosti, tj. |F | = ky(t), ale
má opačný směr než y(t), tj. F = −ky(t). Vezmeme-li do úvahy ještě śılu F0,
dostaneme z Newtonova pohybového zákona máme

(8.3) my′′(t) = −ky(t) + F0 cosω0t.

Označme ω =
√

k
m . Potom rovnice (8.3) přejde na tvar

y′′(t) + ω2y(t) =
F0

m
cosω0t.

Označ́ıme-li ještě G = F0

m máme

(8.4) y′′(t) + ω2y(t) = G cosω0t.

Řešme nejprve rovnici s nulovou pravou stranou.

(8.5) y′′ + ω2y = 0.

Jej́ı charakteristická rovnice je

λ2 + ω2 = 0 ⇒ λ1,2 = ± iω

a obecné řešeńı rovnice (8.5) je tedy

y(t) = c1 cosωt+ c2 sinωt, c1, c2 ∈ R.
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Pro zaj́ımavost si najdeme alternativńı tvar. Označ L = c21 + c22 a α = c1
L , β = c2

L .
Protože

α2 + β2 = 1

existuje úhel ϕ tak, že

cosϕ = α, sinϕ = β

a dosazeńım máme obecné řešeńı rovnice (8.5) ve tvaru

yh = L(cosϕ cosωt+ sinϕ sinωt) = L cos(ωt− ϕ), L, ϕ ∈ R.

Najdeme partikulárńı pomoćı odhadu.
Př́ıpad ω 6= ω0.

Protože iω0 neńı kořenem charakteristického polynomu, uhodneme partikulárńı
řešeńı ve tvaru

yp = a cosω0t+ b sinω0t.

Derivováńım máme

y′p = −aω0 sinω0t+ bω0 cosω0t.

a

y′′p = −aω2
0 sinω0t− bω2

0 cosω0t = −ω2
0 yp.

Dosazeńım do (8.4) dostaneme

yp(−ω2
0 + ω2) = G cosω0t.

Tedy

yp =
G cosω0t

ω2 − ω2
0

a obecné řešeńı rovnice (8.4) je

y =
G cosω0t

ω2 − ω2
0

+ L cos(ωt− ϕ), L, ϕ ∈ R.

Všimněme si, že amplituda tohoto pohybu je G
ω2−ω2

0
je velká pro ω bĺızká ω0, což

můžeme interpretovat tak, že i při malé amplitudě vněǰśı śıly může být amplituda
odezvy velká.

Př́ıpad ω = ω0.
Protože iω je jednonásobným kořenem charakteristického polynomu, uhodneme
partikulárńı řešeńı ve tvaru

yp = t(a cosωt+ b sinωt).

Derivováńım máme

y′p = a cosωt+ b sinωt+ t(−aω sinωt+ bω cosωt).

a

y′′p = 2(−aω sinωt+ bω cosωt) + t(−aω2 cosωt− bω2 sinωt).

Dosazeńım do (8.4) dostaneme

G cosωt = 2(−aω sinωt+ bω cosωt) + t(−aω2 cosωt− bω2 sinωt)

+ ω2 t(a cosωt+ b sinωt) = −2aω sinωt+ 2bω cosωt).

Tedy

a = 0, b =
G

2ω
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a obecné řešeńı rovnice (8.4) je

y =
G

2ω
t sinωt+ L cos(ωt− ϕ), L, ϕ ∈ R.

Všimněme si, že amplituda tohoto pohybu je G
2ω a roste lineárně s časem. Tomuto

jevu se ř́ıká rezonance. K rezonanci tedy docháźı, má-li vněǰśı śıla stejnou frekvenci
jako oscilátor.

�

Na závěr bychom měli porovnat obě metody, tj. variaci konstant a odhad
pomoćı pravé strany. Variace konstant nám funguje na každou pravou stranu, to
je jej́ı výhoda. Nevýhodou ale je jej́ı početńı náročnost (muśıme integrovat). Na
druhou stranu odhad neńı zdaleka tak náročný na výpočet, ale zase funguje jen na
dost speciálńı pravou stranu.

9. Rovnice typu F (y, y′, y′′) = 0.

V mnohých fyzikálńıch problémech se vyskytuje rovnice typu

(9.1) F (y, y′, y′′) = 0

kde se explicitně nevyskytuje nezávisle proměnná x (ve fyzice je to čat t). Tato
rovnice se řeš́ı trikem ve dvou kroćıch.

1) Zavedeme funkci jedné proměnné p(t) vztahem

(9.2) y′(x) = p(y(x)).

Jelikož y řeš́ı (9.1), můžeme psát

F (y(x), y′(x), y′′(x)) = 0 pro všechna x ∈ I
kde I je nějaký interval, na kterém je definováno řešeńı. Vypoč́ıtejme y′′(x). Z
(9.2) máme

y′′(x) = p′(y(x))y′(x) = p′(y(x))p(y(x)).

Dosazeńım do (9.1) dostaneme

F
(
y(x), p(y(x)), p′(y(x))p(y(x))

)
= 0 pro všechna x ∈ I.

Předpokládejme, že řešeńı y(x) neńı konstantńı. To znamená, že obraz intervalu I
je interval J , tj. y(I) = J . Vezmeme tedy y = y(x) ∈ J jako nezávisle proměnnou
a předchoźı rovnici můžeme přepsat do tvaru

F
(
y, p(y), p′(y)p(y)

)
= 0 pro všechna y ∈ J.

Toto je už rovnice 1. řádu pro funkci p(y), kterou muśıme vyřešit. Nechť je jej́ı
obecné řešeńı

p(y) = G(y, c1), c1 ∈ R.
Nyńı přistouṕıme k druhému kroku.

2) Dosad ’ime právě vypoč́ıtané p(y) do rovnice (9.2) a dostaneme

y′ = G(y, c1),

což je pro každé pevné c1 rovnice 1. řádu. Najdeme jej́ı obecné řešeńı

y = H(x, c1, c2), c2 ∈ R.

Tedy celkem

y = H(x, c1, c2), c1, c2 ∈ R.
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Prakticky postupujeme takto:
Dána F (y, y′, y′′) = 0. Buď y′ = p(y). Pak y′′ = p′(y)y′ = p′(y)p(y) a máme

F (y, p(y), p′(y)p(y)) = 0.

Řešeńım je
p(y) = G(y, c1).

Dosad́ıme a máme
y′ = G(y, c1).

Řešeńım je
y = H(y, c1, c2).

Př́ıklad 2.18. Řešte rovnici yy′′ = y′2.

Řešeńı. Polož y′ = p(y). Pak y′′ = p′(y)p(y) a

yp′(y)p(y) = p2(y).

1. Nechť p(y) = 0. Pak y′ = 0 a

(9.3) y = c, c ∈ R
jsou řešeńı.

2. Nechť p(y) 6= 0. Pak
yp′(y) = p(y)

a
dp

p
=
dy

y
⇒ p(y) = c1y.

Dosad́ıme a máme

y′ = c1y ⇒
dy

y
= c1 ⇒ ln |y| = c1x+ k

a tedy
|y| = ekec1x ⇒ y = c2ec1x.

Obecné řešeńı je tedy dáno vzorcem

y = c2ec1x, c1, c2 ∈ R.
Všimněme si, že volba c1 = 0 nám dává (9.3).

�

Př́ıklad 2.19. Řešte rovnici yy′′ − y′2 = 2y2.

Řešeńı. Polož y′ = p(y). Pak y′′ = p′(y)p(y) a

yp′(y)p(y)− p2(y) = 2y2.

Vynásobme rovnici dvěma, použijme vztah 2p′(y)p(y) = (p2(y))′ a dostaneme

y(p2(y))′ − 2p2(y) = 4y2.

Substituujme q(y) = p2(y) a máme lineárńı rovnici pro q(y)

q′(y)− 2

y
q(y) = 4y.

Řešme nejprve

q′(y)− 2

y
q(y) = 0
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a dostaneme separaćı

dq

q
=

2

y
⇒ ln |q| = 2 ln |y|+ c = ln ky2 ⇒ q(y) = ky2.

Proveďme variaci konstanty. Pak

k′(y)y2 = 4y ⇒ k′(y) =
4

y
⇒ k(y) = 4 ln y

a obecné řešeńı je

q(y) = y2(4 ln y + k).

Tedy

p(y) = y
√

4 ln y + k.

Dosad́ıme do vztahu y′ = p(y) a máme

y′(y) = y
√

4 ln y + k.

Řešme opět separaćı a máme∫
dy

y
√

4 ln y + k
=

∫
dx = x+ c.

Provedeme substituci z = ln y v levém integrálu a dostaneme∫
dy

y
√

4 ln y + k
=

∫
dz√

4z + k
=

1

2

√
4z + k =

1

2

√
4 ln y + k

a máme

1

2

√
4 ln y + k = x+ c ⇒ ln y = (x+ c)2 − k

4
⇒ y = e−

k
4 e(x+c)2 .

Označ́ıme-li c1 = e−
k
4 a c2 = c, dostáváme konečn ve řešeńı

y = c1e(x+c2)2 , c1, c2 ∈ R.

�

Jiné řešeńı. Pro zvědavce uveďme jednodušš́ı trikový postup, který funguje pro
tuto rovnici, ovšem obecně ne. Rovnici yy′′ − y′2 = 2y2 vyděĺıme y2 a dostaneme

y′′y − y′2

y2
= 2.

Použijeme vzorec y′′y−y′2
y2 =

(
y′

y

)′
a máme(y′

y

)′
= 2 ⇒ y′

y
= 2x+ c ⇒ ln y = x2 + cx+ k =

(
x+

c

2

)2

+ k − c2

4
.

Z toho dostaneme po označeńı c1 = ek−
c2

4 , c2 = c
2

y = c1e(x+c2)2 , c1, c2 ∈ R.

�

Žertovný př́ıklad 2.20. Řešte rovnici y′′ − 3y′ + 2y = 0.
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Řešeńı. Samozřejmě je tato rovnice lineárńı. Jej́ı charakteristická rovnice je

λ2 − 3λ+ 2 = 0 ⇒ λ1 = 1, λ2 = 2

a obecné řešeńı je

y = c1ex + c2e2x, c1, c2 ∈ R.
Nicméně je tato rovnice taky typu F (y, y′, y′′) = 0 a lze ji takto řešit. Buď

y′ = p(y) a následně y′′ = p′(y)p(y). Dostaneme

p′(y)p(y)− 3p(y) + 2y = 0.

(Všimněme si, že jsme z lineárńı rovnice udělali nelineárńı, tomu ř́ıkám ”úspěch”.)
Upravme ji na tvar

p′ =
3p− 2y

p
,

což je rovnice s homogenńı pravou stranou. Položme p(y) = yq(y) a dostaneme
p′ = yq′ + q a po dosazeńı

yq′ + q =
3yq − 2y

yq
=

3q − 2

q
⇒ yq′ =

3q − 2

q
− q = −q

2 − 3q + 2

q
.

Separaćı máme

qdq

q2 − 3q + 2
= −dy

y
⇒

∫
qdq

q2 − 3q + 2
= ln y + c.

Rozkladem na parciálńı zlomky vyjde

q

q2 − 3q + 2
=

2

q − 2
− 1

q − 1

a dále

2 ln |q − 2| − ln |q − 1| = − ln |y|+ ln k ⇒ (q − 2)2

q − 1
=
k

y
.

Dosad́ıme q(y) = p(y)
y a dostaneme

( py − 2)2

p
y − 1

=
k

y
⇒ (p− 2y)2

p− y
= k.

Násob́ıme p− y a umocńıme. Dostaneme

p2 − 4py + 4y2 = kp− ky ⇒ p2 − p(4y + k) + y(4y + k) = 0.

Vyřeš́ıme kvadratickou rovnici a vyjde

p1,2(y) =
1

2

(
4y + k ±

√
(4y + k)2 − 4(4y + k)y

)
=

1

2

(
4y + k ±

√
k(4y + k)

)
.

Vyšetřeme jen př́ıpad se znaménkem ”+”, druhý př́ıpad je analogický. Dosad́ıme
p(y) do rovnice y′ = p(y) a dostaneme diferenciálńı rovnici

y′ =
1

2

(
4y + k ±

√
k(4y + k)

)
.

Separaćı máme

dy

4y + k ±
√
k(4y + k)

=
1

2
dx ⇒

∫
dy

4y + k ±
√
k(4y + k)

=
1

2
x+ c.
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Poč́ıtejme∫
dy

4y + k ±
√
k(4y + k)

=

∣∣∣∣∣∣
4y + k = kt2 t = 1√

k

√
4y + k

4dy = 2ktdt dy = 1
2ktdt

∣∣∣∣∣∣∫ 1
2ktdt

kt2 + kt
=

1

2

∫
dt

t+ 1
=

1

2
ln |t+ 1| = 1

2
ln(1 +

1√
k

√
4y + k)

a je tedy
1

2
ln(1 +

1√
k

√
4y + k) =

1

2
x+ c,

což dává

ln(1 +
1√
k

√
4y + k) = x+ 2c ⇒ 1 +

1√
k

√
4y + k = e2cex

⇒
( 1√

k

√
4y + k

)2

= (e2cex − 1)2 ⇒ 4y + k

k
= e4ce2x − 2e2cex + 1

⇒ 4y = ke4ce2x − 2ke2cex ⇒ y =
ke4c

4
e2x − ke2c

2
ex.

Označ́ıme-li c1 = −ke2c

2 a c2 = ke4c

4 , dostaneme nám už známý tvar

y = c1ex + c2e2x.

�

Typickým fyzikálńım př́ıkladem vedoućım na tento typ rovnice je je pohyb
tělesa po př́ımce v nehomogenńım gravitačńım poli.

Zaj́ımavý př́ıklad 2.21. Máme v počátku umı́stěné těleso o hmotnosti M a
po ose x se pohybuje hmotný bod o hmotnosti m. Najděte diferenciálńı rovnici jeho
pohybu.

Řešeńı. Označme vzdálenost hmotného bodu od počátku y(t), t je čas a
označme F gravitačńı śılu p̊usob́ıćı na hmotný bod. Viz obrázek 2. Potom z

−2 −1 0 1 2 3 4
−1

−0.5

0

0.5

1

mM y(t)

F

Obrázek 2. Nákres.

Newtonova gravitačńıho zákona plyne, že

F = −κmM
y2(t)
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a z pohybového zákona máme

my′′(y) = −κmM
y2(t)

.

Vyděĺıme rovnici m a dostaneme diferenciálńı rovnici daného pohybu

y′′(y) = −κ M

y2(t)
.

Toto je již rovnice typu F (y, y′, y′′) = 0 a lze ji tedy řešit nám již známou metodou.

�





PŘEDNÁŠKA 3

Okrajové úlohy

Z teorie rovnice nosńıku máme rovnici

(0.1) u′′ + λu = g(x)

s okrajovými podmı́nkami

(0.2) u(0) = u(l) = 0.

Zkoumejme řešitelnost v závislosti na λ a g(x).

1. Prostory C(a, b), C2(a, b) a skalárńı součin

Definice 3.1. Prostor C(0, 1) je definován jako množina všech spojitých funkćı
na [a, b].

Definice 3.2. Skalárńı součin na prostoru C(a, b) je definován

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

Definice 3.3. Prostor C2(a, b) je definován jako množina všech spojitých funkćı
u(x) na [a, b] takových, že existuje u′′(x) a tato funkce je opět spojitá na [a, b].

2. Př́ıpad λ < 0

Př́ıklad 3.4. Řešme rovnici s okrajovými podmı́nkami

y′′ − 4y = −8x2, y(0) = 0, y(3) = 0.

Řešeńı. Charakteristická rovnice je α2 − 4 = 0. Tedy α1 = 2, α2 = −2.

yh = c1e2x + c2e−2x.

Najdeme partikulárńı řešeńı ve tvaru yp = ax2 + bx+ c. Dosazeńım máme

2a− 4(ax2 + bx+ c) = x2, ⇒ −4ax2 − 4bx+ 2a− 4c = −8x2,

z čehož a = 2, b = 0, c = 1 a yp = 2x2 + 1 . Obecné řešeńı dané rovnice (bez
okrajových podmı́nek) je tedy

y(x) = 2x2 + 1 + c1e2x + c2e−2x.

Nyńı navoĺıme c1 a c2 tak, aby byly splněny počátečńı podmı́nky. Zřjmě

y(0) = 0 = 1 + c1 + c2, y(3) = 0 = 2.32 + 1 + c1e2.3 + c2e−2.3

a máme soustavu dvou rovnic

c1 + c2 = −1,

e6 c1 + e−6 c2 = −19.

41
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pro neznámé c1, c2. Jej́ım řešeńım je

c1 =
e−6 + 19

e−6 − e6
, c2 =

−e6 − 19

e−6 − e6

a celkem je

y = 2x2 + 1 +
e−6 + 19

e−6 − e6
e2x +

−e6 − 19

e−6 − e6
e−2x.

�

Poznamenejme, že řešeńı v předchoźım př́ıkladu existuje a je určeno jednoznačně.
Zkoumejme nyńı obecný tvar pro λ < 0.

Věta 3.5. Buď g ∈ C(0, l) a λ < 0. Potom existuje jediné řešeńı problému
(0.1) a (0.2).

D̊ukaz. Protože λ < 0 existuje ω > 0 tak, že λ = −ω2. Přepǐsme si rovnici
(0.1) do tvaru

y′′ − ω2y = g(x).

Řešme ji. Máme λ2 − ω2 = 0 a tedy

yh = c1eωx + c2e−ωx.

Proveďme variaci konstant. Dostaneme

yp = c1(x)eωx + c2(x)e−ωx

a př́ıslušné rovnice jsou

c′1(x)eωx + c′2(x)e−ωx = 0;

ωc′1(x)eωx − ωc′2(x)e−ωx = g(x).

Dále

c′1(x) =
1

2ω
g(x)e−ωx, c′2(x) = − 1

2ω
g(x)eωx.

Tedy

c1(x) =

∫ x

0

1

2ω
g(t)e−ωtdt, c2(x) = −

∫ x

0

1

2ω
g(t)eωtdt.

V tomto momentě je d̊uležité, že g ∈ C1(0, l), protože lze c1(x) a c2(x) dvakrát
derivovat. Celkově máme

y(x) = eωx
(
c1 +

∫ x

0

1

2ω
g(t)e−ωtdt

)
+ e−ωx

(
c2 −

∫ l

0

1

2ω
g(t)eωtdt

)
.(2.1)

Jak to nyńı dopadne s okrajovými podmı́nkami? Dosad́ıme a máme soustavu rovnic

y(0) = eω0
(
c1 +

∫ 0

0

1

2ω
g(t)e−ωtdt

)
+ e−ω0

(
c2 −

∫ 0

0

1

2ω
g(t)eωtdt

)
= 0,

y(l) = eωl
(
c1 +

∫ l

0

1

2ω
g(t)e−ωtdt

)
+ e−ωl

(
c2 −

∫ l

0

1

2ω
g(t)eωtdt

)
= 0.

Po úpravě je

c1 + c2 = 0,

eωlc1 + e−ωlc2 = −eωl
∫ l

0

1

2ω
g(t)e−ωtdt+ e−ωl

∫ l

0

1

2ω
g(t)eωtdt.
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Determinant soustavy je ∣∣∣∣ 1 1
eωl e−ωl

∣∣∣∣ = e−ωl − eωl.

Protože e−ωl − eωl 6= 0, má soustava vždy právě jedno řešeńı.

�

3. Př́ıpad λ = 0

Př́ıklad 3.6. Řešme rovnici s okrajovými podmı́nkami

y′′ = 2, y(0) = 0, y(3) = 0.

Řešeńı. Charakteristická rovnice je α2 = 0. Tedy α1,2 = 0.

yh = c1 + c2x.

Najdeme partikulárńı řešeńı ve tvaru yp = ax2. Dosazeńım máme

2a = 2,

z čehož a = 1 . Obecné řešeńı dané rovnice (bez okrajových podmı́nek) je tedy

y(x) = x2 + c1 + c2x.

Nyńı navoĺıme c1 a c2 tak, aby byly splněny počátečńı podmı́nky. Zřjmě

y(0) = 0 = c1, y(3) = 0 = 9 + c1 + 3c2

a máme soustavu dvou rovnic

c1 = 0,

c1 + 3c2 = −9

pro neznámé c1, c2. Jej́ım řešeńım je

c1 = 0, c2 = −3

a celkem je
y = x2 − 3x.

�

Poznamenejme, že řešeńı v předchoźım př́ıkladu existuje a je určeno jednoznačně.
Zkoumejme nyńı obecný tvar pro λ = 0.

Věta 3.7. Buď g ∈ C1(0, l) a λ = 0. Potom existuje jediné řešeńı problému
(0.1) a (0.2).

D̊ukaz. Přepǐsme si rovnici (0.1) do tvaru

y′′ = g(x).

Řešme ji. Máme α2 = 0 a tedy

yh = c1 + c2x.

Proveďme variaci konstant. Dostaneme

yp = c1(x) + c2(x) x

a př́ıslušné rovnice jsou

c′1(x) + c′2(x) x = 0;

c′2(x) = g(x).
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Dále

c′1(x) = −xg(x), c′2(x) = g(x).

Tedy

c1(x) = −
∫ x

0

tg(t)dt, c2(x) =

∫ x

0

g(t)dt

a celkově máme

y(x) = c1 −
∫ x

0

tg(t)dt+ x
(
c2 +

∫ x

0

g(t)dt
)
.(3.1)

Jak to nyńı dopadne s okrajovými podmı́nkami? Dosad́ıme a máme soustavu
rovnic

y(0) = c1 = 0,

y(l) = c1 −
∫ l

0

tg(t)dt+ l
(
c2 +

∫ l

0

g(t)dt
)

= 0.

Po úpravě je

c1 = 0,

c1 + lc2 =

∫ l

0

tg(t)dt− l
∫ l

0

g(t)dt.

Determinant soustavy je ∣∣∣∣1 0
1 l

∣∣∣∣ = l.

Protože l 6= 0, má soustava vždy právě jedno řešeńı.

�

4. Př́ıpad λ > 0

Zkoumejme problém (0.1) a (0.2) pro λ > 0. Nechť λ = ω2 > 0 a řešme nejprve

(4.1) y′′ + ω2y = 0, y(0) = y(l) = 0.

Charakteristická rovnice je α2 + ω2 = 0 a tedy α1,2 = ±iω. Fundamentálńı sytém
je cosωx, sinωx a obecné řešeńı je

y(x) = c1 cosωx+ c2 sinωx.

poč́ıtejme nyńı c1 a c2 z okrajových podmı́nek. Dosaďme x = 0 a máme 0 = c1.
Tedy

y(x) = c2 sinωx.

Dosaďme x = l a dostaneme

0 = y(l) = c2 sinωl.

Nechť sinωl = 0

Je-li sinωl = 0, je ωl = kπ pro nějaké přirozené k. Tedy

λ = ω2 =
(kπ
l

)2

.

V takovém př́ıpadě je ovšem řešeńım libovolná funkce

y(x) = c sin
kπx

l
, c ∈ R.
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Daný problém (4.1) má tedy nekonečně mnoho řešeńı.

Nechť sinωl 6= 0

Je-li sinωl 6= 0, je ωl /∈ {kπ, k ∈ N}. Tedy

λ 6= ω2 =
(kπ
l

)2

.

V takovém př́ıpadě je ovšem řešeńım jediná funkce

y(x) = 0.

Daný problém (4.1) má tedy jediné řešeńı.

Definice 3.8. Čı́sla λk =
(
kπ
l

)2
se nazývaj́ı vlastńı č́ısla problému (4.1) a

funkce yk(x) = sin kπx
l se nazývaj́ı vlastńı funkce problému (4.1).

Plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 3.9. Nechť λ /∈ {
(
kπ
l

)2
, k ∈ N}. Pak existuje právě jedno řešeńı problému

(4.1) a to je nulová funkce.

Nechť λ =
(
kπ
l

)2
pro nějaké k ∈ N. Pak existuje nekonečně mnoho řešeńı

problému (4.1), množina P všech řešeńı tvoř́ı vektorový prostor a

P = {c sin
kπx

l
, c ∈ R}.

Zkoumejme nyńı nehomogenńı problém, tj. pro danou funkci g nalézt řešeńı
okrajového problému (0.1) a (0.2). Plat́ı následuj́ıćı kĺıčová věta.

Věta 3.10. Buď g ∈ C(0, l).

(i) Nechť λ /∈ {
(
kπ
l

)2
, k ∈ N}. Pak existuje právě jedno řešeńı problému (0.1) a

(0.2).

(ii) Nechť λ =
(
kπ
l

)2
pro nějaké k ∈ N. Pak

1. Pokud ∫ l

0

g(x) sin
kπx

l
dx 6= 0,

neexistuje žádné řešeńı.
2. Pokud ∫ l

0

g(x) sin
kπx

l
dx = 0,

existuje nekonečně mnoho řešeńı problému (0.1) a (0.2), množina P všech
řešeńı tvoř́ı afinńı (posunutý vektorový) prostor a

P = {y0(x) + c sin
kπx

l
, c ∈ R},

kde y0(x) je libovolné řešeńı problému (0.1) a (0.2).

D̊ukaz. Najděme nejprve obecné řešeńı problému (0.1). Už v́ıme, že

yh = c1 cosωx+ c2 sinωx.

Proveďme variaci konstant a dostaneme

yp = c1(x) cosωx+ c2(x) sinωx.
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a př́ıslušné rovnice jsou

c′1(x) cosωx+ c′2(x) sinωx = 0;

− c′1(x) sinωx+ c′2(x) cosωx = g(x).

Dále

c′1(x) = −g(x) sinωx, c′2(x) = g(x) cosωx.

Tedy

c1(x) = −
∫ x

0

g(t) sinωtdt, c2(x) =

∫ x

0

g(t) cosωtdt

a celkově máme

y(x) =
(
c1 −

∫ x

0

g(t) sinωtdt
)

cosωx+
(
c2 +

∫ x

0

g(t) cosωtdt
)

sinωx.(4.2)

Jak to nyńı dopadne s okrajovými podmı́nkami? Dosad́ıme a máme soustavu
rovnic

y(0) = c1 = 0,

y(l) =
(
c1 −

∫ l

0

g(t) sinωtdt
)

cosωx+
(
c2 +

∫ l

0

g(t) cosωtdt
)

sinωx = 0.

Po úpravě je

c1 = 0,(4.3)

c1 cosωl + c2 sinωl = cosωl

∫ l

0

g(t) sinωtdt− sinωl

∫ l

0

g(t) cosωtdt.

Determinant soustavy je ∣∣∣∣ 1 0
cosωl sinωl

∣∣∣∣ = sinωl.

Uvažujme př́ıpad (i), tj. λ /∈ {
(
kπ
l

)2
, k ∈ N}. Pak sinωl 6= 0 a soustava má vždy

právě jedno řešeńı.

Uvažujme nyńı př́ıpad (ii), tj. λ ∈ {
(
kπ
l

)2
, k ∈ N}. Nechť existuje řešeńı y(x)

problému (0.1) a (0.2) s vlastńım č́ıslem λk =
(
kπ
l

)2
. Pak plat́ı

y′′(x) + λky(x) = g(x), u(0) = u(l) = 0

v každém bodě x ∈ (0, l). Násob́ıme tuto rovnost vlastńı funkćı yk(x) = sin kπx
l ,

integrujeme od 0 do l a dostaneme∫ l

0

(y′′(x) + λky(x))yk(x)dx =

∫ l

0

g(x)yk(x)dx.

Užit́ım per partes (a vlastnost́ı y(0) = y(l) = 0, yk(0) = yk(l) = 0) máme∫ l

0

y′′(x)yk(x)dx = [y′(x)yk(x)]l0 −
∫ l

0

y′(x)y′k(x)dx

= −
∫ l

0

y′(x)y′k(x)dx = −[y(x)y′k(x)]l0 +

∫ l

0

y(x)y′′k (x)dx

=

∫ l

0

y(x)y′′k (x)dx
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a dosazeńım máme∫ l

0

(y′′(x) + λky(x))yk(x)dx =

∫ l

0

y′′(x)yk(x)dx+ λk

∫ l

0

y(x)yk(x)dx

=

∫ l

0

y(x)y′′k (x)dx+ λk

∫ l

0

y(x)yk(x)dx =

∫ l

0

y(x)(y′′k (x)dx+ λkyk(x))dx,

tedy ∫ l

0

y(x)(y′′k (x)dx+ λkyk(x))dx =

∫ l

0

g(x)yk(x)dx.

Nyńı využijeme té vlastnosti, že vlastńı funkce yk(x) řeš́ı problém (4.1) pro λ = λk
a tedy je

y′′k (x) + λkyk(x) = 0

což dává ∫ l

0

g(x)yk(x)dx = 0.

Pokud má tedy úloha (0.1) a (0.2) řešeńı, je
∫ l

0
g(x)yk(x)dx = 0, čili skalárńı součin

funkćı g(x) a yk(x) je nula. T́ım jsme ukázali, že pokud tento skalárńı součin neńı
nula, pak úloha nemá řešeńı, což je prvńı část tvrzeńı (ii).

Abychom ukázali druhou část tvrzeńı (ii), předpokládejme, že
∫ l

0
g(x)yk(x)dx =∫ l

0
g(x) sinωxdx = 0, kde ω = kπ

l . Vraťme se k soustavě (4.3). Napǐsme ji do
maticového tvaru(

1 0
cosωl sinωl

∣∣∣∣ 0

cosωl
∫ l

0
g(t) sinωtdt− sinωl

∫ l
0
g(t) cosωtdt

)
∼(

1 0
cos kπ 0

∣∣∣∣ 0
0

)
.

Řešeńı této soustavy je tedy c1 = 0 a c2 zcela libovolné. Úloha (0.1) a (0.2) má
tedy nekonečně mnoho řešeńı ve tvaru

y(x) = − cos
kπx

l

∫ x

0

g(t) sin
kπt

l
dt+ sin

kπx

l

(
c2 +

∫ x

0

g(t) cos
kπt

l
dt
)
.

Označ́ıme-li

y0(x) = − cos
kπx

l

∫ x

0

g(t) sin
kπt

l
dt+ sin

kπx

l

∫ x

0

g(t) cos
kπt

l
dt

dostane naše řešeńı tvar

y(x) = y0(x) + c2 sin
kπx

l
.

�

Př́ıklad 3.11. Řešme rovnici s okrajovými podmı́nkami

y′′ +
3

4
y = 2x, y(0) = 0, y(π) = 0.

Řešeńı. Charakteristická rovnice je α2 + 3
4 = 0. Tedy α1,2 = ±

√
3

2 i a

yh = c1 cos

√
3

2
x+ c2 sin

√
3

2
x.
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Najdeme partikulárńı řešeńı ve tvaru yp = ax+ b. Dosazeńım máme

3

4
(ax+ b) = 2x,

z čehož a = 8
3 , b = 0 a yp = 8

3x . Obecné řešeńı dané rovnice (bez okrajových
podmı́nek) je tedy

y(x) =
8

3
x+ c1 cos

√
3

2
x+ c2 sin

√
3

2
x.

Nyńı navoĺıme c1 a c2 tak, aby byly splněny počátečńı podmı́nky. Zřejmě

y(0) = 0 = c1, y(π) = 0 =
8

3
π + c2 sin

√
3

2
π

a máme soustavu dvou rovnic

c1 = 0,

c2 sin

√
3

2
π = −8

3
π

pro neznámé c1, c2. Jej́ım řešeńım je

c1 = 0, c2 = −
8
3π

sin
√

3
2 π

a celkem je tedy jediné řešeńı

y(x) =
8

3
x−

8
3π

sin
√

3
2 π

sin

√
3

2
x.

To souhlśı s faktem, že 3
4 /∈ {

(
kπ
l

)2
; k ∈ N} = {k; k ∈ N}

�

Př́ıklad 3.12. Řešme rovnici s okrajovými podmı́nkami

y′′ + 4y = (x− a)2, y(0) = 0, y(π) = 0

vzhledem k parametru a.

Řešeńı. Charakteristická rovnice je α2 + 4 = 0. Tedy α1,2 = ±2i a

yh = c1 cos 2x+ c2 sin 2x.

Najdeme partikulárńı řešeńı ve tvaru yp = Ax2 +Bx+ C. Dosazeńım máme

2A+Ax2 +Bx+ C = (x− a)2 = x2 − 2ax+ a2,

z čehož A = 1, B = −2a, 2A+ C = a2 a yp = x2 − 2ax+ a2 − 2 = (x− a)2 − 2 .
Obecné řešeńı dané rovnice (bez okrajových podmı́nek) je tedy

y(x) = (x− a)2 − 2 + c1 cos 2x+ c2 sin 2x.

Nyńı navoĺıme c1 a c2 tak, aby byly splněny počátečńı podmı́nky. Zřejmě

y(0) = 0 = a2 − 2 + c1, y(π) = 0 = (π − a)2 − 2 + c1

a máme soustavu dvou rovnic

c1 = 2− a2,

c1 = 2− (π − a)2
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pro neznámé c1, c2. Tato soustava je singulárńı a má řešeńı pouze v př́ıpadě
2− a2 = 2− (π − a)2. To nastává jedině pro a = π

2 .
Je-li a 6= π

2 pak úloha nemá v rešeńı. To je v souladu s prvńım př́ıpadem v (ii),

neboť ∫ π

0

(x− a)2 sin 2xdx =
[
− (x− a)2 cos 2x

2

]π
0

+ 2

∫ π

0

(x− a)
cos 2x

2
dx

= −(π − a)2 + a2 +
1

2

[
(x− a) sin 2x

]π
0
− 1

2

∫ π

0

sin 2xdx

= −(π − a)2 + a2

a pro a 6= π
2 je tedy

∫ π
0

(x − a)2 sin 2xdx 6= 0. To znamená, že pravá strana neńı
ortogonálńı na vlastńı funkci sin 2x a úloha tedy skutečně nemá řešeńı.

Je-li a = π
2 pak úloha má nekonečně mnoho v rešeńı. To je v souladu s druhým

př́ıpadem v (ii), neboť∫ π

0

(x− π/2)2 sin 2xdx = (viz předchoźı výpočet) = 0.

To znamená, že pravá strana je ortogonálńı na vlastńı funkci sin 2x a úloha tedy
skutečně má nekonečně mnoho řešeńı a všechna řešeńı jsou

y(x) = (x− π/2)2 − 2 + 2− (π/2)2 cos 2x+ c2 sin 2x.

�





PŘEDNÁŠKA 4

Okrajové problémy s jinými okrajovými
podmı́nkami

Zabývejme se nyńı problémem nosńıku na jedné straně vetknutého, což popisuj́ı
nśleduj́ıćı vztahy:

y′′ + λy = g(x),(0.1)

y(0) = 0, y′(l) = 0.(0.2)

1. Př́ıpad λ < 0

Př́ıklad 4.1. Řešme rovnici s okrajovými podmı́nkami

y′′ − y = x, y(0) = 0, y′(1) = 0.

Řešeńı. Charakteristická rovnice je α2 − 1 = 0. Tedy α1 = 1, α2 = −1.

yh = c1ex + c2e−x.

Najdeme partikulárńı řešeńı ve tvaru yp = ax+ b. Dosazeńım máme

−(ax+ b) = x, ⇒ −ax− b = x,

z čehož a = −1, b = 0 a yp = −x . Obecné řešeńı dané rovnice (bez okrajových
podmı́nek) je tedy

y(x) = −x+ c1ex + c2e−x.

Ještě spočtěme

y′(x) = −1 + c1ex − c2e−x.

Nyńı navoĺıme c1 a c2 tak, aby byly splněny okrajové podmı́nky. Zřejmě

y(0) = 0 = c1 + c2, y′(1) = 0 = −1 + e c1 − e−1c2.

a máme soustavu dvou rovnic

c1 + c2 = 0,

e c1 − e−1 c2 = 1.

pro neznámé c1, c2. Jej́ım řešeńım je

c1 =
e

e− e−1
, c2 = − e

e− e−1

a celkem je

y = −x+ 1 +
e

e− e−1
e2x − e

e− e−1
e−2x.

�

Poznamenejme, že řešeńı v předchoźım př́ıkladu existuje a je určeno jednoznačně.
Zkoumejme nyńı obecný tvar pro λ < 0.
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Věta 4.2. Buď g ∈ C(0, l) a λ < 0. Potom existuje jediné řešeńı problému
(0.1) a (0.2).

D̊ukaz. Protože λ < 0 existuje ω > 0 tak, že λ = −ω2. Přepǐsme si rovnici
(0.1) do tvaru

y′′ − ω2y = g(x).

Jej́ım řešeńım je podle (2.1)

y(x) = eωx
(
c1 +

∫ x

0

1

2ω
g(t)e−ωtdt

)
+ e−ωx

(
c2 −

∫ x

0

1

2ω
g(t)eωtdt

)
.

Snadno můžeme spoč́ıtat, že

y′(x) = eωx
(
c1 +

1

2

∫ x

0

g(t)e−ωtdt
)
− e−ωx

(
c2 −

1

2

∫ x

0

g(t)eωtdt
)
.

Jak to nyńı dopadne s okrajovými podmı́nkami? Dosad́ıme a máme soustavu rovnic

y(0) = eω0
(
c1 +

∫ 0

0

1

2ω
g(t)e−ωtdt

)
+ e−ω0

(
c2 −

∫ 0

0

1

2ω
g(t)eωtdt

)
= 0,

y′(l) = eωl
(
c1 +

1

2

∫ l

0

g(t)e−ωtdt
)
− e−ωl

(
c2 −

1

2

∫ l

0

g(t)eωtdt
)

= 0.

Po úpravě je

c1 + c2 = 0,

eωlc1 − e−ωlc2 = −1

2
eωl
∫ l

0

g(t)e−ωtdt+
1

2
e−ωl

∫ l

0

g(t)eωtdt.

Determinant soustavy je ∣∣∣∣ 1 1
eωl −e−ωl

∣∣∣∣ = −e−ωl − eωl.

Protože −e−ωl − eωl 6= 0, má soustava vždy právě jedno řešeńı.

�

2. Př́ıpad λ = 0

Př́ıklad 4.3. Řešme rovnici s okrajovými podmı́nkami

y′′ = 2, y(0) = 0, y′(1) = 0.

Řešeńı. Obecné řešeńı dané rovnice (bez okrajových podmı́nek) je

y(x) = x2 + c1x+ c2.

Ještě
y′(x) = 2x+ c1.

Nyńı navoĺıme c1 a c2 tak, aby byly splněny okrajové podmı́nky. Zřejmě

y(0) = 0 = c2, y(3) = 0 = 2 + c1

a máme

c1 = −2,

c2 = 0

a celkem je
y = x2 − 2x.
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�

Poznamenejme, že řešeńı v předchoźım př́ıkladu existuje a je určeno jednoznačně.
Zkoumejme nyńı obecný tvar pro λ = 0.

Věta 4.4. Buď g ∈ C(0, l) a λ = 0. Potom existuje jediné řešeńı problému
(0.1) a (0.2).

D̊ukaz. Přepǐsme si rovnici (0.1) do tvaru

y′′ = g(x).

Podle (3.1)

y(x) = c1 −
∫ x

0

tg(t)dt+ x
(
c2 +

∫ x

0

g(t)dt
)
.

Vypočtěme

y′(x) = c2 +

∫ x

0

g(t)dt.

Jak to nyńı dopadne s okrajovými podmı́nkami? Dosad́ıme a máme soustavu rovnic

y(0) = c1 = 0,

y′(l) = c2 +

∫ l

0

g(t)dt = 0.

Po úpravě je

c1 = 0,

c2 = −
∫ l

0

g(t)dt.

Determinant soustavy je ∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1.

Protože l 6= 0, má soustava vždy právě jedno řešeńı

y(x) = −
∫ x

0

tg(t)dt+ x
(
−
∫ l

x

g(t)dt
)
.

�

3. Př́ıpad λ > 0

Zkoumejme problém (0.1) a (0.2) pro λ > 0. Nechť λ = ω2 > 0 a řešme nejprve

(3.1) y′′ + ω2y = 0, y(0) = y′(l) = 0.

Snadno najdeme, že obecné řešeńı je

y(x) = c1 cosωx+ c2 sinωx.

a
y′(x) = −ωc1 sinωx+ ωc2 cosωx

poč́ıtejme nyńı c1 a c2 z okrajových podmı́nek. Dosaďme x = 0 a máme 0 = c1.
Tedy

y(x) = c2 sinωx, y′(x) = ωc2 cosωx.

Dosaďme x = l a dostaneme

0 = y′(l) = ωc2 cosωl.
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Nechť cosωl = 0

Je-li cosωl = 0, je ωl = (2k+1)π
2 pro nějaké k ∈ N0. Tedy

λ = ω2 =
( (2k + 1)π

2l

)2

.

V takovém př́ıpadě je ovšem řešeńım libovolná funkce

y(x) = c sin
(2k + 1)π

2l
x, c ∈ R.

Daný problém (3.1) má tedy nekonečně mnoho řešeńı.

Nechť cosωl 6= 0

Je-li cosωl 6= 0, je ωl /∈ { (2k+1)π
2 , k ∈ N0}. Tedy

λ = ω2 6=
( (2k + 1)π

2l

)2

.

V takovém př́ıpadě je ovšem řešeńım jediná funkce

y(x) = 0.

Daný problém (4.1) má tedy jediné řešeńı.

Definice 4.5. Čı́sla λk =
(

(2k+1)π
2l

)2

se nazývaj́ı vlastńı č́ısla problému (3.1)

a funkce yk(x) = sin (2k+1)π
2l x se nazývaj́ı vlastńı funkce problému (3.1).

Plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 4.6. Nechť λ /∈ {
(

(2k+1)π
2l

)2

, k ∈ N0}. Pak existuje právě jedno řešeńı

problému (3.1) a to je nulová funkce.

Nechť λ =
(

(2k+1)π
2l

)2

pro nějaké k ∈ N0. Pak existuje nekonečně mnoho řešeńı

problému (3.1), množina P všech řešeńı tvoř́ı vektorový prostor a

P = {c sin
(2k + 1)π

2l
x; c ∈ R}.

Zkoumejme nyńı nehomogenńı problém, tj. pro danou funkci g nalézt řešeńı
okrajového problému (3.1). Plat́ı následuj́ıćı kĺıčová věta.

Věta 4.7. Buď g ∈ C(0, l).

(i) Nechť λ /∈ {
(

(2k+1)π
2l

)2

; k ∈ N0}. Pak existuje právě jedno řešeńı problému

(3.1).

(ii) Nechť λ =
(

(2k+1)π
2l

)2

pro nějaké k ∈ N0. Pak

1. Pokud ∫ l

0

g(x) sin
(2k + 1)π

2l
xdx 6= 0,

neexistuje žádné řešeńı.
2. Pokud ∫ l

0

g(x) sin
(2k + 1)π

2l
dx = 0,
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existuje nekonečně mnoho řešeńı problému (3.1), množina P všech řešeńı
tvoř́ı afinńı (posunutý vektorový) prostor a

P = {y0(x) + c sin
(2k + 1)π

2l
x; c ∈ R},

kde y0(x) je libovolné řešeńı problému (3.1).

D̊ukaz. Najděme nejprve obecné řešeńı problému (3.1) bez okrajových podmı́nek.
Už v́ıme d́ıky (4.2), že

y(x) =
(
c1 −

∫ x

0

g(t) sinωtdt
)

cosωx+
(
c2 +

∫ x

0

g(t) cosωtdt
)

sinωx.

Neńı těžké vypoč́ıtat

y′(x) = −ω
(
c1 −

∫ x

0

g(t) sinωtdt
)

sinωx+ ω
(
c2 +

∫ x

0

g(t) cosωtdt
)

cosωx.

Jak to nyńı dopadne s okrajovými podmı́nkami? Dosad́ıme a máme soustavu rovnic

y(0) = c1 = 0,

y′(l) = −ω
(
c1 −

∫ l

0

g(t) sinωtdt
)

sinωl + ω
(
c2 +

∫ l

0

g(t) cosωtdt
)

cosωl = 0.

Po úpravě je

c1 = 0,(3.2)

−c1 sinωl + c2 cosωl = − sinωl

∫ l

0

g(t) cosωtdt− cosωl

∫ l

0

g(t) sinωtdt.

Determinant soustavy je ∣∣∣∣ 1 0
− sinωl cosωl

∣∣∣∣ = cosωl.

Uvažujme př́ıpad (i), tj. λ /∈ {
(

(2k+1)π
2l

)2

; k ∈ N0}. Pak cosωl 6= 0 a soustava má

vždy právě jedno řešeńı.

Uvažujme nyńı př́ıpad (ii), tj. λk =
(

(2k+1)π
2l

)2

pro nějaké k ∈ N0}.
Soustava (3.2) má tvar (uvědomme si, že sinωl 6= 0)(

1 0
− sinωl cosωl

∣∣∣∣ 0

− sinωl
∫ l

0
g(t) cosωtdt− cosωl

∫ l
0
g(t) sinωtdt

)
∼(

1 0
−1 0

∣∣∣∣ 0

−
∫ l

0
g(t) cos (2k+1)π

2l tdt

)
.

Př́ıpad (ii)1 V tomto př́ıpadě je
∫ l

0
g(t) cos (2k+1)π

2l tdt 6= 0 a problém (0.1) a

(0.2) nemá žádné řešeńı.

Př́ıpad (ii)2 V tomto př́ıpadě je
∫ l

0
g(t) cos (2k+1)π

2l tdt = 0 a soustava má tvar(
1 0
−1 0

∣∣∣∣ 0
0

)
.
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Problém (0.1) a (0.2) má nekonečně mnoho řešeńı tvaru

y(x) =
(
−
∫ x

0

g(t) sin
(2k + 1)π

2l
tdt
)

cos
(2k + 1)π

2l
x

+
(
c2 +

∫ x

0

g(t) cos
(2k + 1)π

2l
tdt
)

sin
(2k + 1)π

2l
x.

Označ́ıme-li

y0(x) = − cos
(2k + 1)π

2l
x

∫ x

0

g(t) sin
(2k + 1)π

2l
tdt

+ sin
(2k + 1)π

2l
x

∫ x

0

g(t) cos
(2k + 1)π

2l
tdt

dostane naše řešeńı tvar

y(x) = y0(x) + c2 sin
(2k + 1)π

2l
x.

�

Př́ıklad 4.8. Řešme rovnici s okrajovými podmı́nkami

y′′ + y = x, y(0) = 0, y′(π) = 0.

Řešeńı. Charakteristická rovnice je α2 + 1 = 0. Tedy α1,2 = ±i a

yh = c1 cosx+ c2 sinx.

Najdeme partikulárńı řešeńı ve tvaru yp = ax+ b. Snadno máme

yp = x,

z čehož

y(x) = x+ c1 cosx+ c2 sinx.

Dále

y′(x) = 1− c1 sinx+ c2 cosx.

Nyńı navoĺıme c1 a c2 tak, aby byly splněny okrajové podmı́nky. Zřejmě

y(0) = 0 = c1, y(π) = 0 = 1− c2
a máme

c1 = 0,

c2 = 1

a celkem je tedy jediné řešeńı

y(x) = x− cosx.

To souhlśı s faktem, že 1 /∈ {
(

(2k+1)π
2l

)2

; k ∈ N0} = {
(

(2k+1)
2

)2

; k ∈ N0}
�

Př́ıklad 4.9. Řešme rovnici s okrajovými podmı́nkami

y′′ +
9

4
y = x+ a, y(0) = 0, y′(π) = 0

vzhledem k parametru a.
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Řešeńı. Charakteristická rovnice je α2 + 9
4 = 0. Tedy α1,2 = ± 3

2 i a

yh = c1 cos
3

2
x+ c2 sin

3

2
x.

Najdeme partikulárńı řešeńı ve tvaru yp = Ax+B. Dosazeńım máme

9

4
(Ax+B) = x+ a,

z čehož yp = 4
9 (x + a). Obecné řešeńı dané rovnice (bez okrajových podmı́nek) je

tedy

y(x) =
4

9
(x+ a) + c1 cos

3

2
x+ c2 sin

3

2
x.

Dále

y′(x) =
4

9
− 3

2
c1 sin

3

2
x+

3

2
c2 cos

3

2
x.

Nyńı navoĺıme c1 a c2 tak, aby byly splněny okrajové podmı́nky. Zřejmě

y(0) = 0 =
4

9
a+ c1, y′(π) = 0 =

4

9
+

3

2
c1

a máme soustavu dvou rovnic  1 0

−1 0

∣∣∣∣∣∣
− 4

9a

− 8
27


pro neznámé c1, c2.

Tato soustava je singulárńı a má řešeńı pouze v př́ıpadě − 4
9a = − 8

27 . To

nastává jedině pro a = 2
3 .

Je-li a 6= 2
3 pak úloha nemá v rešeńı. To je v souladu s prvńım př́ıpadem v (ii)

z věty 4.7, neboť∫ π

0

(x+ a) sin
3

2
xdx =

[
− 2

3
(x+ a) cos

3

2
x
]π

0
+

2

3

∫ π

0

cos
3

2
xdx

=
2

3
a+

4

9

[
sin

3

2
x
]π
0

=
2

3
a− 4

9

a pro a 6= 2
3 je tedy

∫ π
0

(x + a) sin 3
2xdx 6= 0. To znamená, že pravá strana neńı

ortogonálńı na vlastńı funkci sin 3
2x a úloha tedy skutečně nemá řešeńı.

Je-li a = 2
3 pak úloha má nekonečně mnoho v rešeńı. To je v souladu s druhým

př́ıpadem v (ii) z věty 4.7, neboť∫ π

0

(x+
2

3
) sin

3

2
xdx = (viz předchoźı výpočet) = 0.

To znamená, že pravá strana je ortogonálńı na vlastńı funkci sin 3
2x a úloha tedy

skutečně má nekonečně mnoho řešeńı a všechna řešeńı jsou

y(x) =
4

9
(x+

2

3
) + c2 sin

3

2
x.

�
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4. Úvod do operátor̊u.

Seznámili jsme se se dvěma úlohami

u′′ + λu = f, u(0) = u(l) = 0,(4.1)

u′′ + λu = f, u(0) = u′(l) = 0.(4.2)

Ṕı̌seme-li Au = −u′′ a polož́ıme-li f ≡ 0 v (4.1), lze úlohu přepsat Au = λu, kde u
hledáme tak, že u(0) = u(l) = 0 a u ∈ C2[0, l]. Definujme

D(A) := {u ∈ C2[0, l];u(0) = u(l) = 0}.

Úloha (4.1) tedy pomoćı A a D(A) vypadá takto:
Hledáme funkci u ∈ D(A) takovou, že

Au = λu.

Připomeňme skalárńı součin a normu na prostoru C[a, b]:

(u, v) =

∫ b

a

u(x)v(x)dx, ‖u‖ =

(∫ b

a

u2(x)dx

)1/2

.

Povšimněme si, že A je vlastně zobrazeńı A : D(A) → C[0, l]. Základńı vlastnosti
A jsou

(Au, v) = (u,Av) pro každé u, v ∈ D(A) (tzv. symetrie),(4.3)

(Au, u) > 0 pro každé u ∈ D(A), u 6= 0 (tzv. pozitivita).(4.4)

D̊ukaz. 1. symetrie:

(Au, v) =

∫ l

0

−u′′(x)v(x)dx = |per partes| = [−u′(x)v(x)]l0 +

∫ l

0

u′(x)v′(x)dx

|užijeme faktu u, v ∈ D(A), zejména v(0) = v(l) = 0|

=

∫ l

0

u′(x)v′(x)dx.

�



PŘEDNÁŠKA 5

Dvojný integrál.

1. Definice Riemannova integrálu

Buď M ⊂ R2 omezená a f : M → R omezená funkce. Naš́ım ćılem bude defi-
novat nějakým přijatelným zp̊usobem ”objem tělesa” T := {[x, y, z] ∈ R3; [x, y] ∈
M, 0 ≤ z ≤ f(x, y)}. Pro jednoduchost si můžeme představit f kladnou. Ale ve
skutečnosti se objem té části tělesa, který je pod rovinou xy, odečte.

Nejprve se nauč́ıme integrovat přes čtverec. Předpokládejme tedy, že M je
nějaký čtverec [−l, l] × [−l, l]. Zvolme N ∈ N a vytvořme ve čverci M čtvercovou
śı̌t takovou, že každý čtverec má stranu h := 2l/n. Množinu čtverc̊u této śıtě
označme Ch.

Definice 5.1. Nechť f : M → R je omezená funkce. Viz obrázek 1. Uvažujme
jeden konkrétńı čtvereček na obrázku Q = [x, x+h]×[y, y+h] a vezmeme v něm dva
body, ve kterých funkce f nabývá svého infima m = inf [x,y]∈Q f(x, y) (červená čára)
a suprema M = sup[x,y]∈Q f(x, y) (modrá čára). Utvořme dva hranoly s podstavou

Q a výškami m a M . Vezmeme-li těleso T = {[x, y, z]; [x, y] ∈ Q, 0 ≤ z ≤ f(x, y}, je
jasné, že objem tohoto tělesa V (T ) lež́ı mezi objemy těch dvou hranol̊u, t.j. mh2 ≤
V (T ) ≤Mh2. Definujme

D(f, n) =
∑
Q∈Ch

inf
[x,y]∈Q

f(x, y) h2,

H(f, n) =
∑
Q∈Ch

sup
[x,y]∈Q

f(x, y) h2.

Je jasné, že ”objem” podgrafu funkce f (značit to budeme V (M)) je mezi
D(f, h) a H(f, h). Zřejmě je

0 < m < n ⇒ D(f, 2−m) ≤ D(f, 2−n) ∧ D(f, 2−m) ≥ D(f, 2−n).

Tedy existuj́ı limity

(D)

∫∫
M

f(x, y)dxdy := lim
n→∞

D(f, 2−n), (H)

∫∫
M

f(x, y)dxdy := lim
n→∞

H(f, 2−n).

Definice 5.2. Výrazy (D)
∫∫
M

f(x, y)dxdy a (H)
∫∫
M

f(x, y)dxdy se nazývaj́ı dolńı

a horńı Riemannovy integrály z funkce f přes čtverec M .

Umı́me tedy definovat pro čtverec M a omezenou f na M horńı a dolńı Rie-
mann̊uv integrál. Nyńı máme vše potřebné pro definici Riemannova integrálu.
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Obrázek 1. Definice dvojného integrálu.

Definice 5.3. Buď dána M ⊂ R2 omezená a f : M → R omezená funkce.
Řı́káme, že f je Riemannovsky integrovatelná, pokud

(D)

∫∫
M

f(x, y)dxdy = (H)

∫∫
M

f(x, y)dxdy

a definujeme Riemann̊uv integrál∫∫
M

f(x, y)dxdy := (D)

∫∫
M

f(x, y)dxdy.

Nyńı definujeme Riemann̊uv integrál přes obecnou omezenou množinu. Buď
M ⊂ R2 omezená a f : M → R omezená funkce jako na začátku. Udělejme

domluvu, že funkci f rozš́ı̌ŕıme 0 na celé R2 a toto rozš́ı̌reńı označ́ıme f̃ . Protože
M je omezená, existuje čtverec [−l, l] × [−l, l] takový, že M ⊂ [−l, l] × [−l, l].
Uvědomme si, že f̃ je d́ıky rozš́ı̌reńı definována všude ve čtverci Ql := [−l, l]×[−l, l],
viz obrázek 2.
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Definice 5.4. Buď dána M ⊂ R2 omezená. Definujeme Riemann̊uv integrál∫∫
M

f(x, y)dxdy :=

∫∫
Ql

f̃(x, y)dxdy.

pokud tento integrál existuje.

Obrázek 2. Definice dvojného integrálu přes obecnou množinu.

Následuj́ıćı věta ř́ıká, že nezálež́ı na tom, jaký čtverec zvoĺıme. Stač́ı, že ob-
sahuje M .

Věta 5.5. Polož Ql = [−l, l]× [−l, l] a Ql′ = [−l′, l′]× [−l′, l′]. Buď M ⊂ Ql ⊂
Ql′ . Pak ∫∫

Ql

f̃(x, y)dxdy =

∫∫
Ql′

f̃(x, y)dxdy.

Daľśı věta nám ř́ıká základńı vlastnosti Riemannova integrálu.
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Věta 5.6. Nechť všechny integrály vystupuj́ıćı v této větě existuj́ı. Pak∫∫
M

(
a f(x, y) + b g(x, y)

)
dxdy = a

∫∫
M

f(x, y)dxdy + b

∫∫
M

g(x, y)dxdy,

f(x, y) ≤ g(x, y) ⇒
∫∫
M

f(x, y)dxdy ≤
∫∫
M

g(x, y)dxdy,

M ∩N = ∅ ⇒
∫∫
M∪N

f(x, y)dxdy =

∫∫
M

f(x, y)dxdy +

∫∫
N

f(x, y)dxdy.

Nyńı si můžeme definovat ”plošný obsah” či (dvourozměrnou) mı́ru množiny
M .

Definice 5.7. Buď dána M ⊂ R2 omezená. Definujeme S(M) (mı́ru množiny
M)

S(M) :=

∫∫
M

1 dxdy,

pokud tento integrál existuje. V takovém př́ıpadě ř́ıkáme, že M je ”Riemannovsky”
měřitelná.

Za zmı́nku stoj́ı následuj́ıćı věta.

Věta 5.8. Nechť M,N jsou měřitelné. Pak

M ⊂ N ⇒ 0 ≤ S(M) ≤ S(N),

M ∩N = ∅ ⇒ S(M ∪N) = S(M) + S(N).

Velmi často se nacháźıme v situaci, že M je nějaká ”oblast v rovině se spoji-
tou hranićı” (např kruh, elipsa, obdélńık, trojúhelńık, ”ledvinka” či nějaké jejich
pr̊uniky) a funkce f je spojitá na M (to je M i s jej́ı hranićı) . Potom automat-
icky existuje Riemann̊uv integrál. Toto tvrzeńı nebudeme formulovat jako větu, to
bychom museli ř́ıci, co je ”oblast v rovině se spojitou hranićı” a to dá dost práce a
pro praktické př́ıklady to nebudeme potřebovat, ty budeme řešit intuitivně.

2. Fubiniova věta

Nechť M ⊂ R2 a x ∈ R. Označme symbolem M1(x) řez množiny M př́ımkou
rovnoběžnou s osou y jdoućı bodem [x, 0], t.j.

M1(x) := {[x, s] ∈ R2; [t, s] ∈M}.
Pro y ∈ R označme symbolem M2(y) řez množiny M př́ımkou rovnoběžnou s osou
x jdoućı bodem [0, y], t.j.

M2(y) := {[t, y] ∈ R2; [t, s] ∈M}.
Viz obrázek 3.

V daľśım uvid́ıme, jak poč́ıtat objem podgrafu funkce. Viz obrázek 4. Zafixu-
jme si x a uvažujme cervené těleso o tloušťce dx. Jeho objem je pv ribližně roven(∫

M1(x)

f(x, y)dy
)
dy.

Objem podgrafu funkce potom dostaneme integraćı tohoto objemu přes proměnnou
x. Analogicky lze zafixovat y a použ́ıt modré těleso.
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Obrázek 3. Řezy množinou M .

Přesněji, je-li dána f : M → R omezená, má smysl uvažovat pro x, y ∈ R
jednorozměrné Riemannovy integrály∫

M1(x)

f(x, y)dy,

∫
M2(y)

f(x, y)dx.

Následuj́ıćı věta nám dává praktický návod, jak dvojrozměrné integrály poč́ıtat.

Věta 5.9. Nechť M omezená v rovině a f : M → R omezená funkce. Nechť ex-
istuje Riemann̊uv integrál

∫∫
M

f(x, y)dxdy a existuj́ı Riemannovy integrály
∫
M1(x)

f(x, y)dy

pro každé x ∈ [a, b], kde interval [a, b] je vybrán tak, že M1(x) = ∅ pro x /∈ [a, b].
Pak ∫∫

M

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫
M1(x)

f(x, y)dy

)
dx.

Podobně, existuj́ı Riemannovy integrály
∫
M2(y)

f(x, y)dx pro každé y ∈ [c, d], kde

interval [c, d] je vybrán tak, že M2(y) = ∅ pro y /∈ [c, d], pak∫∫
M

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

(∫
M2(y)

f(x, y)dx

)
dy.
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Obrázek 4. Řezy tělesem o malé tloušťce.

Předchoźı věta vlastně ř́ıká, že prakticky můžeme přehodit pořad́ı integrace.
Tedy pokud M ⊂ [a, b]× [c, d], pak∫ b

a

(∫
M1(x)

f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫
M2(y)

f(x, y)dx

)
dy.

3. Dva d̊uležité speciálńı typy oblast́ı

Věta 5.10. Nechť ϕ1(x), ϕ2(x) jsou funkce spojité na intervalu [a, b] a

M := {[x, y]; a ≤ x ≤ b, ϕ1(x) ≤ y ≤ ϕ2(x)}.
Pak ∫∫

M

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y)dy

)
dx,

viz obrázek 5.
Podobně, je-li ψ1(y), ψ2(y) jsou funkce spojité na intervalu [c, d] a

M := {[x, y]; c ≤ y ≤ d, ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y)},
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pak ∫∫
M

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

(∫ ψ2(y)

ψ1(y)

f(x, y)dx

)
dy,

viz obrázek 6.

Obrázek 5. Prvńı speciálńı typ oblasti.

Obrázek 6. Dryhý speciálńı typ oblasti.
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4. Př́ıklady

Př́ıklad 5.11. Buď M := {[x, y]; 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ 1}. Vypoč́ıtej∫∫
M

x2

1 + y2
dxdy.

Řešeńı. Nejprve si namalujeme oblast. Viz obrázek 7.

Obrázek 7. Oblast M .

∫∫
M

x2

1 + y2
dxdy =

∫ 3

0

(∫ 1

0

x2

1 + y2
dy

)
dx =

∫ 3

0

[
x2arctg y

]y=1

y=0
dx

=

∫ 3

0

x2(arctg 1− arctg 0) dx =
π

4

[
x3/3

]3
0

=
9π

4
.

�

Př́ıklad 5.12. Buď M := {[x, y];x3 ≤ y ≤ x2}. Vypoč́ıtej∫∫
M

(x2 + y2)dxdy.
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Řešeńı. Namalujeme oblast. Viz obrázek 8. Vid́ıme, že x se nám pohybuje v
intervalu [0, 1] pokud mám nějaké takové x pevně zvolené, pak x3 ≤ y ≤ x2. Potom
daný integrál je

Obrázek 8. Oblast M .

∫∫
M

(x2 + y2)dxdy =

∫ 1

0

(∫ x2

x3

(x2 + y2)dy

)
dx =

∫ 1

0

[
x2y + y3/3

]y=x2

y=x3 dx

=

∫ 1

0

(
x4 + x6/3− x5 − x9/3

)
dx =

[
x5/5 + x7/21− x6/6− x10/30

]1
0

=
1

5
+

1

21
− 1

6
− 1

30
=

1

21
.

Integrujme v opačném pořad́ı. Nejprve si znovu namalujeme oblast. Viz obrázek 9.
Vid́ıme, že y se nám pohybuje v intervalu [0, 1] pokud mám nějaké takové y pevně
zvolené, pak y1/2 ≤ x ≤ y1/3. Potom daný integrál je∫∫
M

(x2 + y2)dxdy =

∫ 1

0

(∫ y1/3

y1/2
(x2 + y2)dx

)
dy =

∫ 1

0

[
x3/3 + xy2

]x=y1/23

x=y1/2
dy

=

∫ 1

0

(
y/3 + y7/3 − y3/2/3− y5/3

)
dy =

[
y2/6 + 3/10 y10/3 − 2/15 y5/2 − 2/7 y7/2

]1
0

=
1

6
+

3

10
− 2

15
− 2

7
=

1

21
.
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Obrázek 9. Oblast M .

Na zvoleném pořad́ı integrace tedy nezálež́ı, což je obsaženo ve Fubiniově větě.

�

Př́ıklad 5.13. Buď M := {[x, y]; 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ y2}. Vypoč́ıtej∫∫
M

e
x
y dxdy.

Řešeńı. Nejprve si znovu namalujeme oblast. Viz obrázek 10. Vid́ıme, že y
se nám pohybuje v intervalu [0, 1] pokud mám nějaké takové y pevně zvolené, pak
0 ≤ x ≤ y2. Potom daný integrál je∫∫

M

e
x
y dxdy =

∫ 1

0

(∫ y2

0

e
x
y dx

)
dy =

∫ 1

0

[
ye

x
y
]x=y2

x=0
dy

=

∫ 1

0

(
yey − y

)
dy =

[
yey − ey − y2/2

]1
0

=
1

2
.

Pokusme se prohodit integrály. Potom máme∫∫
M

e
x
y dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

√
x

e
x
y dy

)
dx =?????

Teď to neumı́me vyjadřovat pomoćı elementárńıch funkćı.
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Obrázek 10. Oblast M .

�





PŘEDNÁŠKA 6

Věta o substituci

Uvažujme nějaké zobrazeńı roviny R2 do roviny R2. Začněme nejjednodušš́ım
př́ıpadem zobrazeńı, to je afinńı zobrazeńı dané vzorcem T (u) = Au + b, kde A je
nějaká regulárńı matice 2× 2. Představme si hranol H s podstavou Q a výškou h.
Podstava Q se zobraźı pomoćı T na rovnoběžńık T (Q) a dostaneme rovnoběžnostěn

H̃ s podstavou T (Q) a výškou v. Viz obrázek 1.

Obrázek 1. Afinńı substituce.

Označme souřadnice bodu X = [u, v], Y = [u+ du, v] a Z = [u, v + dv]. Nechť

T (α, β) =

(
a11 a12

a21 a22

)(
α
β

)
+

(
b1
b2

)
= A

(
α
β

)
+ b.

71
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Pak −→e1 = (du, 0), −→e2 = (0, dv). Spočtěme A(−→e1). Zřejmě je

A(−→e1) = T (Y )− T (X) = A(u+ du, v) + b− (A(u, v) + b) = A(du, 0)

=

(
a11 a12

a21 a22

)(
du
0

)
=

(
a11du
a12du

)
.

Tedy A(−→e1) = (a11, a12)du. Podobně spoč́ıtáme A(−→e2) = (a21, a22)dv. Potom z
lineárńı algebry v́ıme, že plošný obsah S(T (Q)) rovnoěžńıku T (Q) lze spoč́ıtat jako
absolutńı hodnotu determinantu z matice(

a11du, a12du
a21dv, a22dv

)
,

tedy

S(T (Q)) =

∣∣∣∣det

(
a11du, a12du
a21dv, a22dv

)∣∣∣∣ = |det(A)|dudv.

Označme objemy V (H) hranolu H a V (H̃) rovnoběžnostěnu H̃. Potom plat́ı
zásadńı vztah

V (H̃) = S(T (Q)).h = |det(A)|dudv.h = V (H) |det(A)|,

tj.

V (H̃) = V (H) |det(A)|.

BuďM,N ⊂ R2 dvě omezené množiny, N ⊂ [−l, l]2 := C, a nechť ϕ(u, v), ψ(u, v)
jsou spojitě diferencovatelné funkce definované na C takové, že

M = {[ϕ(u, v), ψ(u, v)]; [u, v] ∈ N}.

Pak ř́ıkáme, že funkce ϕ(u, v), ψ(u, v) jsou transformace N na M , pokud

det

(
∂ϕ
∂u (u, v) ∂ϕ

∂v (u, v)
∂ψ

∂u(u,v)
∂ψ

∂v(u,v)

)
6= 0

pro každé [u, v] ∈ N . Označme ještě Jakobián transformace

J(u, v) =

∣∣∣∣∣det

(
∂ϕ
∂u (u, v) ∂ϕ

∂v (u, v)
∂ψ

∂u(u,v)
∂ψ

∂v(u,v)

)∣∣∣∣∣ .
Věta 6.1. Buď M,N ⊂ R2 dvě omezené množiny, N ⊂ [−l, l]2 := C, a nechť

dvojice funkćı ϕ(u, v), ψ(u, v) je transformace T z N na M . Buď f(x, y) : M → R
definovaná na M . Pak∫∫

M

f(x, y)dxdy =

∫∫
N

f(ϕ(u, v), ψ(u, v))J(u, v)dudv.

D̊ukaz. Jen naznač́ıme, proč to plat́ı. Pod́ıvejte se na obrázek 2.
Transformece T neńı lineárńı, ale pro velmi malá du, dv ji můžeme dobrě aprox-

imovat afinńı transformaćı. Jde jen o to, jaká je ta matice v bodě [u, v]. Použijeme
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Obrázek 2. Substituce ve dvojném integrálu.

Taylor̊uv rozvoj (pouze lineárńı, členy vyšš́ıho řádu zanedbáme) a dostaneme

T (u+ du, v)− T (u, v) = (ϕ(u+ du, v), ψ(u+ du, v))− (ϕ(u, v), ψ(u, v))

=
(
ϕ(u, v) +

∂ϕ

∂u
(u, v)du, ψ(u, v) +

∂ψ

∂u
(u, v)du

)
− (ϕ(u, v), ψ(u, v))

=
(∂ϕ
∂u

(u, v),
∂ψ

∂u
(u, v)

)
du.

Podobně dostaneme

T (u, v + dv)− T (u, v) =
(∂ϕ
∂v

(u, v),
∂ψ

∂v
(u, v)

)
dv.

Z úvahy o afinńım zobrazeńı v́ıme, že

S(d(Q̃)) =

∣∣∣∣det

(
∂ϕ
∂u (u, v)du ∂ψ

∂u (u, v)du
∂ϕ
∂v (u, v)dv ∂ψ

∂v (u, v)dv

)∣∣∣∣ = S(d(Q))J(u, v) = J(u, v)dudv.

Vı́me, že

I =

∫∫
M

f(x, y)dxdy

je objem tělesa, které je podgrafem funkce f(x, y), a to je součtem objemů ele-

mentárńıch malinkých rovnoběžnostěn̊u H̃ přes oblast M , tedy I =
∑
V (H̃). Ale

V (H̃) = f(ϕ(u, v), ψ(u, v))S(d(Q̃)) = f(u, v)J(u, v)S(D(Q)) = f(u, v)J(u, v)dudv



74 6. VĚTA O SUBSTITUCI

a posč́ıtáńım těchto objemů dostaneme

I =

∫∫
N

f(u, v)J(u, v)dudv.

Tedy ∫∫
M

f(x, y)dxdy =

∫∫
N

f(u, v)J(u, v)dudv.

�

1. Př́ıklad

Př́ıklad 6.2. Buď M := {[x, y];x ≤ y ≤ 3x, 1
x ≤ y ≤

2
x}. Vypoč́ıtej∫∫

M

y2dxdy.

Řešeńı. Vyřešme to nejprve pomoćı Fubiniho věty. namalujme si obrázek dané
oblasti. Viz obrázek 3. Potom

Obrázek 3. Oblast.
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∫∫
M

y2dxdy =

∫ √ 2
3

1√
3

∫ 3x

1
x

y2dydx+

∫ 1

√
2
3

∫ 2
x

1
x

y2dydx+

∫ √2

1

∫ 2
x

x

y2dydx

=

∫ √ 2
3

1√
3

1

3

(
27x3 − 1

x3

)
dx+

∫ 1

√
2
3

1

3

( 8

x3
− 1

x3

)
dx+

∫ √2

1

1

3

( 8

x3
− x3

)
dx

=
1

3

(27x4

4
+

1

2x2

)∣∣∣√ 2
3

1√
3

− 1

3

7

2x2

∣∣∣1√
2
3

+
1

3

(
− 4

x2
− x4

4

)∣∣∣√2

1

=
1

3

(27( 2
3 )2

4
−

27( 1
3 )2

4
+

1

2( 2
3 )
− 1

2( 1
3 )

)
− 1

3

(7

2
− 7

2( 2
3 )

)
− 1

3

(4

2
− 4

1
+

22

4
− 1

4

)
=

1

3

(
3− 3

4
+

3

4
− 3

2

)
− 7

3

(1

2
− 3

4

)
− 1

3

(
2− 4 + 1− 1

4

)
=

1

3

(3

2
+

7

4
+

5

4

)
=

3

2
.

A nyńı to hlavńı. Chceme ukázat, jak pracuje substituce. Použijeme tedy
substituci u = y

x , v = xy. Pak 1 ≤ u ≤ 3, 1 ≤ v ≤ 2. Dále x =
√

v
u , x =

√
uv.

Tedy x = u−1/2v1/2, x = u1/2v1/2. Jakobián je tedy

J(u, v) =

∣∣∣∣∣det

(
∂ϕ
∂u (u, v) ∂ϕ

∂v (u, v)
∂ψ

∂u(u,v)
∂ψ

∂v(u,v)

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣det

(
− 1

2u
−3/2v1/2 1

2u
−1/2v−1/2

1
2u
−1/2v1/2 1

2u
1/2v−1/2

)∣∣∣∣
=
∣∣∣− 1

4
u−1 − 1

4
u−1

∣∣∣ =
1

2u
.

Potom ∫∫
M

y2dxdy =

∫ 3

1

∫ 2

1

uv
1

2v
dvdu =

1

2

∫ 3

1

[v2

2

]v=2

v=1
du =

3

4

∫ 3

1

du =
3

2
.

�

2. Polárńı souřadnice

Vezměme v rovině bod o souřadnićıch [x, y]. Jeho vzdálenost od počátku
označ́ıme r a úhel, který sv́ırá pr̊uvodič tohoto bodu s kladnou část́ı osy x, označme
ϕ. Př́ıslušné hodnoty r, ϕ nazýváme polárńı souřdnice bodu [x, y]. Viz obrázek 4.
Z tohoto obrázku je vidět, že

cosϕ =
x

r
, sinϕ =

y

r
.

Polárńı souřadnice r, ϕ jsou dány rovnicemi

x = r cosϕ,

y = r sinϕ

a jsou to prakticky nejd̊uležitěǰśı substituce. Spoč́ıtejme Jakobián.

J(r, ϕ) =

∣∣∣∣det

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)∣∣∣∣ = r cos2 ϕ+ r sin2 ϕ = r.

Napǐsme ještě jeden d̊uležitý vzorec (lze ho buď spoč́ıtat nebo je vidět z Pythagorovy
věty):

x2 + y2 = r2.
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Obrázek 4. Polárńı souřadnice.

Př́ıklad 6.3. Buď M := {[x, y]; 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, x ≤ y ≤
√

3x}. Vypoč́ıtej∫∫
M

√
x2 + y2dxdy.

Řešeńı. Namalujme si obrázek. Viz obrázek 5. Vid́ıme, že pokud se s bodem
[x, y] pohybujeme přes oblast M , polárńı souřadnice bodu [x, y] se pohybuj́ı π/4 ≤
ϕ ≤ π/3 a 1 ≤ r ≤ 2. Proto oužit́ım polárńıch souřadnic dostaneme∫∫

M

√
x2 + y2dxdy =

∫ π
3

π
4

∫ 2

1

r.rdrdϕ =

∫ π
3

π
4

[r3

3

]r=2

r=1
dϕ =

7

3

∫ π
3

π
4

dϕ =
7π

36
.

�

3. Posunuté polárńı souřadnice

V př́ıpadě, ě integrujeme přes kruh nebo část kruhu, který má střed v bodě
[x0, y0], můžeme posunout polárńı souřadnice tak, aby [x0, y0] byl středem. Tj.
polárńı souřadnice jsou dány rovnicemi

x = x0 + r cosϕ,

y = y0 + r sinϕ.
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Obrázek 5. Oblast.

Spoč́ıtejme Jakobián.

J(r, ϕ) =

∣∣∣∣det

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)∣∣∣∣ = r cos2 ϕ+ r sin2 ϕ = r.

Př́ıklad 6.4. Buď M := {[x, y];x2 + y2 ≤ 2x, }. Vypoč́ıtej

∫∫
M

(x2 + y2)dxdy.

Řešeńı. Uvědomme si, že M jde přepsat jako (x − 1)2 + y2 ≤ 1. Viz obrázek
6. Můžeme (ale nemuśıme) použ́ıt posunutých polárńıch souřadnic

x = 1 + r cosϕ,

y = r sinϕ.
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Obrázek 6. Oblast.

Dostaneme 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π a tedy∫∫
M

(x2 + y2)dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

(
(1 + r cosϕ)2 + (r sinϕ)2

)
rdrdϕ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

(
1 + 2r cosϕ+ r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ

)
rdrdϕ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

(
r + 2r2 cosϕ+ r3

)
drdϕ =

∫ π

0

[r2

2
+

r3

3
cosϕ+

r4

4

]r=1

r=0
dϕ

=

∫ 2π

0

(3

4
+

1

3
cosϕ

)
dϕ =

[3

4
+

1

3
sinϕ

]ϕ=2π

ϕ=0
=

3π

2
.

�

Použijme klasické polárńı souřadnice

x = r cosϕ,

y = r sinϕ.
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Geometricky vid́ıme, že −π2 ≤ ϕ ≤ π
2 . Potom ovšem r záviśı na ϕ. Vypoč́ıtejme,

jak. Dosazeńım do rovnice (x − 1)2 + y2 = 1 dostaneme r2 ≤ 2r cosϕ, a tedy
0 ≤ r ≤ 2 cosϕ. Pǐsme∫∫
M

(x2 + y2)dxdy =

∫ π
2

−π2

∫ 2 cosϕ

0

r2.rdrdϕ =

∫ π
2

−π2

[r4

4

]r=2 cosϕ

r=0
dϕ

=

∫ π
2

−π2

16 cos4 ϕ

4
dϕ = 4

∫ π
2

−π2

(1 + cos 2ϕ

2

)2

dϕ =

∫ π
2

−π2
(1 + 2 cos 2ϕ+ cos2 2ϕ)dϕ

=

∫ π
2

−π2

(
1 + 2 cos 2ϕ+

1 + cos 4ϕ

2

)
dϕ =

[3
2
ϕ+ sin 2ϕ+

1

8
sin 4ϕ

]π
2

−π2
=

3π

2
.

�

4. Zobecněné polárńı souřadnice

Zobecněné polárńı souřadnice jsou dány rovnicemi

x = a% cosϕ,

y = b% sinϕ.

Viz obrázek 7. Na tomto obrázku vid́ıme geometrický význam ϕ a při troše

Obrázek 7. Zobecněné polárńı souřednice.

přemýšleńı i význam %. Při integraci přes celou elipsu je 0 ≤ ϕ ≤ 2π a 0 ≤ ρ ≤ 1.
Lze je podobně jako polárńı souřadnice posunout do středu [x0, y0], pak máme
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posunuté zobecněné polárńı souřadnice

x = x0 + a% cosϕ,

y = y0 + b% sinϕ.

Spoč́ıtejme Jakobián.

J(%, ϕ) =

∣∣∣∣det

(
a cosϕ −a% sinϕ
b sinϕ b% cosϕ

)∣∣∣∣ = ab%.

Př́ıklad 6.5. Vypoč́ıtej obsah elipsy x2

a2 + y2

b2 ≤ 1.

Řešeńı. Namalujme si, jak daná elipsa vypadá. Viz obrázek 8. Zějmě je

Obrázek 8. Elipsa.

P =

∫∫
M

dxdy,

kde M = {[x, y]; x
2

a2 + y2

b2 ≤ 1}. Převeďme integrál do zobecněných polárńıch
souřadnic

x = a% cosϕ,

y = b% sinϕ.

Dostaneme

P =

∫∫
M

dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

ab% d%dϕ =

∫ 2π

0

[
ab
%2

2

]1
0
dϕ

=
1

2
ab
[
ϕ
]2π

0
= πab.
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�

Př́ıklad 6.6. Buď M := {[x, y];x2 + 4y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0}. Vypoč́ıtej∫∫
M

xydxdy.

Řešeńı. Na obrázku 9 je namalovaná daná oblast (je to část elipsy). Převeďme

Obrázek 9. Čtvrtina elipsy.

integrál do zobecněných polárńıch souřadnic

x = 2% cosϕ,

y = % sinϕ.

Dostaneme ∫∫
M

xydxdy =

∫ π
2

0

∫ 1

0

2%2 cosϕ sinϕ 2% d%dϕ

=

∫ π
2

0

∫ 1

0

4%3 cosϕ sinϕ d%dϕ =

∫ π
2

0

4
[%4

4

]1
0

cosϕ sinϕdϕ

=

∫ π
2

0

cosϕ sinϕdϕ =
[1

2
sin2 ϕ

]π
2

0
=

1

2
.

�

Použijme pro zaj́ımavost klasické polárńı souřadnice

x = r cosϕ,

y = r sinϕ.
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Geometricky vid́ıme, že 0 ≤ ϕ ≤ π
2 . Potom ovšem r záviśı na ϕ. Vypoč́ıtejme, jak.

Dosazeńım do rovnice x2 + 4y2 = 4 dostaneme r2(cos2 ϕ + 4 sin2 ϕ = 4), a tedy
0 ≤ r ≤ 2√

cos2 ϕ+4 sin2 ϕ
. Pǐsme

∫∫
M

xydxdy =

∫ π
2

0

∫ 2√
cos2 ϕ+4 sin2 ϕ

0

r2 cosϕ sinϕ rdrdϕ

=

∫ π
2

0

[r4

4

]r= 2√
cos2 ϕ+4 sin2 ϕ

r=0
cosϕ sinϕdϕ = 4

∫ π
2

0

cosϕ sinϕ

(cos2 ϕ+ 4 sin2 ϕ)2
dϕ

= 4

∫ π
2

0

cosϕ sinϕ

(1 + 3 sin2 ϕ)2
dϕ =

∣∣∣∣ t = sinϕ
dt = cosϕdϕ

∣∣∣∣ = 4

∫ 1

0

t

(1 + 3t2)2
dt

=

∣∣∣∣ s = 1 + 3t2

ds = 6tdt

∣∣∣∣ =
4

6

∫ 4

1

1

s2
ds =

2

3

[
− 1

s

]4
1

=
2

3

(
1− 1

4

)
=

1

2
.

Zdá se, že prvńı metoda je přeci jen výhodněǰśı.

�

Dosud jsme integrovali jen přes omezené oblasti. Podobně jako v př́ıpadě
nevlastńıho jednorozměrného Riemannova integrálu lze definovat i nevlastńı v́ıcenásobný
integrál. Udělejme to pro omezenou funkci na R2. Pro M ⊂ R2 definujme

χM (x, y) =

{
1 pro [x, y] ∈M ;

0 pro [x, y] ∈ R2 \M.

Poznamenejme, že funkci χM nazýváme charakteristickou funkćı množiny M .

Definice 6.7. Nechť funkce f je daná na R2. Definujme∫∫
R2

f(x, y)dxdy := lim
K→∞

∫∫
R2

f(x, y)χ[−K,K]2(x, y)dxdy

Jako př́ıklad si spoč́ıtejme Laplace̊uv integrál.

Př́ıklad 6.8. Vypoč́ıtej

I :=

∫
R

e−x
2

dx.

Řešeńı. Zřejmě plat́ı

I2 =

(∫
R

e−x
2

dx

)2

= I

(∫
R

e−x
2

dx

)
=

(∫
R
I e−x

2

dx

)
(∫

R

(∫
R

e−y
2

dy

)
e−x

2

dx

)
=

(∫
R

(∫
R

e−y
2

e−x
2

dy

)
dx

)
=

∫∫
R2

e−(x2+y2)dxdy.

Posledńı integrál převedeme do polárńıch souřadnic a dostaneme

I2 =

∫∫
R2

e−(x2+y2)dxdy =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

r e−r
2

drdϕ =

∫ 2π

0

[
− 1

2
e−r

2
]r=∞
r=0

dϕ

=

∫ 2π

0

1

2
dϕ =

1

2

∫ 2π

0

dϕ =
1

2
2π = π.
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Protože I > 0, je nutně ∫
R

e−x
2

dx =
√
π.

�





PŘEDNÁŠKA 7

Aplikace dvojného integrálu.

V této části se nauč́ıme určité aplikace dvojného integrálu v geometrii a ve
fyzice.

1. Obsah rovinného obrazce

Už jsme se zmiňovali, že obsah rovinného obrazce M je dán vzorečkem

P :=

∫∫
M

dxdy.

Př́ıklad 7.1. Vypoč́ıtej obsah P obrazce M := {[x, y]; x2 ≤ y ≤ 2x, xy ≤ 2}.

Řešeńı. Danou oblast si namalujeme, viz obrázek 1. Zřejmě plat́ı

Obrázek 1. Plošný obsah.

85
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P =

∫∫
M

dxdy =

∫ 1

0

∫ 2x

x
2

dydx+

∫ 2

1

∫ 2
x

x
2

dydx

=

∫ 1

0

(
2x− x

2

)
dx+

∫ 2

1

( 2

x
− x

2

)
dx

=
[3

4
x2
]1

0
+
[
2 lnx− x2

4

]2
1

=
3

4
+
(

(2 ln 2− 1)− (0− 1/4)
)

= 2 ln 2.

Možná by někoho napadlo převézt výpočet do polárńıch souřadnic

x = r cosϕ, y = r sinϕ.

Potom
1

2
≤ tgϕ ≤ 2 ⇒ arctg

1

2
≤ ϕ ≤ arctg 2.

Nav́ıc je xy ≤ 2, tedy r2 sinϕ cosϕ ≤ 2 a tedy

0 ≤ r ≤
√

2

sinϕ cosϕ
.

Můžeme tedy psát

P =

∫∫
M

dxdy =

∫ arctg 2

arctg 1
2

∫ √
2

sinϕ cosϕ

0

rdrdϕ =

∫ arctg 2

arctg 1
2

[r2

2

]√ 2
sinϕ cosϕ

r=0
dϕ

=

∫ arctg 2

arctg 1
2

dϕ

sinϕ cosϕ
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
t = tgx⇒ cosx = 1√

1+t2
, sinx = t√

1+t2

dx = dt
1+t2

x = arctg 1
2 ⇒ t = 1

2
x = arctg 2⇒ t = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 2

1
2

1
1+t2

1√
1+t2

t√
1+t2

dt =

∫ 2

1
2

1
1+t2

t
1+t2

dt =

∫ 2

1
2

1

t
dt =

[
ln t
]2

1
2

= ln 2− ln
1

2
= 2 ln 2

což je stejný výsledek jako při použit́ı prvńı metody.

�

Nyńı si všimneme také fyzikálńıch aplikaćı dvojného integrálu. Nauč́ıme se
poč́ıtat některé veličiny jako těžǐstě tenké desky atd.

2. Objem tělesa pod grafem funkce

Nechť je dána nezáporná funkce dvou proměnných f : Ω → R. Potom objem
V tělesa (množiny) {[x, y, z] ∈ R3; [x, y] ∈ Ω, 0 ≤ z ≤ f(x, y)} je dána vzorcem

V =

∫∫
Ω

f(x, y)dxdy.

Př́ıklad 7.2. Spočtěte objem koule o poloměru R.

Řešeńı. Stač́ı spoč́ıtat jen objem horńı polokoule a výsledek vynásobit dvěma.
Obrázek polokoule si snad představ́ıte sami. Rovnice sféry o poloměru R je x2 +
y2 + z2 = R2 a tedy horńı polosféra má rovnici

z = f(x, y) =
√
R2 − x2 − y2.
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Polovina objemu V je tedy dána integrálem

1

2
V =

∫∫
x2+y2≤R2

√
R2 − x2 − y2dxdy.

Tento integrál vypoč́ıtáme užit́ım polárńıch souřadnic. Tedy

1

2
V =

∫∫
x2+y2≤R2

√
R2 − x2 − y2dxdy =

∫ 2π

0

∫ R

0

√
R2 − r2 rdrdϕ

= 2π

∫ R

0

√
R2 − r2 rdr =

∣∣∣∣∣∣
t = R2 − r2 ⇒ dt = −2dr
r = 0⇒ t = R2

r = R⇒ t = 0

∣∣∣∣∣∣ = 2π

∫ 0

R2

√
t
dt

−2

= π

∫ R2

0

t1/2dt = π[2/3 t3/2]R
2

0 =
2

3
πR3.

Tedy

V =
4

3
πR3.

�

Daľśı př́ıklad je ze života. Jistě jste již alespoň jednou poṕıjeli z p̊ullitru pivo.
Praktická úloha následuje.

Př́ıklad 7.3. Představte si, že pijete pivo z p̊ulitru tvaru válce, který je zrovna
nakloněn tak, že vid́ıme přesně polovinu dna. Kolik piva je ještě v p̊ulitru?

Řešeńı. Představ́ıme si, že v momentě, kdy vid́ıme ve sklenici p̊ulku dna, pivo
ztuhne. Postav́ıme sklenici na st̊ul a vid́ıme, že hladina piva tvoř́ı rovinu, která
rozděĺı sklenici (válec) na dě části. Viz obrázek 2. Označme R poloměr dna a h
výšku p̊ulitru. Natoč́ıme p̊ulitr tak, že rovina řezu je dána body [R, 0, 0], [−R, 0, 0]
a [0, R,H]. Utvoř́ıme rovnici roviny. Vyjde z = H

R y. Polovina dna je oblast v

rovině xy daná nerovnicemi x2 + y2 ≤ R2, y ≥ 0. Objem je tedy dán

V =

∫∫
M

H

R
ydxdy, M = {[x, y] ∈ R2;x2 + y2 ≤ R2, y ≥ 0}.

Užit́ım polárńıch souřadnic máme

V =
H

R

∫ π

0

∫ R

0

r2 sinϕdrdϕ =
H

R

∫ π

0

[r3

3

]R
0

sinϕdϕ =
HR2

3

∫ π

0

sinϕdϕ

=
HR2

3
[− cosϕ]π0 =

2

3
HR2.

�

3. Hmotnost tenké desky

Buď dána tenká deska (rovinný obrazec)M nepravidelné hustoty %(x, y). Označme
Qδ(x, y) čtverec se středem v [x, y] a straně δ > 0. Poznamenejme, v ze hustota v
bodě [x, y] se definuje

%(x, y) = lim
δ→0+

hmotnost Qδ(x, y)

obsah Qδ(x, y)
= lim
δ→0+

hmotnost Qδ(x, y)

δ2
.
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Obrázek 2. Pivo.

Vezmeme nyńı takové malé δ a udělejme v rovině śı̌t o straně δ. Buď Q množina
v sech śı̌tových čtverečk̊u, které maj́ı s M neprázdný pr̊unik. Potom hmotnost je
rovna přibližně

m
.
=
∑
q∈Q

hmotnost Qδ(x, y) =
∑
q∈Q

hmotnost Qδ(x, y)

δ2
δ2

.
=
∑
q∈Q

hmotnost Qδ(x, y)

δ2
δ2.

Považujeme-li δ za malý element délky ve směru osy x a také y, t.j. dx = dy = δ,
máme

m
.
=
∑
q∈Q

%(x, y)δ2 →
∫∫
M

%(x, y)dxdy

a dostáváme tedy vzorec

m =

∫∫
M

%(x, y)dxdy.

Př́ıklad 7.4. Mějme nehomogenńı pĺı̌sek zanedbatelné tloušťky tvaru trojúhelńıku
o vrcholech [0, 0], [0, 1], [1, 1], jehož hustota je %(x, y) = x. Jaká je hmotnost tohoto
pĺı̌sku?

Řešeńı. Namalujme si daný trojúhelńık. Viz obrázek 3. Vid́ıme, že
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Obrázek 3. Hmotnost plechu.

m =

∫∫
M

%(x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ x

0

xdydx =

∫ 1

0

x

∫ x

0

dydx =

∫ 1

0

x[y]y=x
y=0 dx

=

∫ 1

0

x2 dx =
[x3

3

]1
0

=
1

3
.

�

4. Těžǐstě tenké desky

Nechť je v rovině dána soustava n hmotných bod̊u s polohovými vektory ri =
(xi, yi) a s hmotnostmi mi. Potom celkové těžǐstě systému je dáno

T =

∑n
i=1miri∑n
i=1mi

=

(∑n
i=1mixi∑n
i=1mi

,

∑n
i=1miyi∑n
i=1mi

)
Máme-li nyńı tenkou desku M s hustotou %(x, y), můžeme opět udělat v rovině śı̌t
o straně δ. Buď Q množina všech śı̌tových čtverečk̊u, které maj́ı s M neprázdný
pr̊unik. Potom souřadnice těžǐstě dostaneme

Tx
.
=

∑
q∈Q

x %(x, y)δ2∑
q∈Q

%(x, y)δ2
, Ty

.
=

∑
q∈Q

y %(x, y)δ2∑
q∈Q

%(x, y)δ2
.
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Považujeme-li opě t δ za malý element délky ve směru osy x a také y, t.j. dx =
dy = δ, máme

Tx
.
=

∑
q∈Q

x %(x, y)δ2∑
q∈Q

%(x, y)δ2
→

∫∫
M

x%(x, y)dxdy∫∫
M

%(x, y)dxdy
,

Ty
.
=

∑
q∈Q

y %(x, y)δ2∑
q∈Q

%(x, y)δ2
→

∫∫
M

y%(x, y)dxdy∫∫
M

%(x, y)dxdy
.

Dostali jsme tedy vzorce

Tx =

∫∫
M

x%(x, y)dxdy∫∫
M

%(x, y)dxdy
, Ty =

∫∫
M

y%(x, y)dxdy∫∫
M

%(x, y)dxdy
.

Vı́me již, že m =
∫∫
M

%(x, y)dxdy je hmotnost tenké desky. Dále se zavád́ı označeńı

Sy =

∫∫
M

x%(x, y)dxdy, Sx =

∫∫
M

y%(x, y)dxdy

a Sx se nazývá statický moment tenké desky vzhledem k ose y a podobně Sy se
nazývá statický moment tenké desky vzhledem k ose x. Lze tedy psát

Tx =
Sy
m
, Ty =

Sx
m
.

Př́ıklad 7.5. Buď M := {[x, y];x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1} tenká deska s
hustotou %(x, y) = y. Vypočtěte souřadnice těžǐstě.

Řešeńı. Namalujme si danou oblast. Viz obrázek 4. Integrály budeme poč́ıtat
převodem do polárńıch souřadnic. Zřejmě

m =

∫∫
M

ydxdy =

∫ π
2

0

∫ 1

0

r2 sinϕdrdϕ =

∫ π
2

0

[r3

3

]r=1

r=0
sinϕdϕ

=
1

3

∫ π
2

0

sinϕdϕ =
1

3

[
− cosϕ

]π
2

0
=

1

3
.

Dále

Sx =

∫∫
M

y2dxdy =

∫ π
2

0

∫ 1

0

r3 sin2 ϕdrdϕ =

∫ π
2

0

[r4

4

]r=1

r=0
sin2 ϕdϕ

=
1

4

∫ π
2

0

sin2 ϕdϕ =
1

4

∫ π
2

0

1− cos 2ϕ

2
dϕ =

1

4

[ϕ
2
− sinϕ

4

]π
2

0
=

π

16

a

Sy =

∫∫
M

xydxdy =

∫ π
2

0

∫ 1

0

r3 sinϕ cosϕdrdϕ =

∫ π
2

0

[r4

4

]r=1

r=0
sinϕ cosϕdϕ

=
1

4

∫ π
2

0

sinϕ cosϕdϕ =
1

4

[ sin2 ϕ

2

]π
2

0
=

1

8
.



4. TĚŽIŠTĚ TENKÉ DESKY 91

Obrázek 4. Těžǐstě nehomogenńı oblasti.

Z toho máme konečně

Tx =
1
8
1
3

=
3

8
, Ty =

π
16
1
3

=
3π

16
.

Tedy

T =
[3

8
,

3π

16

]
.

�

Př́ıklad 7.6. Buď M := {[x, y]; y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1} tenká deska s hustotou
%(x, y) = 1. Vypočtěte souřadnice těžǐstě.

Řešeńı. Viz obrázek 5. Podle vzorečk̊u je

m =

∫∫
M

dxdy =

∫ π

0

∫ 1

0

rdrdϕ =

∫ π

0

[r2

2

]r=1

r=0
dϕ

=
1

2

∫ π

0

dϕ =
1

2

[
ϕ
]π
0

=
π

2
.
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Obrázek 5. Těžǐstě homogenńı oblasti.

Dále

Sx =

∫∫
M

y dxdy =

∫ π

0

∫ 1

0

r sinϕ r drdϕ =

∫ π

0

[r3

3

]r=1

r=0
sinϕdϕ

=
1

3

∫ π

0

sinϕdϕ =
1

3

[
− cosϕ

]π
0

=
2

3
.

a

Sy =

∫∫
M

x dxdy =

∫ π

0

∫ 1

0

r cosϕdrdϕ =

∫ π

0

[r3

3

]r=1

r=0
cosϕdϕ

=
1

3

∫ π

0

cosϕdϕ =
1

2

[
sinϕ

]π
0

= 0.

Poznamejme, že Sy poč́ıtat nemuśıme, to je vidět ze symetrie. Z toho máme konečně

Tx =
0
π
2

= 0, Ty =
2
3
π
2

=
4

3π
.

Tedy

T =
[
0,

4

3π

]
.

�
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5. Momenty setrvačnosti tenké desky

Nechť je v rovině dána soustava n hmotných bod̊u s polohovými vektory ri =
(xi, yi) a s hmotnostmi mi a př́ımka p, kterou nazýváme osou rotace. Označme di
vzdálenost i-tého bodu od p. Začne-li tato soustava bod̊u rotovat kolem osy p v
prostoru, je moment setrvačnosti systému roven

Ip =

n∑
i=1

mid
2
i .

Buď dána tenká deska (rovinný obrazec) M nepravidelné hustoty %(x, y) a osa
p. Označme d(x, y vzdálenost bodu [x, y] od osy p. Lze snadno odvodit pomoćı
předchoźıho vzorce pro soustavu hmotných bod̊u, že začne-li tato tenká deska ro-
tovat kolem osy p v prostoru, je moment setrvačnosti systému roven

Ip =

∫∫
M

d2(x, y)%(x, y)dxdy.

Pokud p je buď osa x nebo osa y, máme speciálně

Ix =

∫∫
M

y2%(x, y)dxdy, Ixy =

∫∫
M

x2%(x, y)dxdy.

Př́ıklad 7.7. Buď M := {[x, y]; y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1} tenká deska s hustotou
%(x, y) = 1. Vypočtěte moment setrvačnosti vzhledem k ose x .

Řešeńı. Oblast je namalovaná na obrázku 6. Podle vzorce je

Ix =

∫∫
M

y2 dxdy =

∫ π

0

∫ 1

0

r2 sin2 ϕ r drdϕ =

∫ π

0

sin2 ϕ
[r4

4

]r=1

r=0
dϕ

=
1

4

∫ π

0

sin2 ϕ dϕ =
1

4

∫ π

0

1− cos 2ϕ

2
dϕ =

[1

2
ϕ− 1

4
sin 2ϕ

]π
0

=
π

8
.

�
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Obrázek 6. Moment setrvacnosti homogenńı oblasti.



PŘEDNÁŠKA 8

Trojný integrál.

1. Definice Riemannova trojného integrálu

Analogicky jako dvojný integrál zevedeme trojný. Buď M ⊂ R3 (představte
si třeba bramboru) omezená množina a f : M → R omezená funkce, kterou
můžeme chápat jako rozložeńı hustoty v množině M (později si o tom pov́ıme
v́ıc). Naš́ım ćılem bude definovat nějakým přijatelným zp̊usobem hmotnost ”tělesa”
T := {[x, y, z] ∈ R3; [x, y] ∈M, 0 ≤ z ≤ f(x, y)}.

Nejprve se nauč́ıme integrovat přes krychli. Předpokládejme tedy, že M je
nějaká krychle [−l, l] × [−l, l] × [−l, l] = [−l, l]3. Zvolme N ∈ N a vytvořme v
krychli M krychlovou śı̌t takovou, že každá krychle má stranu h := 2l/n. Množinu
krychĺı této śıtě označme Ch.

Definice 8.1. Definujme

D(f, n) =
∑
Q∈Ch

inf
[x,y]∈Q

f(x, y) h3,

H(f, n) =
∑
Q∈Ch

sup
[x,y]∈Q

f(x, y) h3.

Je jasné, že ”hmotnost” T (značit to budeme m(M)) je mezi D(f, h) a H(f, h).
Zřjmě je

0 < m < n ⇒ D(f, 2−m) ≤ D(f, 2−n) ∧ D(f, 2−m) ≥ D(f, 2−n).

Tedy existuj́ı limity

(D)

∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz := lim
n→∞

D(f, 2−n),

(H)

∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz := lim
n→∞

H(f, 2−n).

Definice 8.2. Výrazy (D)
∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz a (H)
∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz se

nazývaj́ı dolńı a horńı Riemannovy integrály z funkce f přes čtverec M .

Poznamenejme, že kladnost funkce f na začátku byla jen optická záležitost,
stač́ı skutečně jenom omezenost f na M . Umı́me tedy definovat pro omezenou
množinu M a omezenou f na M horńı a dolńı Riemann̊uv integrál. Nyńı máme
vše potřebné pro definici Riemannova integrálu.

95
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Definice 8.3. Buď dána M ⊂ R3 omezená a f : M → R omezená funkce.
Řı́káme, že f je Riemannovsky integrovatelná, pokud

(D)

∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz = (H)

∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz

a definujeme Riemann̊uv integrál∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz := (D)

∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz.

Nyńı definujeme Riemann̊uv integrál přes obecnou omezenou množinu. Buď
M ⊂ R3 omezená a f : M → R omezená funkce jako na začátku. Udělejme

domluvu, že funkci f rozš́ı̌ŕıme 0 na celé R3 a toto rozš́ı̌reńı označ́ıme f̃ . Protože

M je omezená, existuje krychle [−l, l]3 taková, že M ⊂ [−l, l]3. Uvědomme si, že f̃
je d́ıky rozš́ı̌reńı definována všude v krychli C := [−l, l]3.

Definice 8.4. Buď dána M ⊂ R3 omezená. Definujeme Riemann̊uv integrál∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz :=

∫∫∫
M

f̃(x, y)dxdy.

pokud tento integrál existuje.

Daľśı věta nám ř́ıká základńı vlastnosti Riemannova integrálu, všechny in-
tegrály v ńı existuj́ı.

Věta 8.5.∫∫∫
M

(
a f(x, y, z) + b g(x, y, z)

)
dxdydz

= a

∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz + b

∫∫∫
M

g(x, y, z)dxdydz,

f(x, y) ≤ g(x, y) ⇒
∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz ≤
∫∫∫
M

g(x, y, z)dxdydz,

M ∩N = ∅ ⇒
∫∫∫
M∪N

f(x, y, z)dxdydz

=

∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz +

∫∫∫
N

f(x, y, z)dxdydz.

Nyńı si můžeme definovat ”objem” či (trojrozměrnou) mı́ru množiny M .

Definice 8.6. Buď dána M ⊂ R3 omezená. Definujeme V (M) (mı́ru množiny
M)

V (M) :=

∫∫∫
M

dxdydz,

pokud tento integrál existuje. V takovém př́ıpadě ř́ıkáme, že M je měřitelná.

Za zmı́nku stoj́ı následuj́ıćı věta.
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Věta 8.7. Nechť M,N jsou měřitelné. Pak

M ⊂ N ⇒ 0 ≤ V (M) ≤ V (N),

M ∩N = ∅ ⇒ V (M ∪N) = V (M) + V (N).

Velmi často se nacháźıme v situaci, žeM je nějaká ”oblast v prostoru se spojitou
hranićı” (např koule, elipsoid, kvádr, čtyřstěn, bramboroid či nějaké jejich pr̊uniky)
a funkce f je spojitá na M (to je M i s jej́ı hranićı) . Potom automaticky existuje
Riemann̊uv integrál. Podobně jako pro dvojný integrál nebudeme toto tvrzeńı
formulovat jako větu, budeme to řešit intuitivně.

2. Fubiniova věta

Nechť M ⊂ R3 a x ∈ R. Označme symbolem M1(x) řez množiny M rovinou
rovnoběžnou s osami y, z jdoućı bodem [x, 0, 0], t.j.

M1(x) := {[t, s, u] ∈ R3; t = x, [t, s, u] ∈M}.
Pro y ∈ R označme symbolem M2(y) řez množiny M rovinou rovnoběžnou s osami
x, z jdoućı bodem [0, y, 0], t.j.

M2(y) := {[t, s, u] ∈ R3; s = y, [t, s, u] ∈M}
a pro z ∈ R označme symbolem M3(z) řez množiny M rovinou rovnoběžnou s osami
x, y jdoućı bodem [0, 0, z], t.j.

M3(z) := {[t, s, u] ∈ R3;u = z, [t, s, u] ∈M}.
Je-li dána f : M → R omezená, má smysl uvažovat pro x, y, z ∈ R dvojrozměrné
Riemannovy integrály∫∫

M1(x)

f(x, y, z)dydz,

∫∫
M2(y)

f(x, y, z)dxdz,

∫∫
M3(z)

f(x, y, z)dxdy.

Následuj́ıćı věta nám dává praktický návod, jak trojrozměrné integrály poč́ıtat.

Věta 8.8. Nechť M omezená v prostoru a f : M → R omezená funkce a
M ⊂ [a, b]3. Nechť existuje Riemann̊uv integrál

∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz a existuj́ı

Riemannovy integrály
∫∫

M1(x)

f(x, y, z)dydz pro každé x ∈ [a, b]. Pak

∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz =

∫ b

a

( ∫∫
M1(x)

f(x, y, z)dydz
)
dx.

Podobně, nechť existuj́ı Riemannovy integrály
∫
M2(y)

f(x, y, z)dxdz pro každé y ∈
[a, b], pak ∫∫∫

M

f(x, y, z)dxdydz =

∫ b

a

( ∫∫
M2(y)

f(x, y, z)dxdz
)
dy

a nechť existuj́ı Riemannovy integrály
∫
M3(z)

f(x, y, z)dxdy pro každé z ∈ [a, b], pak∫∫∫
M

f(x, y, z)dxdydz =

∫ b

a

( ∫∫
M3(z)

f(x, y, z)dxdy
)
dz.

Předchoźı věta vlastně ř́ıká, že prakticky můžeme přehodit pořad́ı integrace.
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Př́ıklad 8.9. Vypoč́ıtejte
∫∫∫

M
xyzdxdydz, kde M = {[x, y, z];x ≥ 0, y ≥

0, x2 + y2 ≤ z ≤ 1}.

Řešeńı. Namalujme si oblast, přes kterou integrujeme. Viz obrázek 1. Pod́ıváme-
li se na danou (červeně ohraničenou) oblast shora, vid́ıme čtvrtkruh Ω, jehož popis
je x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1. Na obrázku 1 vid́ıme, že pro pevně zvolené [x, y] ∈ Ω
se z pohybuje po modré úsečce, tj. meze pro z v závislosti na x, y jsou dány
nerovnostmi x2 + y2 ≤ z ≤ 1. Potom lze psát

Obrázek 1. Trojný integrál.

∫∫∫
M

xyzdxdydz =

∫∫
Ω

(∫ 1

x2+y2
xyzdz

)
dydx =

∫∫
Ω

[1

2
xyz2dz

]z=1

z=x2+y2
dydx

=
1

2

∫∫
Ω

xy
(
1− (x2 + y2)2

)
dydx =

1

2

∫ π/2

0

∫ 1

0

r2 cosϕ sinϕ(1− r4)rdrdϕ

=
1

2

∫ π/2

0

∫ 1

0

cosϕ sinϕ(r3 − r7)drdϕ =
1

2

∫ π/2

0

cosϕ sinϕ
[r4

4
− r8

8

]1
0
dϕ

=
1

16

∫ π/2

0

cosϕ sinϕdϕ =
1

16

[ sin2 ϕ

2

]π/2
0

=
1

32
.

�
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Př́ıklad 8.10. Vypoč́ıtejte
∫∫∫

M
dxdydz, kde M = {[x, y, z];x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥

0, x
2 + y

3 + z
4 ≤ 1}.

Řešeńı. Opět si namalujme oblast, přes kterou integrujeme. Viz obrázek 2.
Pod́ıváme-li se na danou (červeně ohraničenou) oblast shora, vid́ıme trojúhelńık Ω,
jehož popis je x ≥ 0, y ≥ 0, x/2 + y/3 ≤ 1. Na obrázku 2 vid́ıme, že pro pevně
zvolené [x, y] ∈ Ω se z pohybuje po modré úsečce, tj. meze pro z v závislosti na
x, y jsou dány nerovnostmi 0 ≤ z ≤ 4(1− x/2− y/3). Potom lze psát

Obrázek 2. Trojný integrál přes čtyřstěn.

∫∫∫
M

dxdydz =

∫ 2

0

∫ 3(1− x2 )

0

∫ 4(1− x2−
y
3 )

0

dzdydx

= 4

∫ 2

0

∫ 3(1− x2 )

0

(
1− x

2
− y

3

)
dydx = 4

∫ 2

0

[
y − xy

2
− y2

6

]3(1− x2 )

0
dx

= 4

∫ 2

0

(
3(1− x

2
)−

3x(1− x
2 )

2
−

9(1− x
2 )2

6

)
dx = 4

∫ 2

0

(3

2
− 3

2
x+

3

8
x2
)
dx

= 4
[3x

2
− 3x2

4
+
x3

8

]2
0

= 4.

�

Př́ıklad 8.11. Vypoč́ıtejte
∫∫∫

M
z2dxdydz, kde M = {[x, y, z];x2 + y2 + z2 ≤

1, x2 + y2 + z2 ≤ 2z}.
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Řešeńı. Opět si namalujme oblast, přes kterou integrujeme. Viz obrázek 3.
Pod́ıváme-li se na danou (červeně ohraničenou) oblast shora, vid́ıme krožnici Ω

se středem v [0, 0] a poloměrem
√

3
2 . Na obrázku 3 vid́ıme, že pro pevně zvolené

[x, y] ∈ Ω se z pohybuje od 1−
√

1− x2 − y2 do
√

1− x2 − y2. Potom lze psát

Obrázek 3. Trojný integrál přes ”čočku”.

∫∫∫
M

z2dxdydz =

∫∫
x2+y2≤ 3

4

∫ √1−x2−y2

1−
√

1−x2−y2
z2dzdxdy

=

∫∫
x2+y2≤ 3

4

[z3

3

]√1−x2−y2

1−
√

1−x2−y2
dxdy

=
1

3

∫∫
x2+y2≤ 3

4

(
√

1− x2 − y2)3 − (1−
√

1− x2 − y2)3 dxdy

=
1

3

∫ 2π

0

∫ √3/2

0

(
√

1− r2)3 − (1−
√

1− r2)3 rdrdϕ
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=
2π

3

∫ √3/2

0

(
√

1− r2)3 − (1−
√

1− r2)3 rdr =

∣∣∣∣ t = 1− r2

dt = −2rdr

∣∣∣∣
=
π

3

∫ 1

1
4

(
√
t)3 − (1−

√
t)3 =

π

3

∫ 1

1
4

(2t3/2 − 3t+ 3t1/2 − 1)dt

=
π

3

[4

5
t5/2 − 3

2
t2 + 2t3/2 − t

]1
1
4

=
π

3

(4

5
− 3

2
+ 2− 1−

(4

5

1

32
− 3

32
+

2

8
− 1

4

))
=
π

3

( 3

10
+

11

160

)
=

59π

480
.

�

3. Rafinovaný př́ıklad pro zvědavce

Tento př́ıklad je určen jenom pro zaj́ımavost. Jedná se o jednonásobný integrál,
tj. učivo druhého semestru. Nicméně metody probrané ve druhém semestru nestač́ı
pro výpočet tohoto integrálu, neboť se nám nepodař́ı naj́ıt primitivńı funkci ve
tvaru konečného vzorečku. O to překvapivěǰśı je fakt, že navzdoru tomu se dá
tento integrál přesně spoč́ıtat. K výpočtu ale použijeme dokonce trojný integrál a
k nalezeńı myšlenky řešeńı je potřeba vyvinout značnou vynalézavost.

Př́ıklad 8.12. Vypočtěte ∫ ∞
0

(1− e−x

x

)2

dx.

Řešeńı. Pǐsme:∫ ∞
0

(1− e−x

x

)2

dx =

∫ ∞
0

(∫ 1

0

e−txdt
)2

dx =

∫ ∞
0

(∫ 1

0

e−txdt
)(∫ 1

0

e−txdt
)
dx

=

∫ ∞
0

(∫ 1

0

e−txdt
)(∫ 1

0

e−sxds
)
dx =

∫ ∞
0

(∫ 1

0

∫ 1

0

e−txe−sxdtds
)
dx

=

∫ ∞
0

∫ 1

0

∫ 1

0

e−(t+s)xdtds dx =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ ∞
0

e−(t+s)xdx dtds

=

∫ 1

0

∫ 1

0

[
− e−(t+s)x

t+ s

]x=∞

x=0
=

∫ 1

0

∫ 1

0

dtds

t+ s
=

∫ 1

0

[ln(t+ s)]t=1
t=0ds

=

∫ 1

0

(ln(1 + s)− ln s)ds =

∫ 1

0

ln
(

1 +
1

s

)
ds =

∣∣∣∣∣∣ u
′ = 1 v = ln

(
1 + 1

s

)
u = s v′ = 1

1+ 1
s

(
− 1

s2

) ∣∣∣∣∣∣
=
[
s ln

(
1 +

1

s

)]1
0
−
∫ 1

0

s
1

1 + 1
s

(
− 1

s2

)
ds = ln 2 +

∫ 1

0

1

1 + s
ds

= ln 2 + [ln(1 + s)]10 = 2 ln 2.

�





PŘEDNÁŠKA 9

Věta o substituci

Jedná se o analogii věty o substituce ve dvojném integrálu, proto budeme pos-
tupovat již rychleji. Buď M,N ⊂ R3 dvě omezené množiny, N ⊂ [−l, l]3 := C,
a nechť ϕ1(u1, u2, u3), ϕ2(u1, u2, u3) a ϕ3(u1, u2, u3) jsou spojitě diferencovatelné
funkce definované na C takové, že

M = {[ϕ1(u1, u2, u3), ϕ2(u1, u2, u3), ϕ3(u1, u2, u3)]; [u1, u2, u3] ∈ N}.
Pak ř́ıkáme, že funkce ϕ1(u1, u2, u3), ϕ2(u1, u2, u3), ϕ3(u1, u2, u3) jsou transformace
N na M , pokud

det


∂ϕ1

∂u1
(u1, u2, u3) ∂ϕ1

∂u2
(u1, u2, u3) ∂ϕ1

∂u3
(u1, u2, u3)

∂ϕ2

∂u1
(u1, u2, u3) ∂ϕ2

∂u2
(u1, u2, u3) ∂ϕ2

∂u3
(u1, u2, u3)

∂ϕ3

∂u1
(u1, u2, u3) ∂ϕ3

∂u2
(u1, u2, u3) ∂ϕ3

∂u3
(u1, u2, u3)

 6= 0

pro každé [u1, u2, u3] ∈ N . Vynechávejme v daľśım argumenty u1, u2, u3. Označme
ještě Jakobián transformace

J(u1, u2, u3) =

∣∣∣∣∣∣∣det


∂ϕ1

∂u1

∂ϕ1

∂u2

∂ϕ1

∂u3
∂ϕ2

∂u1

∂ϕ2

∂u2

∂ϕ2

∂u3
∂ϕ3

∂u1

∂ϕ3

∂u2

∂ϕ3

∂u3


∣∣∣∣∣∣∣ .

Trochu si vysvětĺıme význam Jacobiánu. Je to analogické jako ve dvou proměnných.
Všimneme si obrázku 1. Předpokládejme, že T je lineárńı transformace,tj.

x = (x1, x2, x3) = T (u1, u2, u3) =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

u1

u2

u3

+

b1b2
b3

 = Au+ b.

Na levé straně je dána krychle třemi vektoryX1−X,X2−X,X3−X, které se zobraźı
na vektory T (X1)−T (X), T (X2)−T (X), T (X3)−T (X). Ṕı̌seme-li X = [u1, u2, u3],
X1 = [u1 + d, u2, u3], X2 = [u1, u2 + d, u3], X3 = [u1, u2, u3 + d], dostaneme

T (X1)− T (X) = A(u1 + d, u2, u3) + b−A(u1, u2, u3)− b = A(d, 0, 0)

= dA(1, 0, 0) = d(a11, a21, a31).

Analogicky

T (X2)− T (X) = d(a12, a22, a32)

T (X3)− T (X) = d(a13, a23, a33).

Objem krychle na levé straně obrázku 1 je V = d3. Z lineárńı algebry v́ıme, že
objem rovnoběžńıku na pravá straně obrázku 1 je

V ′ =

∣∣∣∣∣∣
da11 da12 da13

da21 da22 da23

da31 da32 da33

∣∣∣∣∣∣ = d3|det(A)| = V |det(A)|.

103
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Obrázek 1. Transformace krychle ve 3D.

Vezmeme nyńı obecnou transformaci T : N →M ,

T (u1, u2, u3) = (ϕ1(u1, u2, u3), ϕ2(u1, u2, u3), ϕ3(u1, u2, u3)).

Považujeme-li krychličku na levé straně obrázku 1 za velmi malou, tj. X = [u1, u2, u3],
X1 = [u1 + du1, u2, u3], X2 = [u1, u2 + du2, u3], X3 = [u1, u2, u3 + du3], dostaneme
z Taylorova rozvoje T po zanedbáńı vyšš́ıch řád̊u

T (X1)− T (X) = T (u1 + du1, u2, u3)− T (u1, u2, u3)

= T (u1, u2, u3) +
∂T

∂u1
(u1, u2, u3)du1 − T (u1, u2, u3)

=
∂T

∂u1
(u1, u2, u3)du1 =

(∂ϕ1

∂u1
(u1, u2, u3),

∂ϕ1

∂u2
(u1, u2, u3),

∂ϕ1

∂u3
(u1, u2, u3)

)
du1.

Analogicky

T (X2)− T (X) =
(∂ϕ2

∂u1
(u1, u2, u3),

∂ϕ2

∂u2
(u1, u2, u3),

∂ϕ2

∂u3
(u1, u2, u3)

)
du1

T (X3)− T (X) =
(∂ϕ3

∂u1
(u1, u2, u3),

∂ϕ3

∂u2
(u1, u2, u3),

∂ϕ3

∂u3
(u1, u2, u3)

)
du1.
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Objem DV ′” malého rovnoběžnostěnu” na pravé straně obrázku 1 je potom∣∣∣∣∣∣∣det

∂ϕ1

∂u1

∂ϕ1

∂u2

∂ϕ1

∂u3
∂ϕ2

∂u1

∂ϕ2

∂u2

∂ϕ2

∂u3
∂ϕ3

∂u1

∂ϕ3

∂u2

∂ϕ3

∂u3


∣∣∣∣∣∣∣ du1du2du3 = J(u1, u2, u3)du1du2du3.

A to je také výraz, který se objevuje ve větě o substituci pro trojný integrál.

Věta 9.1. Buď M,N ⊂ R3 dvě omezené množiny, N ⊂ [−l, l]3 := C, a nechť
trojice funkćı ϕ1(u1, u2, u3), ϕ2(u1, u2, u3), ϕ2(u1, u2, u3) je transformace N na M .
Buď f(x1, x2, x3) : M → R definovaná na M . Pak∫∫∫

M

f(x1, x2, x3)dx1dx2dx3

=

∫∫∫
N

f(ϕ1(u1, u2, u3), ϕ2(u1, u2, u3), ϕ2(u1, u2, u3))J(u1, u2, u3)du1du2du3.

1. Cylindrické souřadnice

Zafixijeme-li jednu z os, třeba z a proměnné x, y pěvedeme do polárńıch suždnic,
dostaneme tzv. cylindrické souřadnice. Jejich výhodou je, že převáděj́ı válec (
s osou rovnoběžnou s jednou souřadnicovou osou) na kvádr. Z obrázku 2 lehce

Obrázek 2. Cylindrické souřadnice.
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uvid́ıme, že pro bod [x, y, z] plat́ı x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z. To jsou cylindrické
souřadnice pro osu z. Daľśı varianty (s osami x a y jsou uvedeny dále).

x = r cosϕ, x = r cosϕ, x = x

y = r sinϕ, y = y, z = r cosϕ

z = z z = r sinϕ z = r sinϕ.

Jakobián je

J = r.

Spoč́ıtejme Jakobián.

J(r, ϕ) =

∣∣∣∣∣∣det

cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = r cos2 ϕ+ r sin2 ϕ = r.

Napǐsme ještě jeden d̊uležitý vzorec:

x2 + y2 = r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = r2.

Př́ıklad 9.2. Vypoč́ıtejte
∫∫∫

M
zdxdydz, kde M = {[x, y, z];

√
x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤

z ≤ 1}.

Řešeńı. Integrujeme přes válec s osou z a podstavou x2 + y2 ≤ 1, viz obrázek
3. Převodem do cylindrických souřednic

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = z

dostaneme∫∫∫
M

zdxdydz =

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1

0

z r dzdrdϕ =

∫ 2π

0

∫ 1

0

[z2

2

]z=1

z=0
r drdϕ

=
1

2

∫ 2π

0

∫ 1

0

r drdϕ =
1

2

∫ 2π

0

[r2

2

]r=1

r=0
dϕ =

1

4

∫ 2π

0

dϕ =
π

2
.

Př́ıklad ale lze řešit i kombinaćı Fubiniovy věty a subtituce. Nejprve integrujeme
přes z a dostaneme dvojný integrál, který vypoč́ıtáme pomoćı polárńıch souřadnic.
Viz následuj́ıćı postup. Ty dva postupy jsou v podstatě stejné.∫∫∫

M

zdxdydz =

∫
x2+y2≤1

∫ 1

0

zdzdxdy =

∫
x2+y2≤1

[z2

2

]z=1

z=0
dxdy

=
1

2

∫
x2+y2≤1

dxdy =
1

2

∫ 2π

0

∫ 1

0

rdrdϕ =

∫ 2π

0

[r2

2

]r=1

r=0
dϕ =

1

4

∫ 2π

0

dϕ =
π

2
.

�

Př́ıklad 9.3. Vypoč́ıtejte
∫∫∫

M
x2y2zdxdydz, kde M = {[x, y, z];

√
x2 + y2 ≤

z ≤ 1}.

Řešeńı. Převedeme daný integrál do cylindrických souřadnic. Viz obrázek 4.
Z obrázku vid́ıme, že pro dané [x, y] z dolńıho kruhu zapsaného pomoćı nerovnosti
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Obrázek 3. Oblast M .

x2 + y2 ≤ 1 se z pohybuje mezi
√
x2 + y2 a 1. Tedy integrál můžeme přepsat do

cylindrických souřadnic

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = z
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Obrázek 4. Oblast M .

a dostaneme použit́ım vztahu r =
√
x2 + y2

∫∫∫
M

x2y2zdxdydz =

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1

r

r2 cos2 ϕ r2 sin2 ϕ r z dzdrdϕ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

r5 cos2 ϕ sin2 ϕ
[z2

2

]1
z=r

drdϕ

=
1

2

∫ 2π

0

∫ 1

0

(r5 − r7) cos2 ϕ sin2 ϕ drdϕ =
1

2

∫ 2π

0

[r6

6
− r8

8

]1
r=0

cos2 ϕ sin2 ϕ dϕ

=
1

48

∫ 2π

0

cos2 ϕ sin2 ϕ dϕ =
1

48

∫ 2π

0

1 + cos 2ϕ

2

1− cos 2ϕ

2
dϕ

=
1

4.48

∫ 2π

0

(1− cos2 2ϕ) dϕ =
1

4.48

∫ 2π

0

sin2 2ϕ dϕ

=
1

4.48

∫ 2π

0

1− cos 4ϕ

2
dϕ =

1

8.48

[
ϕ− sin 4ϕ

2

]2π
0

=
2π

8.48
=

π

192
.

Př́ıklad ale lze opět řešit i kombinaćı Fubiniovy věty a subtituce. Nejprve
integrujeme přes z a dostaneme dvojný integrál, který vypoč́ıtáme pomoćı polárńıch
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souřadnic.

∫∫∫
M

x2y2zdxdydz =

∫∫
x2+y2≤1

∫ 1

√
x2+y2

x2y2zdzdxdy

=

∫∫
x2+y2≤1

x2y2
[z2

2

]z=1

z=
√
x2+y2

dxdyϕ =
1

2

∫∫
x2+y2≤1

x2y2(1− x2 − y2)dxdy

=
1

2

∫ 2π

0

∫ 1

0

r2 cos2 ϕ r2 sin2 ϕ (1− r2)rdrdϕ =
1

2

∫ 2π

0

∫ 1

0

cos2 ϕ sin2 ϕ (r5 − r7)drdϕ

=
1

2

∫ 2π

0

[r6

6
− r8

8

]1
r=0

cos2 ϕ sin2 ϕ dϕ =
1

48

∫ 2π

0

cos2 ϕ sin2 ϕ dϕ

=
1

48

∫ 2π

0

1 + cos 2ϕ

2

1− cos 2ϕ

2
dϕ

=
1

4.48

∫ 2π

0

(1− cos2 2ϕ) dϕ =
1

4.48

∫ 2π

0

sin2 2ϕ dϕ

=
1

4.48

∫ 2π

0

1− cos 4ϕ

2
dϕ =

1

8.48

[
ϕ− sin 4ϕ

2

]2π
0

=
2π

8.48
=

π

192
.

�

Př́ıklad 9.4. Vypoč́ıtejte
∫∫∫

M
z
√
x2 + y2dxdydz, kde M = {[x, y, z];x2 +

y2 + z2 ≤ 2x, y ≥ 0, z ≥ 0}.

Řešeńı. Upravme podmı́nku x2 + y2 + z2 ≤ 2x ekvivalentně na tvar (x− 1)2 +
y2 +z2 ≤ 1. Z toho je vidět, že integračńı oblast čtvrtina koule se středem [1, 0, 0] a
poloměrem 1. Viz obrázek 5. Projekce M do roviny xy je kruh se stědem v [0, 0] a
poloměrem 1. Zvoĺıme-li [x, y], splňuje z podmı́nku 0 ≤ z ≤ 2x−x2−y2. Převeďme
tento integrál do cylindrických souřadnic

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = z.

Bod [x, y] splňuje x2 + y2 ≤ 2x, tj. v polárńıch souřadnićıch je ϕ ∈ [0, π/2] a pro
r dostaneme r2 cos2 ϕ + r2 sin2 ϕ ≤ 2r cosϕ, což dává 0 ≤ r ≤ 2r cosϕ. Pro z pak

máme 0 ≤ z ≤
√

2r cosϕ− r2. Po převodu integrálu do cylindrických souřadnic
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Obrázek 5. Oblast M .

dostaneme∫∫∫
M

z
√
x2 + y2dxdydz =

∫ π
2

0

∫ 2r cosϕ

0

∫ √2r cosϕ−r2

0

zr rdzdrdϕ

=

∫ π
2

0

∫ 2r cosϕ

0

[z2

2

]z=√2r cosϕ−r2

z=0
r2drdϕ =

∫ π
2

0

∫ 2r cosϕ

0

1

2
(2r cosϕ− r2)r2drdϕ

=
1

2

∫ π
2

0

∫ 2r cosϕ

0

(2r3 cosϕ− r4)drdϕ =
1

2

∫ π
2

0

[r4

2
cosϕ− r5

5

]r=2r cosϕ

r=0
dϕ

=
1

2

∫ π
2

0

(
8 cos5 ϕ− 32 cos5 ϕ

5

)
dϕ =

4

5

∫ π
2

0

cos5 ϕdϕ =
4

5

∫ π
2

0

(1− sin2 ϕ)2 cosϕdϕ

=
4

5

∫ 1

0

(1− t2)2dt =
4

5

∫ 1

0

(1− 2t2 + t4)dt =
4

5

[
t− 2

t3

3
+
t5

5

]1
0

=
4

5

(
1− 2

3
+

1

5

)
=

32

75
.

�

2. Sférické souřadnice

Na obrázku 6 vid́ıme bod v prostoru o souřadnićıch [x, y, z]. Geometricky
vid́ıme, že k určeńı souřadnic x, y, z nám stač́ı znát jiné tři veličiny. Jsou to úhel
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ϕ, tj. úhel, který sv́ırá polopř́ımka PA′ s polopř́ımkou PX, úhel ν, tj. úhel, který
sv́ırá polopř́ımka PA s polopř́ımkou PZ a vzdálenost r bodu A od počátku.

Obrázek 6. Sférické souřadnice.

Veličinami r, ϕ, ν je bod [x, y, z] určen. Najděme př́ıslušné vztahy. Na obrázku
6 vid́ıme, že % (vzdálenost bod̊u PA′) splňuje

x

%
= cosϕ,

y

%
= sinϕ.
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Dále vid́ıme, že
%

r
= sin ν,

z

r
= cos ν.

Z těchto vztahu plyne, že sférické souřadnice jsou dány rovnicemi

x = r cosϕ sin ν,

y = r sinϕ sin ν,

z = r cos ν.

Pak

x2 + y2 + z2 = r2 cos2 ϕ sin2 ν + r2 sin2 ϕ sin2 ν + r2 cos2 ν

= r2 sin2 ν(cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ) + r2 cos2 ν

= r2 sin2 ν + r2 cos2 ν = r2(sin2 ν + cos2 ν) = r2.

Spočtěme Jacobián J := J(r, ϕ, ν).

J(r, ϕ, ν) =

∣∣∣∣∣∣∣det


∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂x
∂ν

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

∂y
∂ν

∂z
∂r

∂z
∂ϕ

∂z
∂ν


∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣det

cosϕ sin ν −r sinϕ sin ν r cosϕ cos ν
sinϕ sin ν r cosϕ sin ν r sinϕ cos ν

cos ν 0 −r sin ν

∣∣∣∣∣∣
= | − r2 cos2 ϕ sin3 ν − r2 sin2 ϕ cos2 ν sin ν − (r2 cos2 ϕ cos2 ν sin ν + r2 sin2 ϕ sin3 ν)|
= | − r2 cos2 ϕ sin3 ν − r2 sin2 ϕ cos2 ν sin ν − r2 cos2 ϕ cos2 ν sin ν − r2 sin2 ϕ sin3 ν|
= | − r2 sin3 ν(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)− r2 cos2 ν sin ν(sin2 ϕ+ cos2 ϕ)|
= | − r2 sin3 ν − r2 cos2 ν sin ν| = | − r2 sin ν(sin2 ν + cos2 ν)| = r2 sin ν.

Př́ıklad 9.5. Vypoč́ıtejte
∫∫∫

M
zdxdydz, kde M = {[x, y, z];x2 + y2 + z2 ≤

1, z ≥ 0}.

Řešeńı. Daná oblast je polokoule v poloprostoru z ≥ 0 se tředem v počátku a
poloměrem 1. Viz obrázek 7. Převedeme daný integrál do sférických souřadnic

x = r cosϕ sin ν,

y = r sinϕ sin ν,

z = r cos ν.

Z obrázku 7 vid́ıme, že ϕ ∈ [0, 2π], ν ∈ [0, π/2] a r ∈ [0, 1]. Pak∫∫∫
M

zdxdydz =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ 1

0

r cos ν r2 sin ν drdνdϕ

=

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ 1

0

r3 cos ν sin ν drdνdϕ =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

[r4

4

]1
r=0

cos ν sin ν dνdϕ

1

4

∫ 2π

0

∫ π/2

0

cos ν sin ν dνdϕ =
1

4

∫ 2π

0

[ sin2 ν

2

]π/2
ν=0

dϕ =
1

8

[
ϕ
]2π
ϕ=0

=
π

4
.

�

Př́ıklad 9.6. Vypoč́ıtejte
∫∫∫

M

√
x2 + y2 + z2dxdydz, kde M = {[x, y, z];x2+

y2 + z2 ≤ 2z}.
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Obrázek 7. Sférické souřadnice.

Řešeńı. Podmı́nku x2 +y2 +z2 ≤ 2z si uprav́ıme na tvar x2 +y2 +(z−1)2 ≤ 1.
Potom je vidět, že daná oblast je koule v poloprostoru z ≥ 0 se tředem v dbodě
[0, 0, 1] a poloměrem 1. Viz obrázek 8. Převedeme daný integrál do sférických
souřadnic

x = r cosϕ sin ν,

y = r sinϕ sin ν,

z = r cos ν.
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Obrázek 8. Sférické souřadnice.

Pokud zafixujeme ϕ a ν, je r závislé na těchto veličinách. ZpPodmı́nky x2+y2+z2 ≤
2z dostaneme r2 ≤ 2r cos ν. Z obrázku 8 vid́ıme, že ϕ ∈ [0, 2π] a ν ∈ [0, π/2]. Pak

∫∫∫
M

√
x2 + y2 + z2dxdydz =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ 2 cos ν

0

r r2 sin ν drdνdϕ

=

∫ 2π

0

∫ π/2

0

[r4

4

]2 cos ν

r=0
sin ν dνdϕ = 4

∫ 2π

0

∫ π/2

0

cos4 ν sin ν dνdϕ

= 4

∫ 2π

0

[
− cos5 ν

5

]π/2
ν=0

dϕ =
4

5

∫ 2π

0

dϕ =
4

5
[ϕ]2π0 =

8π

5
.
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Můžeme ovšem použ́ıt i posunuté sférické souřadnice

x = r cosϕ sin ν,

y = r sinϕ sin ν,

z = 1 + r cos ν.

Potom geometricky vid́ıme, že ϕ ∈ [0, 2π] a ν ∈ [0, π] a r ∈ [0, 1]. Jacobián se
neměńı, protože záviśı pouze na derivaćıch apřičteńım jedničky se derivace neměnı.
Potom

x2 + y2 + z2 = r2 cos2 ϕ sin2 ν + r2 sin2 ϕ sin2 ν + (1 + r cos ν)2

= r2 sin2 ν(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) + 1 + 2r cos ν + r2 cos2 ν

= r2 sin2 ν + 1 + 2r cos ν + r2 cos2 ν = r2(sin2 ν + cos2 ν) + 1 + 2r cos ν

= r2 + 2r cos ν + 1

∫∫∫
M

√
x2 + y2 + z2dxdydz =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0

√
r2 + 2r cos ν + 1 r2 sin ν drdνdϕ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ π

0

√
r2 + 2r cos ν + 1 r2 sin ν dνdrdϕ =

∣∣∣∣ t = cos ν
dt = − sin νdν

∣∣∣∣
=

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ −1

1

√
r2 + 2rt+ 1 (−r2) dtdrdϕ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

r2

∫ 1

−1

√
r2 + 2rt+ 1 dtdrdϕ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

r2
[2

3

1

2r
(r2 + 2rt+ 1)3/2

]t=1

t=−1
drdϕ

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

1

3
r((r2 + 2r + 1)3/2 − (r2 − 2r + 1)3/2)drdϕ

=
1

3

∫ 2π

0

∫ 1

0

r(((r + 1)2)3/2 − ((r − 1)2)3/2)drdϕ

=
1

3

∫ 2π

0

∫ 1

0

r(|r + 1|3 − (|r − 1|3)drdϕ =
1

3

∫ 2π

0

∫ 1

0

r((r + 1)3 − ((1− r)3)drdϕ

=
1

3

∫ 2π

0

∫ 1

0

r(r3 + 3r2 + 3r + 1− (1− 3r + 3r2 − r3))drdϕ

=
1

3

∫ 2π

0

∫ 1

0

(2r4 + 6r2)drdϕ =
1

3

∫ 2π

0

[2

5
r5 + 2r3

]r=1

r=0
dϕ

=
1

3

∫ 2π

0

12

5
dϕ =

4

5

∫ 2π

0

dϕ =
8π

5
.

Vid́ıme, že na volbě metody nezáviśı, ale prvńı metoda byla přeci jen rychleǰśı.

�

Př́ıklad 9.7. Vypoč́ıtejte
∫∫∫

M
zdxdydz, kde M = {[x, y, z];

√
x2 + y2 ≤ z ≤

1}.
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Řešeńı. Převedeme daný integrál do sférických souřadnic

x = r cosϕ sin ν,

y = r sinϕ sin ν,

z = r cos ν.

Pod́ıvejme se na obrázek 9. Vid́ıme, že ϕ ∈ [0, 2π], ν ∈ [0, π/4]. Pokud je ϕ, ν dané,
plat́ı pro r z podmı́nky ≤ z ≤ 1

r cos ν ≤ 1,

tedy

r ≤ 1

cos ν
.

Tedy délka modré čáry na obrázku 9 je 1
cos ν a integrál se po převedeńı do sférických

souřadnic rovná

Obrázek 9. Kužel ve sférických souřadnićıch.
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∫∫∫
M

zdxdydz =

∫ 2π

0

∫ π/4

0

∫ 1/ cos ν

0

r cos ν r2 sin ν drdνdϕ

=

∫ 2π

0

∫ π/4

0

[r4

4

]1/ cos ν

r=0
cos ν sin ν dνdϕ

=
1

4

∫ 2π

0

∫ π/4

0

sin ν

cos3 ν
dνdϕ =

1

4

∫ 2π

0

[ 1

2 cos2 ν

]π/4
ν=0

dϕ =
1

8

∫ 2π

0

dϕ =
π

4
.

Můžeme také daný integrál převézt do cylindrických souřadnic. Oblast, přes
kterou integrujeme, se už objevila v př́ıkladu 9.3. Pod́ıvejme se tedy na př́ıslušný
obrázek 4 a dostaneme stejnemeze jako v př́ıkladu 9.3. Pak∫∫∫

M

zdxdydz =

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1

r

r z dzdrdϕ =

∫ 2π

0

∫ 1

0

r
[z2

2

]1
z=r

drdϕ

=
1

2

∫ 2π

0

∫ 1

0

(r − r3) drdϕ =
1

2

∫ 2π

0

[r2

2
− r4

4

]1
r=0

dϕ =
1

8

∫ 2π

0

dϕ =
π

4
.

Můžeme také daný integrál spoč́ıtat klasickou Fubiniho větou.∫∫∫
M

zdxdydz =

∫ 1

−1

∫ √1−x2

−
√

1−x2

∫ 1

√
x2+y2

z dzdydx

=

∫ 1

−1

∫ √1−x2

−
√

1−x2

[z2

2

]1
z=
√
x2+y2

dydx =
1

2

∫ 1

−1

∫ √1−x2

−
√

1−x2

(1− x2 − y2) dydx

=
1

2

∫ 1

−1

[
y − x2y − y3

3

]√1−x2

y=−
√

1−x2
dx

=

∫ 1

−1

(
(1− x2)

√
1− x2 − 1

3
(1− x2)

√
1− x2

)
dx

=
2

3

∫ 1

−1

(1− x2)
√

1− x2 dx =

∣∣∣∣ x = sin t
dx = cos tdt

∣∣∣∣
=

2

3

∫ π/2

−π/2
cos4 t dt =

4

3

∫ π/2

0

cos4 t dt =
4

3

∫ π/2

0

(1 + cos 2t

2

)2

dt

=
1

3

∫ π/2

0

(1 + 2 cos 2t+ cos2 2t) dt =
1

3

∫ π/2

0

(
1 + 2 cos 2t+

1 + cos 4t

2

)
dt

=
1

3

[3

2
t+ 2 sin 2t+

sin 4t

8

]π/2
0

=
π

4
.

Vid́ıme, že máme mnoho možnost́ı, jak integrál spoč́ıtat.

�

3. Zobecněné sférické souřadnice

Pokud integrujeme přes elipsoid x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 ≤ 1 nebo přes jeho část, je často
výhodné použ́ıt tzv. zobecněné sférické souřadnice

x = a% cosϕ sin ν,

y = b% sinϕ sin ν,

z = c% cos ν.
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nebo i posunuté do nějakého středu, viz

x = x0 + a% cosϕ sin ν,

y = y0 + b% sinϕ sin ν,

z = z0 + c% cos ν.

Snadno lze spoč́ıst x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = %2 a

J = abc%2 sin ν.

Př́ıklad 9.8. Vypočtěte objem elipsoidu x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 ≤ 1.

Integračńı oblast je znázorněna na obrázku 10. Zřejmě V =
∫∫∫

M
dxdydz,

Obrázek 10. Elipsoid.

kde M = {[x, y, z]; x
2

a2 + y2

b2 + z2

c2 ≤ 1}. Převedeme daný integrál do zobecněných
sférických souřadnic a máme

V =

∫∫∫
M

dxdydz =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0

abc%2 sin ν d%dνdϕ

= 2πabc

∫ π

0

[%3

3

]1
0

sin ν dν =
2

3
πabc

[
− cos ν

]π
0

=
4

3
πabc.

�
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Př́ıklad 9.9. Nechť M = {[x, y, z]; x
2

4 + y2

9 + z2

16 ≤ 1, z ≥ 0}. Vypoč́ıtejte∫∫∫
M

z3 dxdydz.

Řešeńı. Integračńı oblast je znázorněna na obrázku 11. Převedeme daný in-

Obrázek 11. Polovina elipsoidu.

tegrál do zobecněných sférických souřadnic

x = 2% cosϕ sin ν,

y = 3% sinϕ sin ν,

z = 4% cos ν,

J = 2.3.4%2 sin ν

a máme∫∫∫
M

z3 dxdydz =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ 1

0

43%3 cos3 ν 2.3.4%2 sin ν d%dνdϕ

= 2π 2.3.44

∫ π/2

0

[%6

6

]1
0

cos3 ν sin ν dν = 2.44π

∫ π/2

0

cos3 ν sin ν dν

= 2.44π
[
− cos4 ν

4

]π/2
0

= 2.43π = 128π.

�





PŘEDNÁŠKA 10

Aplikace trojného integrálu.

1. Hmotnost tělesa

Buď dáno v prostoru těleso M všelijakého tvaru (nazvěme ho třeba ”bram-
boroid”, tj. těleso tvaru brambory), o němž v́ıme, že má nějaké rozložeńı hustoty.
Co to ale je? Jde o to, definovat hustotu, která se měńı v každém bodě. Jde
tedy o funkci % : M → R. Co to ale je hustota v bodě? Představme si nějaký
”bramboroid” M s proměnnou hustotou %(x, y, z). Zvolme bod [x, y, z] ∈ M .
Vezmeme malý kvádr se středem v [x, y, z] se stranami dx, dy, dz. Pokud jsou
rozměry dx, dy, dz velmi malé, je možné považovat hustotu v kvádru za konstantńı
a rovnou %(x, y, z). Hmotnost tohoto kvádru je potom rovna %(x, y, z)dxdydz a
hmotnost pak dostaneme posč́ıtáme přes celé M , tj.

m =
∑

[x,y,z]∈M

%(x, y, z)dxdydz.

Limitńım přechodem dx, dy, dz → 0 dostaneme z konečné sumy integrál

m(M) =

∫∫∫
M

%(x, y, z)dxdydz.

Př́ıklad 10.1. Vypočtěte hmotnost nehomogenńıho rotačńıho kužele s poloměrem
podstavy R a výškou H, jestlǐze hustota v každém bodě kužele je rovna vzdálenosti
tohoto bodu od roviny rovnoběžné s podstavou kužele a procházej́ıćı vrcholem kužele.

Řešeńı. Daný kužel postavme na špičku do počátku soustavy souřadnic tak,
že osa kužele lež́ı v ose z. Viz obrázek 1. Potom %(x, y, z) = z a daný kužel je dán

K =
{

[x, y, z];
H

R

√
x2 + y2 ≤ z ≤ H

}
.

Hmotnost je potom

m =

∫∫∫
M

z dxdydz =

∫∫
x2+y2≤R2

H∫
H
R

√
x2+y2

z dzdxdy

=

∫∫
x2+y2≤R2

[z2

2

]H
H
R

√
x2+y2

dxdy =

∫∫
x2+y2≤R2

(H2

2
− H2

R2

x2 + y2

2

)
dxdy

=

∫ 2π

0

∫ R

0

(H2

2
− H2

R2

r2

2

)
rdrdϕ = 2π

[H2r2

4
− H2

R2

r4

6

]R
0

= 2π
(H2R2

4
− H2

R2

R4

6

)
= π

(H2R2

2
− H2R2

3

)
=
π

6
H2R2.

�

121



122 10. APLIKACE TROJNÉHO INTEGRÁLU.

Obrázek 1. Kužel.

2. Objem tělesa

Pokud je dáno homogenńı těleso M s hustotou %(x, y, z) = 1, je hmotnost
tělesa č́ıselně rovna jeho objemu. Tento fakt je tak zřejmý, že ho neńı potřeba
zd̊uvidňovat.

Př́ıklad 10.2. Vypočtěte objem tělesa M = {[x, y, z];x2 + y2 + z2 ≤ 4, x2 +
y2 + z2 ≤ 4z}.

Řešeńı. Těleso je znázorněno na obrázku 2. Modře je namalovaná projekce
dané ”čočky” do roviny xy. Je to kruh. Jeho poloměr spočteme z podmı́nky√

4− x2 − y2 = 2−
√

4− x2 − y2. To znamená, že x2 + y2 = 3 a ten modrý kruh

má poloměr
√

3. Užit́ım Fubiniovy věty a následně polárńıch souřadnic dostaneme

V =

∫∫∫
M

dxdydz =

∫∫
x2+y2≤3

∫ √4−x2−y2

2−
√

4−x2−y2
dzdxdy

= 2

∫∫
x2+y2≤3

(
√

4− x2 − y2 − 1)dxdy = 2

∫ 2π

0

∫ √3

0

(
√

4− r2 − 1)rdrdϕ

= 4π
[
− 1

3
(4− r2)3/2 − r2

2

]√3

0
=

10

3
π.

�

Př́ıklad 10.3. Vypočtěte objem koule s poloměrem R.
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Obrázek 2. Čočka.

Řešeńı. Použijme sférické souřadnice

x = r cosϕ sin ν,

y = r sinϕ sin ν,

z = r cos ν.

Z obrázku 3 vid́ıme ϕ ∈ [0, 2π], ν ∈ [0, π] a r ∈ [0, 1]. Potom

V =

∫∫∫
M

dxdydz =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ R

0

r2 sin νdrdνdϕ

= 2π

∫ π

0

[r3

3

]R
0

sin νdν =
2

3
πR3

∫ π

0

sin νdν =
4

3
πR3.

�

Př́ıklad 10.4. Vypočtěte objem tělesa M = {[x, y, z]; z ≥ x2 +y2, z2 ≤ xy, x ≥
0, y ≥ 0}.

Řešeńı. Zde si obrázek kreslit nebudeme, neńı to nijak jednoduché těleso. Ale
ze zadáńı máme x2 + y2 ≤ z ≤ √xy. To znamená dvě věci. Jednak to dává

podmı́nky na z a potom vid́ıme, že x2 + y2 ≤ √xy, x ≥ 0, y ≥ 0, což je podmı́nka

na projekci tělesa do roviny xy. Oblast x2 + y2 ≤ √xy, x ≥ 0, y ≥ 0 si můěme
namalovat. Viz obrázek 4. Popis této červené oblasti v rovině je v polárńıch
souřdnićıch dán vztahem x2 + y2 ≤ √xy, tj. r2 ≤

√
r cosϕ r sinϕ, z čehož máme
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Obrázek 3. Koule.

ϕ ∈ [0, π/2] a r ∈ [0,
√

cosϕ sinϕ]. Tedy lze psát

V =

∫∫∫
M

dxdydz =

∫∫
x2+y2≤√xy

∫ √xy
x2+y2

dzdxdy

=

∫∫
x2+y2≤√xy

(√
xy − (x2 + y2)

)
dxdy

= 2

∫ π/2

0

∫ √cosϕ sinϕ

0

(
r
√

cosϕ sinϕ− r2
)
rdrdϕ

= 2

∫ π/2

0

[r3

3

√
cosϕ sinϕ− r4

4

]√cosϕ sinϕ

0
dϕ

=
1

6

∫ π/2

0

cos2 ϕ sin2 ϕdϕ =
π

96
.

�

3. Těžǐstě tělesa

Z mechaniky hmotných bod̊u v́ıme, že pokud máme soustavu hmotných bod̊u
o hmotnostech mi a radius vektorech ri, je vektor těžǐstě dán vzorečkem

r =

∑n
i=1miri∑n
i=1mi

.
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Obrázek 4. Oblast v rovině.

Buď dáno v prostoru těleso M všelijakého tvaru (nazvěme ho třeba ”bramboroid”,
tj. těleso tvaru brambory), o němž v́ıme, že má nějaké rozložeńı hustoty. Chceme
spoč́ıtat souřednice jeho těžǐstě. Zvolme bod [x, y, z] ∈ M . Vezmeme malý kvádr
se středem v [x, y, z] se stranami dx, dy, dz. Je jasné, že radius vektor bodu [x, y, z]
je (x, y, z). Těžǐstě má pak souřadnice

T =

∑
x,y,z(x, y, z)%(x, y, z)dxdydz∑

x,y,z %(x, y, z)dxdydz
.

Limitńım přechodem dx, dy, dz → 0 dostaneme integrál

T =

∫∫∫
M

(x, y, z)%(x, y, z)dxdydz∫∫∫
M
%(x, y, z)dxdydz

.

Pokud tento vzorec rozeṕı̌seme do souřadnic, dostaneme

T =

[∫∫∫
M
x%(x, y, z)dxdydz∫∫∫

M
%(x, y, z)dxdydz

∫∫∫
M
y%(x, y, z)dxdydz∫∫∫

M
%(x, y, z)dxdydz

,

∫∫∫
M
z%(x, y, z)dxdydz∫∫∫

M
%(x, y, z)dxdydz

]
.



126 10. APLIKACE TROJNÉHO INTEGRÁLU.

Označme

Sxy =

∫∫∫
M

z%(x, y, z)dxdydz,

Sxz =

∫∫∫
M

y%(x, y, z)dxdydz,

Syz =

∫∫∫
M

x%(x, y, z)dxdydz.

Tyto výrazy se nazývaj́ı statické momenty vzhledem k rovinám xy, xz, yz.
Vysvětĺıme si trochu, jak si to pamatovat. Nechť je dána rovina %. Označme

d(x, y, z) vzdálenost bodu [x, y, z] od roviny %. Pak statický moment tělesa M
vzhledem o rovině % definujeme vzorcem

S% =

∫∫∫
M

d(x, y, z)%(x, y, z)dxdydz.

Uvažujme nyńı roviny xy, yz a xz. Pak ve výrazu pro statický moment Sxy je
vzdálenost bodu [x, y, z] od roviny xy. Ale to je právě z, jak je uvedeno ve vzorci.

Již v́ıme, že hmotnost tělesa je

m =

∫∫∫
M

%(x, y, z)dxdydz.

Př́ıklad 10.5. Vypočtěte souřadnice těžǐstě homogenńıho tělesa M = {[x, y, z] ∈
R3;x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, xa + y

b + z
c ≤ 1}.

Řešeńı. Na obrázky 5 je namalovné dané těleso, Jedná se o čtyřstěn. Z obrázku
vid́ıme, že statické momenty a hmotnost jsou

Sxy =

∫∫∫
M

z dxdydz =

∫ a

0

∫ b(1− xa )

0

∫ c(1− xa−
y
b )

0

z dzdydx

=

∫ a

0

∫ b(1− xa )

0

[z2

2

]c(1− xa− yb )

0
dydx =

c2

2

∫ a

0

∫ b(1− xa )

0

(
1− x

a
− y

b

)2

dydx

=
c2

2

∫ a

0

(
− b

3

)[(
1− x

a
− y

b

)3]b(1− xa )

0
dx =

bc2

6

∫ a

0

(
1− x

a

)3

dx

=
bc2

6

(
− a

4

)[(
1− x

a

)4]a
0

=
abc2

24
.

Cyklickou záměnou mezi a, b, c (nebo si to můžeme spoč́ıtat, ale je to zbytečné)
dostaneme

Sxz =
ab2c

24
,

Syz =
a2bc

24
.
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Obrázek 5. Čtyřstěn.

Ještě potřebujeme hmotnost.

m =

∫∫∫
M

dxdydz =

∫ a

0

∫ b(1− xa )

0

∫ c(1− xa−
y
b )

0

dzdydx

=

∫ a

0

∫ b(1− xa )

0

[
z
]c(1− xa− yb )

0
dydx = c

∫ a

0

∫ b(1− xa )

0

(
1− x

a
− y

b

)
dydx

= c

∫ a

0

(
− b

2

)[(
1− x

a
− y

b

)2]b(1− xa )

0
dx =

bc

2

∫ a

0

(
1− x

a

)2

dx

=
bc

2

(
− a

3

)[(
1− x

a

)3]a
0

=
abc

6
.

Těžǐstě má tedy souřadnice

T =

[
a2bc
24
abc
6

,
ab2c
24
abc
6

,
abc2

24
abc
6

]
=
[a

4
,
b

4
,
c

4

]
.

�

Př́ıklad 10.6. Vypočtěte souřadnice těžǐstě homogenńıho tělesa M = {[x, y, z] ∈
R3;x2 + y2 + z2 ≤ 3a2, x2 + y2 ≤ 2az}.

Řešeńı. Těleso je pr̊unik koule a rotačńıho paraboloidu, viz obrázek 6. Zřejmě
je d́ıky symetrii Tx = Ty = 0. Spoč́ıtejme Sxy a m. Projekce oblasti do roviny xy
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Obrázek 6. Pr̊unik koule a rotačńıho paraboloidu.

je zřejmě kruh. Spoč́ıtejme jeho poloměr % z rovnice

z =
√

3a2 − x2 − y2 =
x2 + y2

2a
.

Označme % = x2 + y2 a dostaneme√
3a2 − %2 =

%2

2a
⇔ 3a2 − %2 =

%4

4a2
⇔ %4 + 4a2%2 − 12a4 = 0

⇔ (%2)12 =
1

2

(
− 4a2 ±

√
16a4 + 48a4

)
=

1

2

(
− 4a2 ± 8a2

)
= 2a2.

Tedy % = a
√

2.

Sxy =

∫∫∫
M

z dxdydz =

∫∫
x2+y2≤2a2

∫ √3a2−x2−y2

x2+y2

2a

z dzdxdy

=

∫ 2π

0

∫ a
√

2

0

∫ √3a2−r2

r2

2a

z rdrdϕ = 2π

∫ a
√

2

0

[z2

2

]√3a2−r2

r2

2a

rdr

= π

∫ a
√

2

0

(
3a2 − r2 − r4

4a2

)
rdr = π

[3a2r2

2
− r4

4
− r6

24a2

]a√2

0
=

5

3
πa4.
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Dále

m =

∫∫∫
M

z dxdydz =

∫∫
x2+y2≤2a2

∫ √3a2−x2−y2

x2+y2

2a2

dzdxdy

=

∫ 2π

0

∫ a
√

2

0

∫ √3a2−r2

r2

2a

rdrdϕ = 2π

∫ a
√

2

0

[
z
]√3a2−r2

r2

2a

rdr

= 2π

∫ a
√

2

0

(√
3a2 − r2 − r2

2a

)
rdr = 2π

[
− 1

3
(3a2 − r2)3/2 − r4

8a

]a√2

0

= 2π
(√

3− 5

6

)
a3.

Tedy

Tz =
Sxy
m

=
5
3πa

4

2π(
√

3− 5
6 )a3

=
5

6
√

3− 5
a =

5

83
(6
√

3 + 5)a

a

T =
[
0, 0,

5

83
(6
√

3 + 5)a
]
.
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Př́ıklad 10.7. Vypočtěte souřadnice těžǐstě homogenńıho tělesa M = {[x, y, z] ∈
R3;x2 + y2 + z2 ≤ a2, z ≥ 0}.

Řešeńı. Těleso je znázorněné na obrázku 7. Zřejmě je d́ıky symetrii Tx = Ty =
0. Spoč́ıtejme Sxy a m. Převodem do sférických souřadnic máme

Sxy =

∫∫∫
M

z dxdydz

=

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ R

0

r cos ν r2 sin ν drdνdϕ

=

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ R

0

r3 cos ν sin ν drdνdϕ = 2π
R4

4

∫ π/2

0

cos ν sin ν dν

= π
R4

2

[ sin2 ν

2

]π/2
0

= π
R4

4
.

Dále

m =

∫∫∫
M

dxdydz =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ R

0

r2 sin ν drdνdϕ

= 2π
R3

3

∫ π/2

0

sin ν dν = 2π
R3

3

[
− cos ν

]π/2
0

= 2π
R3

3
.

Tedy

Tz =
Sxy
m

=
πR

4

4

2πR
3

3

=
3

8
R

a

T =
[
0, 0,

3

8
R
]
.

�
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Obrázek 7. Polokoule.

4. Momenty setrvačnosti tělesa

Nechť máme hmotmý bod v prostoru o hmotnosti m a př́ımku o (nazýváme ji
osou). Označme vzdálenost tohoto bodu od o symbolem d. Pak moment setrvačnosti
tohoto bodu vzhledem k ose o je dán výrazem Io = md2.

Nechť máme soustavu hmotných bod̊u o hmotnostech mi, i = 1, 2, . . . , n, a osu
o. Označme di vzdálenosti těchto bod̊u od osy o. Pak moment setrvačnosti tohoto
systému je roven

Io =

n∑
i=1

mid
2
i .

Buď dáno v prostoru těleso M s proměnnou hustotou %(x, y, z) a nechť je dána
př́ımka o. Označme d(x, y, z) vzdálenost bodu [x, y, z] od př́ımky o. Chceme
spoč́ıtat jeho moment setrvačnosti vzhledem k ose o. Zvolme bod [x, y, z] ∈ M .
Vezmeme malý kvádr se středem v [x, y, z] se stranami dx, dy, dz. Pak moment
setrvačnosti tělesa M vzhledem k př́ımce o je vzorcem

Io = d2(x, y, z)%(x, y, z)dxdydz.

Moment celého systému dostaneme opět součtem, což dává integrál

Io =
∑
x,y,z

d2(x, y, z)%(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫
M

d2(x, y, z)%(x, y, z)dxdydz.
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My budeme ale v praxi poč́ıtat jen speciálńı momenty setrvačnosti, a to vzh-
ledem k souřadnicovým osám. Uvažujme tedy osy x, y a z souřadného systému.
Označme Ix, Iy a Iz př́ıslušné momenty setrvačnosti tělesa. Protože vzdálenost

bodu [x, y, z] od př́ımky x je
√
y2 + z2 (podobně od př́ımky y je

√
x2 + z2 a od

př́ımky z je
√
x2 + y2), máme

Ix =

∫∫∫
M

(y2 + z2)%(x, y, z)dxdydz, Iy =

∫∫∫
M

(x2 + z2)%(x, y, z)dxdydz,

Iz =

∫∫∫
M

(x2 + y2)%(x, y, z)dxdydz.

Př́ıklad 10.8. Vypočtěte moment setrvačnosti homogenńı koule o hmotnosti
m a poloměru R vzhledem k ose jdoućı středem.

Řešeńı. Viz obrázek 3 z př́ıkladu 10.3. Nezálež́ı na tom, jakou vezmeme osu,
pokud ovšem jde středem koule. Vezmeme třeba osu z. Pak pomoćı sférických
souřadnic dostaneme

I =

∫∫∫
M

(x2 + y2)dxdydz

=

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ R

0

(r2 cos2 ϕ sin2 ν + r2 sin2 ϕ sin2 ν)r2 sin νdrdνdϕ

=

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ R

0

r4 sin3 νdrdνdϕ =
R5

5

∫ 2π

0

∫ π

0

sin3 νdνdϕ

=
2π

5
R5

∫ π

0

sin3 νdν =
2π

5
R5

∫ 1

−1

(1− t2)dt =
8

15
πR5 =

4

3
πR3 2

5
R2 =

2

5
mR2.

�

Př́ıklad 10.9. Vypočtěte moment setrvačnosti homogenńıho válce spoloměrem
R a o hmotnosti m vzhledem k jeho vlastńı ose.

Řešeńı. Viz obrázek 3 z př́ıkladu 9.2 (rozd́ıl je jen v tom, že válec v tomto
př́ıkladu má poloměr R a nějakou obecnou výšku H). Osa válce je z. Pak

I =

∫∫∫
M

(x2 + y2)dxdydz =

∫ 2π

0

∫ R

0

∫ H

0

r2 rdzdrdϕ

=

∫ 2π

0

∫ R

0

Hr3drdϕ =
1

4

∫ 2π

0

HR4dϕ =
πHR4

2
=

1

2
πR2HR2 =

1

2
mR2.

�

Př́ıklad 10.10. Vypočtěte moment setrvačnosti homogenńıho kužele spoloměrem
R a o hmotnosti m vzhledem k jeho vlastńı ose.
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Řešeńı. Viz obrázek 1 z př́ıkladu 10.1. Osa válce je z. Pak

I =

∫∫∫
M

(x2 + y2)dxdydz =

∫∫
x2+y2≤R2

H∫
H
R

√
x2+y2

(x2 + y2) dzdxdy

=

∫∫
x2+y2≤R2

(x2 + y2)
(
H − H

R

√
x2 + y2

)
dxdy =

∫ 2π

0

∫ R

0

r2
(
H − H

R
r
)
rdrdϕ

= 2π
[Hr4

4
− H

R

r5

5

]R
0

= 2π
(HR4

4
− HR4

5

)
= 2π

HR4

20

= 2π
(Hr2

4
− H

R

r5

5

)
= π

(H2R4

4
− H2R2

3

)
=
π

6
H2R2 =

3

10

1

3
πR2HR2 =

3

10
mR2.
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Př́ıklad 10.11. Vypočtěte moment setrvačnosti homogenńı krychle o straně a
a hmotnosti m vzhledem k př́ımce, která procháźı hranou.

Řešeńı. Obrázek ani nemuśıme kreslit. To si stač́ı představit krychli o hraně a
v prvńım oktantu ”nalepenou” na souřadnicové roviny.

I =

∫∫∫
M

(x2 + y2)dxdydz =

∫ a

0

∫ a

0

∫ a

0

(x2 + y2)dzdxdy = a

∫ a

0

∫ a

0

(x2 + y2)dxdy

= a

∫ a

0

[x3

3
+ xy2

]a
x=0

dy = a

∫ a

0

a
(a3

3
+ ay2

)
dy = a

[a3

3
y + a

y3

3

]a
0

=
2

3
a5 =

2

3
ma2.

�



PŘEDNÁŠKA 11

Křivkový integrál prvńıho druhu a jeho aplikace.

1. Motivace a definice

Naš́ım úkolem je nyńı vyřešit následuj́ıćı problém. Představme si, že si nějaký
domáćı kutil udělal plechový plot ne zrovna rovný (tedy nelež́ı v rovině) a ještě ke
všemu jeho výška neńı konstantńı, zkrátka tu výšku řezal náhodně. Teď chce ten
plot z jedné strany nabarvit a potřebuje vědět, kolik barvy má koupit. Matematicky
to lze popsat takto: Je daná křivka v rovině xy a v každém bodě [x, y] té křivky je
dána výška toho plotu, tj. je dána funkce dvou proměnných %(x, y). Viz obrázek
1.

Obrázek 1. Křivka.

Na tomto obrázku vid́ıme ”křivý” plot s proměnnou výškou %(x, y). Chceme ten
plot nabarvit fialovou barvou. Kolik barvy budeme potřebovat? Je celkem jasné,
že množstv́ı barvy je úměrné plošnému obsahu toho plotu. Jak to ale spoč́ıtat?

133
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Vršek toho plotu vytvoř́ı křivku v prostoru, to je ta červená čára, a daná křivka
v rovině ja ta modrá čára. Nejprve je potřeba vědět, jaký je tvar té křivky, to jest té
modré křivky. Intuitivně tuš́ıme, že křivka v rovině je popsána zobrazeńım, které
každému bodu nějaké úsečky přǐrad́ı bod v rovině. Tedy modrá křivka by měla
být popsána parametricky [x(t), y(t)], t ∈ [c, d]. Ale funkce x(t), y(t) nemohou být
libovolné. Měly by být aspoň spojité a vlastně ani to nestač́ı. Hladká křivka (tj.
křivka maj́ıćı tečnou př́ımku) v rovině je popsána následuj́ıćı definićı.

Definice 11.1. Nechť r(t) = [x(t), y(t)] je spojité zobrazeńı z [c, d] do R2 a
nechť r : [c, d]→ R2 splňuje:

(i) x(t), y(t) jsou spojité v [c, d]
(ii) existuj́ı x′(t), y′(t) v každém intervalu [c, d] (v bodech c, d se mysĺı jednostranné

derivace).

Potom obraz k zobrazeńı r, k := {[x(t), y(t)] ∈ R2; t ∈ [c, d]}, nazveme rovinnou
křivkou k.

Poznamenejme, že ve skutečnosti z existenćı derivaćı x′(t), y′(t) plyne spojitost
x(t), y(t), čili v té definici je spojitost jaksi nav́ıc. Ale ničemu to nevad́ı, tak ji tam
necháme. Př́ıklad takové křivky je na obrázku 2. Nyńı se pod́ıváme, jak spoč́ıtat

Obrázek 2. Rovinná křivka.

ten plošný obsah. Nechť r(t) = [x(t), y(t)], t ∈ [c, d] , je rovinná křvka a %(x, y)
je daná funkce dvou proměnných. Pod́ıvejme se na obrázek 3. Rozdělme interval
[c, d] na velký počet malých d́ılk̊u a vyberme si jeden d́ılek odpov́ıdaj́ıćı parametr̊um
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Obrázek 3. Plocha pod křivkou.

t, t + dt. Na obrázku 3 vid́ıme body A = [x(t), y(t)], B = [x(t + dt), y(t + dt)] na
modré křivce. Bod A′ má souřadnice [x(t), y(t), %(x, y)]. Nyńı doplńıme bod B′

tak, aby A,B,A′, B′ byl rovnoběžńık. Plocha tohoto rovnoběžńıku je dána

dP = %(x, y) |AB|.

Jak ale spoč́ıtat vzdálenost bod̊u A,B? Protože A = [x(t), y(t)], B = [x(t+dt), y(t+
dt)] a dt je velmi malé, je

|AB| =
√

(x(t+ dt)− x(t))2 + (y(t+ dt)− y(t))2

Ale my už z prvńıho semestru v́ıme, že

x′(t) =
x(t+ dt)− x(t)

dt
,

tedy

x(t+ dt)− x(t) = x′(t)dt

a analogicky

y(t+ dt)− y(t) = y′(t)dt.

Dosazeńım máme

|AB| =
√

(x′(t)dt)2 + (y′(t)dt)2 =
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt.
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Výraz
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt budeme značit ds, tj.

ds =
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

Následně

dP = %(x, y)ds = %(x(t), y(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

Hledaná plocha je přbližně rovna součtu těchto dP , tj.

P ≈
∑

děleńı [c, d]

dP =
∑

děleńı [c, d]

%(x, y)ds =
∑

děleńı [c, d]

%(x(t), y(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

Zjemňováńım děleńı dostaneme limitńım přechodem ze sumy integrál, tj.

P =

∫
k

%(x, y)ds =

∫ d

c

%(x(t), y(t))
√

(x′(t))2 + (y′(t))2dt.

A to je vlastně definice křivkového integrálu 1. druhu.
Existence derivace v každém bodě nás ale trochu omezuje. To nám neumožňuje

integrovat přes křivky, které se mohou někde lámat, třeba trojúhelńık, obdélńık či
jiný n-úhelńık nebo přes obvod polokruhu atd. K tomu slouž́ı následuj́ıćı definice.

Definice 11.2. Nechť r(t) = (x(t), y(t)) je spojité zobrazeńı z [c, d] do R2 a
nechť r : [c, d]→ R2 splňuje:

(i) x(t), y(t) jsou spojité v [c, d]
(ii) existuje konečně mnoho č́ısel c1, c2, . . . , cn ∈ (a, b), c = c0 < c1 < c2 <
· · · < cn < cn+1 = d, tak, že existuj́ı x′(t), y′(t) v každém intervalu [ci, ci+1],
i = 0, 1, 2, . . . , n.

Potom obraz k zobrazeńı r, k := {[x(t), y(t)] ∈ R2; t ∈ [c, d]}, nazveme rovinnou
křivkou k.

Nyńı si definujme integrál přes takovou křivku.

Definice 11.3. Nechť r(t) = (x(t), y(t)) je křivka ve smyslu definice 11.2
a %(x, y) : k → R2 spojitá funkce. Definujme křivkový integrál prvńıho druhu
předpisem ∫

k

%(x, y)ds =

n∑
i=0

∫ ci+1

ci

%(x(t), y(t))
√
x′2(t) + y′2(t)dt.

Ve speciálńım př́ıpadě (x′(t), y′(t) existuj́ı v celém intervalu [c, d]) je∫
k

%(x, y)ds =

∫ d

c

%(x(t), y(t))
√
x′2(t) + y′2(t)dt.

Každá křivka má ve skutečnosti mnoho parametrizaćı. Např. r(t) = [t, t2], t ∈
[0, 1] je táž křivka jako r(t) = [s2, s4], s ∈ [0, 1]. Výsledný integrál by neměl záviset
na parametrizaci. To je hlavńı smysl následuj́ıćı věty.

Věta 11.4. Buď k křivka parametrizovaná dvěma zp̊usoby:

k = {(x1(t), y1(t)); t ∈ [a, b], existuj́ı x′1(t), y′1(t)},
k = {(x2(s), y2(s)); s ∈ [c, d], existuj́ı x′2(s), y′2(s)}.
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Pak ∫
k

f(x, y)ds =

∫ b

a

f(x1(t), y1(t))
√
x′21 (t) + y′21 (t)dt

=

∫ d

c

f(x2(s), y2(s))
√
x′22 (s) + y′22 (s)ds.

D̊ukaz. Předpokládejme pro jednoduchost, že k je prostá, tj. každému bodu
křivky odpov́ıdaj́ı jednoznačné hodnoty parametru. Vezmeme bod A ∈ k. Pak
existuj́ı jediná t, s taková, že A = (x1(t)), y1(t)) = (x2(s), y2(s)). T́ımto zp̊usobem
jsme k t přǐradili s a existuje tedy funkce ϕ : [a, b]→ [c, d] taková, že

x1(t) = x2(ϕ(t)), y1(t) = y2(ϕ(t)).

Dále

x′1(t) = x′2(ϕ(t))ϕ′(t) ⇒ x′2(s) =
x′1(t)

ϕ′(t)

a podobně y′2(s) =
y′1(t)
ϕ′(t) . Potom

∫ d

c

f(x2(s), y2(s))
√
x′22 (s) + y′22 (s)ds =

∣∣∣∣∣∣∣∣
s = ϕ(t)
ds = ϕ′(t)dt
s = c⇒ t = a
s = d⇒ t = b

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ d

a

f(x1(ϕ(t)), y1(ϕ(t)))

√(x′1(t)

ϕ′(t)

)2

+
(y′1(t)

ϕ′(t)

)2

ϕ′(t) dt

=

∫ b

a

f(x1(t), y1(t))
√
x′21 (t) + y′21 (t)dt.

�

Zcela analogicky se zavede křivkový integrál 1. druhu pro prostorovou křivku.

Definice 11.5. Nechť r(t) = (x(t), y(t), z(t)) je spojité zobrazeńı z [c, d] do R3

a nechť r : [c, d]→ R3 splňuje:

(i) x(t), y(t), z(t) jsou spojité v [c, d]
(ii) existuje konečně mnoho č́ısel c1, c2, . . . , cn ∈ (a, b), c = c0 < c1 < c2 < · · · <

cn < cn+1 = d, tak, že existuj́ı x′(t), y′(t), z′(t) v každém intervalu [ci, ci+1],
i = 0, 1, 2, . . . , n.

Potom obraz k zobrazeńı r, k := {[x(t), y(t), z(t)] ∈ R3; t ∈ [c, d]}, nazveme pros-
torovou křivkou k.

Nyńı si definujme integrál přes takovou křivku.

Definice 11.6. Nechť r(t) = (x(t), y(t), z(t)) je křivka ve smyslu definice 11.5
a %(x, y, z) : k → R3 spojitá funkce. Definujme křivkový integrál prvńıho druhu
předpisem∫

k

%(x, y)ds =

n∑
i=0

∫ ci+1

ci

%(x(t), y(t), z(t))
√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt.

Ve speciálńım př́ıpadě (x′(t), y′(t), z′(t) existuj́ı v celém intervalu [c, d]) je∫
k

%(x, y)ds =

∫ d

c

%(x(t), y(t), z(t))
√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt.
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2. Př́ıklady

Př́ıklad 11.7. Buď k horńı polokružnice se středem v [0, 0] a poloměrem 1,
f(x, y) = y. Vypoč́ıtejme

I =

∫
k

yds.

Řešeńı. Rovnice kružnice je x2+y2 = 1. Ale uvažujeme pouze horńı polokružnici,
tj. y ≥ 0. Viz obrázek 4.

Obrázek 4. Půlkružnice.

1. parametrizace.

x = t

y =
√

1− t2, t ∈ [−1, 1].

Spočtěme

ds =

√
1 + (

√
1− t2)′2 dt =

√
1 +

(
− t√

1− t2
)2

dt.
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Potom

I =

∫ 1

−1

√
1− t2

√
1 +

(
− t√

1− t2
)2

dt =

∫ 1

−1

√
1− t2

√
1 +

t2

1− t2
dt

=

∫ 1

−1

√
1− t2

√
1

1− t2
dt =

∫ 1

−1

dt = 2.

2. parametrizace.

x = cosϕ

y = sinϕ, ϕ ∈ [0, π].

Spočtěme

ds =
√

(cos′ ϕ)2 + (sin′ ϕ)2 dϕ =

√
sin2 ϕ+ cos2 ϕ dϕ = dϕ.

Potom

I =

∫ π

0

sinϕdϕ = [− cosϕ]πϕ=0 = 2.

�

Př́ıklad 11.8. Vypoč́ıtejme∫
k

√
x2 + y2 ds, k : x2 + y2 = 2x. Jeden oběh.

Řešeńı. Křivka, přes ktorou intgrujeme, je kružnice se středem [1, 0] a poloměrem
1. Viz obrázek 5. 1. Parametrizace. Polárńı souřadnice jsou

x = r cosϕ

y = r sinϕ, ϕ ∈ [−π
2
,
π

2
].

Potom r2 = 2r cosϕ a tedy r = 2 cosϕ, z čehož máme

x = 2 cosϕ cosϕ

y = 2 cosϕ sinϕ, ϕ ∈ [−π
2
,
π

2
].

Spočtěme

ds =

√
(2 cosϕ(− sinϕ))2 + (2(cos2 ϕ− sin2 ϕ))2 dϕ

=

√
4 sin2 2ϕ+ 4 cos2 2ϕ dϕ = 2 dϕ.

Potom

I =

∫ π
2

−π2

√
4 cos4 ϕ+ 4 cos2 ϕ sin2 ϕ 2dϕ

=

∫ π
2

−π2
2
√

cos2 ϕ 2dϕ = 4

∫ π
2

−π2
cosϕ dϕ = 8.

Nebo 2. parametrizace.

x = cosϕ+ 1

y = sinϕ, ϕ ∈ [0, 2π].
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Obrázek 5. Kružnice.

Spočtěme

ds =
√

(− sinϕ)2 + (cosϕ)2 dϕ = dϕ.

Potom

I =

∫ 2π

0

√
(cosϕ+ 1)2 + sin2 ϕ dϕ =

∫ 2π

0

√
1 + 2 cosϕ+ 1 dϕ

= 2

∫ 2π

0

√
1 + cosϕ

2
dϕ = 2

∫ 2π

0

√
cos2

ϕ

2
dϕ = 4

∫ π

0

√
cos2

ϕ

2
dϕ

= 4

∫ π

0

cos
ϕ

2
dϕ = 4[2 sin

ϕ

2
]π0 = 8.

�

3. Hmotnost jednorozměrného drátu

Nechť je nyńı dána křivka k nějakou parametrizaćı (x(t), y(t)), t ∈ [c, d]. Co je
to hustota. Zvolme pevně t0 a tomu odpov́ıdá na křivce bod (x(t0), y(t0)). Vezmeme
nyńı interval (t0 − ε, t0 + ε) a vezmeme část křivky kε(t0) = {(x(t), y(t)); t0 − ε <
t < t0 + ε}. Pr̊uměrná hustota části křivky kε(t0) je jej́ı hmotnost m(kε(t0)) dělená
jej́ı délkou d(kε(t0)). Hustota v bodě (x(t0), y(t0)) je potom definována jako

%
(
(x(t0), y(t0))

)
= lim
ε→0

m(kε(t0))

d(kε(t0))
.
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Pokusme se nyńı ze znalosti tvaru drátu a ze znalosti hustoty zjistit hmotnost
drátu. Nechť r(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [c, d] je křivka a předpokládejme pro jednodu-
chost, že je hladká, tj. x′(t), y′(t) existuj́ı pro t ∈ (c, d). Nechť je nav́ıc dána funkce
dvou proměnných %(x, y) definovaná pro [x, y] lež́ıćı na dané křivce.

Rodělme interval [c, d] na ”krátké” podintervaly c = t0 < t1 < t2 < · · · <
tn < tn+1 = d. ”Krátké” znamená, že na podintervalech [ti, ti+1] lze považovat
křivku kr(ti)r(ti+1) za úsečku a hustotu za konstantńı a rovnou %(x(ti), y(ti)). Potom
hmotnost křivky je přibližně rovna

m =

n∑
i=0

%(x(ti), y(ti))
√

(x(ti+1)− x(ti))2 + (y(ti+1)− y(ti))2

=

n∑
i=0

%(x(ti), y(ti))

×

√(x(ti+1)− x(ti)

ti+1 − ti

)2

(ti+1 − ti)2 +
(y(ti+1)− y(ti)

ti+1 − ti

)2

(ti+1 − ti)2

=

n∑
i=0

%(x(ti), y(ti))

√(x(ti+1)− x(ti)

ti+1 − ti

)2

+
(y(ti+1)− y(ti)

ti+1 − ti

)2

(ti+1 − ti)

.
=

n∑
i=0

%(x(ti), y(ti))
√
x′2(ti) + y′2(ti) (ti+1 − ti).

Pokud budeme zjemňovat děleńı, dostaneme již známým zp̊usobem integrál

m =

∫ d

c

%(x(t), y(t))
√
x′2(t) + y′2(t) dt.

Analogicky pro prostorovou křivku

m =

∫ d

c

%(x(t), y(t), z(t))
√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) dt.

Př́ıklad 11.9. Vypočtěte hmotnost křivky

x = t cos t,

y = t sin t,

z = t, t ∈ [0,
√

2],

je-li hustota rovna %(x, y, z) = z.

Řešeńı. Křivka je znázorněná červenou barvou na obrázku 6. Modrá barva je
jej́ı projekce do roviny xy, tj. pohled na danou křivku shora.

m =

∫
k

%(x, y, z)ds =

∫ √2

0

t
√

(cos t− t sin t)2 + (sin t+ t cos t)2 + 1 dt

=

∫ √2

0

t
√

cos2 t− 2t cos t sin t+ t2 sin2 t+ sin2 t+ 2t sin t cos t+ t2 cos2 t+ 1 dt

=

∫ √2

0

t
√

2 + t2 dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣
s = 2 + t2

ds = 2tdt
t = 0⇒ s = 2

t =
√

2⇒ s = 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2

∫ 4

2

√
s ds =

1

2

2

3

[
s

3
2

]4
2

=
8− 2

√
2

3
.
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Obrázek 6. Křivka v prostoru.

�

4. Délka jednorozměrného drátu

Pokud voĺıme v předchoźım př́ıpadě hustotu %(x, y, z) = 1, dostaneme délku
drátu (křivky)

d =

∫
k

ds.

Př́ıklad 11.10. Vypočtěte délku křivky (šroubovice)

x = a cos t,

y = a sin t,

z = bt, t ∈ [0, 2π].

Řešeńı. Obrázek šroubovice je na obrázku 7. Červená barva je prostorová
křivka a modrá je jej́ı projekce do roviny xy, v tomto př́ıpadě je to kružnice.

d =

∫
k

ds =

∫ 2π

0

√
(−a sin t)2 + (a cos t)2 + b2 dt

=

∫ 2π

0

√
a2 + b2 dt = 2π

√
a2 + b2

�
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Obrázek 7. Šroubovice.

Př́ıklad 11.11. Vypočtěte délku křivky

x = t,

y = ln t, t ∈ [1, 2].

Řešeńı. Na obrázku 8 je namalovaná daná křivka.

d =

∫
k

ds =

∫ 2

1

√
1 +

1

t2
dt =

∫ 2

1

√
1 + t2

t
dt∣∣∣∣∣∣

s =
√

1 + t2 t = 1⇒ s =
√

2

t =
√
s2 − 1 t = 2⇒ s =

√
5

dt = sds√
s2−1

∣∣∣∣∣∣ =

∫ √5

√
2

s2 ds

s2 − 1
ds

=

∫ √5

√
2

(
1 +

1

s2 − 1

)
ds =

[
s+

1

2
ln
s− 1

s+ 1

]√5

√
2

=
√

5−
√

2 +
1

2
ln

(
√

5− 1)(
√

2 + 1)

(
√

5 + 1)(
√

2− 1)
.

�
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Obrázek 8. Logaritmická křivka.

5. Statické momenty a těžǐstě jednorozměrného drátu

Odvozeńı je analogické jako v př́ıpadu plechu či tělesa. Jsou dány v př́ıpadě
rovinného drátu vzorcemi

Sy =

∫
k

x%(x, y)ds, Sx =

∫
k

y%(x, y)ds,m =

∫
k

%(x, y)ds,

a těžǐstě

T =
[Sy
m
,
Sx
m

]
,

v př́ıpadě prostorového drátu vzorcemi

Syz =

∫
k

x%(x, y, z)ds, Sxz =

∫
k

y%(x, y, z)ds,Sxy =

∫
k

z%(x, y, z)ds,

a těžǐstě

T =
[Syz
m

,
Sxz
m

,
Sxy
m

]
.

Př́ıklad 11.12. Vypočtěte těžǐstě homogenńıho drátu tvaru polokružnice (hus-
tota rovna %(x, y) = 1) s poloměrem 1.

Řešeńı. Viz obrázek 4. Parametrizujme danou křivku (p̊ulkružnici).

x = cosϕ

y = sinϕ, ϕ ∈ [0, π].
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Spočtěme

ds =
√

(− sinϕ)2 + (cosϕ)2 dϕ = dϕ.

Potom

m =

∫ π

0

dϕ = π.

Dále

Sy =

∫
k

xds =

∫ π

0

cosϕdϕ = 0

a

Sx =

∫
k

yds =

∫ π

0

sinϕdϕ = [− cosϕ]π0 = 2.

Těžǐstě je tedy

T =
[
0,

2

π

]
.

�

6. Momenty setrvačnosti jednorozměrného drátu

Je-li dána osa o a křivka k s hustotou %(x, y, z), je moment setrvačnosti k
vzhledem k ose o roven

Io =

∫
k

d2(x, y, z)%(x, y, z)ds,

kde d(x, y, z) je vzdálenost bodu [x, y, z] od osy o. Uvedeme jen vzorce pro osy
x, y, z.

Ix =

∫
k

(y2 + z2)%(x, y, z)ds,

Iy =

∫
k

(x2 + z2)%(x, y, z)ds,

Iz =

∫
k

(x2 + y2)%(x, y, z)ds.

Protože rovinná křivka může být chápána jako prostorová, stač́ı mı́sto [x(t), y(t)]
uvažovat [x(t), y(t), 0], nemuśıme uvádět zvlášť vzorce pro rovinnou křivku.

Př́ıklad 11.13. Vypočtěte momenty setrvačnosti homogenńıho drátu tvaru
kružnice (hustota rovna %(x, y) = 1) s poloměrem 1 vzhledem k ose y a k ose z.

Řešeńı. Viz obrázek 4. Opět parametrizujme danou křivku (p̊ulkružnici), to
už jsme několikrát udělali.

x = cosϕ

y = sinϕ, ϕ ∈ [0, 2π].

Spočtěme

ds =
√

(− sinϕ)2 + (cosϕ)2 dϕ = dϕ.
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Potom

Iy =

∫
k

x2%(x, y)ds =

∫ 2π

0

cos2 ϕdϕ =

∫ 2π

0

1

2
(1 + cos 2ϕ)dϕ

=
1

2

[
ϕ+

sinϕ

2

]2π
0

= π.

Nyńı vzhledem k ose z. Parametriace (jakožto prostorové křivky) je

x = cosϕ

y = sinϕ, ϕ ∈ [0, 2π],

z = 0.

Potom ds =
√

(− sin2 ϕ+ cos2 ϕ)dϕ = dϕ a

Iz =

∫
k

(x2 + y2)ds =

∫ 2π

0

(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)dϕ =

∫ 2π

0

dϕ = 2π.

�



PŘEDNÁŠKA 12

Křivkový integrál druhého druhu

1. Práce konstantńıho pole podél orientované úsečky

Jsou-li dány vektory u, v, označme symboly |u|, |v| velikosti vektor̊u u, v a u.v
jejich skalárńı součin. Připomeneme si ještě vzorec pro odchylku α vektor̊u u, v.

cosα =
u.v

|u|.|v|
.

Začneme úlohou známou snad už ze základńı školy. Je dána úsečka CD a śıla
F rovnoběžná s úsečkou s s počátečńım bodem C a koncovým D. Uvědomme si,
že F i s jsou vektory. Jaká práce se vykoná, pokud přemı́st́ıme těleso z C do D
vlivem śıly F? Můžeme si to představit jako vlak na kolej́ıch tažený koněm. Ze
základńı školy v́ıme, že daná śıla vykoná práci

A = |F | |s|.
Viz obrázek 1. Pokud śıla F p̊usob́ı s opačnou orientaćı, vyjde vykonaná práce

A = −|F | |s|.
Zároveň si uvědomme, že pokud přemı́st́ıme dané těleso v opačném směru, tj.

z bodu D do bodu C, tak budeme práci konat my. Fyzikálně to znamená, že práce
pod vlivem śıly F je záporná a je rovna

A = −|F | |s|.
Bylo by dobrá mı́t na obě možnosti jediný vzorec. A to si ukážeme v daľśım.

Představme si nyńı malinko obecněǰśı situaci, kdy śıla táhnoućı vlak neńı
rovnoběžná s úsečkou CD, tj. třeba když tažný k̊uň táhne vlak po cestě, která
je rovnoběžná s kolejemi. Viz obázek 2. V tomto př́ıpadě rozlož́ıme śılu F na Fp
a śılu Fk kolmou k CD. Ta kolmá složka Fk se ale neprojev́ı, ta je paralyzována
pevnost́ı kolej́ı. Potom práce je

A = |Fp| |s|
v př́ıpadě, kdy úhel α mezi vektory s a F je ostrý, a

A = −|Fp| |s|
v př́ıpadě, kdy úhel α mezi vektory s a F je tupý.

Ve všech třech př́ıpadech je d̊uležité, že úsečka CD je orientovaná, buď z C do
D nebo z D do C. To znamená, že s je vektor, ale to jsme již ř́ıkali. Jak v́ıme, śıla
je také vektor. Jak se dá spoč́ıtat velikost Fp? Máme tedy dva vektory, s a F o
velikostech |s|, |F |, které sv́ıraj́ı úhel α.

Nechť je nejprve α ostrý úhel. Vı́me, že

cosα =
F.s

|F |.|s|
.

147
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Obrázek 1. Śıla rovnoběžbná s úsečkou.

Dále můžeme psát

A = |Fp| |s| = |F | cosα |s| = |F | F.s

|F |.|s|
|s| = F.s,

tedy A je daná skalárńım součinem F a s.
Nechť je nejprve α tupý úhel. Z analytické geometrie opět v́ıme, že

cosα =
F.s

|F |.|s|
.

Dále můžeme psát

A = −|Fp| |s| = −|F | cosβ |s| = −|F | cos(π − α) |s| = |F | F.s

|F |.|s|
|s| = F.s,

tedy A je opět daná skalárńım součinem F a s. Pokud α = 0 či α = π, máme
platnost vzorečku A = F.s i v př́ıpadě, že F a s jsou rovnoběžné.

2. Pojem vektorového pole

Muśıme si nejprve ř́ıci, co to je vektorové pole. Je to předpis, který každému
bodu [x, y] ∈ R2 (nebo [x, y, z] ∈ R3) přǐrad́ı vektor F (třeba vektor śıly). Vektor v
rovině je dán svými souřadnicemi, tj. F = (f(x, y), g(x, y)) (nebo v prostoru F =
(f(x, y, z), g(x, y, z), h(x, y, z)) pro trojrozměrné pole). Dvourozměrné vektorové
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Obrázek 2. Śıla nerovnoběžbná s úsečkou.

pole je tedy dané dvěma funkcemi dvou proměnných

(f(x, y), g(x, y))

a trojrozměrné vektorové pole je dané třemi funkcemi tř́ı proměnných

(f(x, y, z), g(x, y, z), h(x, y, z)).

Představujeme si to tak, že do bodu [x, y] umı́st́ıme vektor (f(x, y), g(x, y)) s
počátečńım bodem [x, y]. Koncový bod vektoru je pochopitelně [x + f(x, y), y +
g(x, y)]. Analogicky si to můžeme představit v prostoru. Formálńı definice by byla
následuj́ıćı.

Definice 12.1. Dvourozměrné vektorové pole je zobrazeńı z F : R2 → R2 dané
dvěma funkcemi dvou proměnných [x, y] 7→ (f(x, y), g(x, y)).

Trojrozměrné vektorové pole je zobrazeńı z F : R3 → R3 dané třemi funkcemi
tř́ı proměnných [x, y, z] 7→ (f(x, y, z), g(x, y, z), h(x, y, z)).

3. Orientovaná křivka

Definujme si nyńı regulárńı hladkou prostou orientovanou křivku. Nechť je
dána křivka r(t) = [x(t), y(t)], t ∈ [c, d]. ”Prostá” křivka znamená r(t) 6= r(s)
pro t 6= s, t, s ∈ [c, d] a ”hladká” znamená, že existuj́ı x′(t), y′(t). ”Regulárńı”
znamená, že tečný vektor (x′(t), y′(t)) neńı nulový, což by šlo vyjádřit podmı́nkou
x′2(t) + y′2(t) 6= 0, pro t ∈ [c, d]. Označme r(c) = C, r(d) = D. Potom počátečńı
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bod je C a koncový je D. Ř́ıkáme, že křivka je orientována od bodu C do bodu D.
Pořad́ı bod̊u C,D nám tedy zadává orientaci křivky.

Tato definice orientace ale záviśı na podmı́nce r(c) 6= r(d). Ale v praxi je
často potřeba integrovat přes uzavřené křivky, tj. r(c) = r(d). Jak ale defino-
vat orientaci pro uzavřenou křivku? Pomoćı tečných vektor̊u. Můžeme v každém

bodě (x(t), y(t)) dané křivky setrojit dva jednotkové tečné vektory,
−→
t (t) a −−→t (t),

kde
−→
t (t) = (x′(t),y′(t))√

x′2(t)+y′2(t)
. Vezměme nyńı množinu všech zobrazeńı T : k →

{−→t (t),−−→t (t)}. Nějaké takové zobrazeńı si představ́ıme tak, že si v každém bodě
křivky sestroj́ıme jednotkový tečný vektor. Orientaci si zvoĺıme naprosto náhodně.
Př́ıklad nějakého takového zobrazeńı (výběru tečných vektor̊u) je na obrázku 3.
Modré tečné vektory maj́ı orientaci proti směru hodinových ručiček, zelené po

Obrázek 3. Př́ıklad jednotkových tečných vektor̊u ke křivce.

směru hodinových ručiček. Takových obrázk̊u si můžeme namalovat spousty. Na-
malujeme si dva význačné obrázky. jsou to obrázky 4 a 5. Na obrázku 4 jsou
všechny tečné vektory orientovány proti směru hodinových ručiček u obou křivek
(tedy i u té uzavřené) a Na obrázku 5 jsou všechny tečné vektory orientovány po
směru hodinových ručiček.

Vraťme se k množině všech zobrazeńı T : k → {−→t (t),−−→t (t)}. Je vcelku vidět
(a lze to i dokázat), že pouze dvě z těchto zobrazeńı jsou spojitá. Zvolme jedno z
nich. Ř́ıkáme, že jsme křivku orientovali. Můžeme si orientaci křivky představit
jako směr, kterým tu křivku proběhneme.
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Obrázek 4. Př́ıklad jednotkových tečných vektor̊u.

Je-li tedy dána křivka k, můžeme na ńı zadat dvě orientace. Volbou jedné z
nich jsme křivku orientovali. Orientovanou křivku budeme značit (k) (nebo kCD,
pokud C 6= D).

Stejně bychom orientovali křivku v prostoru.
Zat́ım jsme uvažovali pouze hladké křivky. Ale umı́me si představit, že potřebujeme

poč́ıtat práci pole i přes trojúhelńık či čtverec atd. To jsou po částech hladké křivky,
viz následuj́ıćı definice.

Definice 12.2. Nechť r(t) = (x(t), y(t)) je spojité zobrazeńı z [c, d] do R2 je
buď prosté nebo připust́ıme r(c) = r(d) (uzavřená křivka) a nechť r : [c, d] → R2

splňuje:

(i) x(t), y(t) jsou spojité v [c, d]
(ii) existuje konečně mnoho č́ısel c1, c2, . . . , cn ∈ (c, d), c = c0 < c1 < c2 <
· · · < cn < cn+1 = d, tak, že existuj́ı x′(t), y′(t) v každém intervalu [ci, ci+1],
i = 0, 1, 2, . . . , n.

Je jasné, že př́ımo parametrické rovnice nám dávaj́ı směr, kudy křivku prob́ıháme,
čili dávaj́ı orientaci. Pokud bychom chtěli opačnou, museli bychom to přeparametrizovat
tak, abychom křivku proběhli v opačném směru.

Poznamenejme, že bychom mohli zkusit orientovat k pomoćı tečného vektoru.
Ten ale v bodech ci nemuśı existovat a nemuśıme tedy mı́t spojitost zobrazeńı,
které v každému bodu k přǐrad́ı jednotkový tečný vektor. To by šlo překonat tak,
že zvoĺıme na každém podintervalu [ci, ci+1] orintaci pomoćı tečného vektoru a nyńı
dá trochu práce navázat to v bodech ci.

Je zřejmé, že na křivce k jsou právě dvě orientace.
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Obrázek 5. Př́ıklad jednotkových tečných vektor̊u.

4. Práce pole podél prosté orientované křivky

Náš nyněǰśı úkol je nyńı tento. Máme dáno silové pole v rovině (prostoru)
- přestavme si třeba gravitčńı pole dané několika hmotnými body. Zvoĺıme v
rovině (prostoru) nějakou křivku k s počátečńım bodem C a koncovým bodem
D a předpokládejme, že C 6= D. Představme si, že hmotný bod o hmotnosti m
se pohybuje po dané křivce z bodu C do body D vlivem daného pole. Otázka je,
jakou práci toto pole vykoná? Viz obrázek 6.

Nechť je dáno silové pole (pro jednoduchost v rovině x, y). To znamená, že v
každém bodě roviny je dán vektor (f(x, y), g(x, y)) śıly a nechť je dána orientovaná
křivka k ve smyslu definice 12.2. Představme si, že máme spoč́ıtat, jakou fyzikálńı
práci vykoná silové pole, pokud se hmotný bod bude pohybovat po orientované
křivce k z bodu C do bodu D.

Nechť křivka k je daná pro jednoduchost hladkým zobrazeńım r : [c, d] → R2

a silového pole
−→
F (x, y) = (f(x, y), g(x, y)). Rodělme interval na ”krátké” pod-

intervaly c = t0 < t1 < t2 < · · · < tn < tn+1 = d. ”Krátké” znamená, že na
podintervalech [ti, ti+1] lze považovat křivku kr(ti)r(ti+1) za úsečku a pole za kon-

stantńı a rovno
(
f
(
x(ti), y(ti)

)
, g
(
x(ti), y(ti)

))
. Viz obrázek 7. Práce je pv ribližně

rovna součtu praćı přes všechny malé kousky s = r(ti+1) − r(ti). Ale na tomto
malém kousku je práce daná skalárńım součinem F.s. Potom celková práce A je
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Obrázek 6. Př́ıklad orientované křivky a silového pole.

přibližně rovna součtu

A =

n∑
i=0

F.s =

n∑
i=0

(
f
(
x(ti), y(ti)

)
, g
(
x(ti), y(ti)

))(
x(ti+1)− x(ti), y(ti+1)− y(ti)

)
=

n∑
i=0

f
(
x(ti), y(ti)

)(
x(ti+1)− x(ti)

)
+ g
(
x(ti), y(ti)

)(
y(ti+1)− y(ti)

)
=

n∑
i=0

f
(
x(ti), y(ti)

)x(ti+1)− x(ti)

ti+1 − ti
(ti+1 − ti)

+ g
(
x(ti), y(ti)

)y(ti+1)− y(ti)

ti+1 − ti
(ti+1 − ti)

.
=

n∑
i=0

f
(
x(ti), y(ti)

)
x′(ti)(ti+1 − ti) + g

(
x(ti), y(ti)

)
y′(ti)(ti+1 − ti).

Pokud budeme zjemňovat děleńı, dostaneme již známým zp̊usobem integrál

A =

∫ d

c

(
f(x(t), y(t))x′(t) + g(x(t), y(t))y′(t)

)
dt.

Tento vzorec vlastně definuje křivkový integrál druhého druhu.
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Obrázek 7. Přace v silovém poli.

Definice 12.3. Nechť je dáno pole (f(x, y), g(x, y)) a orientovaná křivka k ve
smyslu definice 12.2. Potom křivkový integrál druhého druhu je definován∫
kCD

f(x, y)dx+ g(x, y)dy :=

n∑
i=0

∫ ci+1

ci

(
f(x(t), y(t))x′(t) + g(x(t), y(t))y′(t)

)
dt.

Pokud je k hladká, je∫
kCD

f(x, y)dx+ g(x, y)dy :=

∫ d

c

(
f(x(t), y(t))x′(t) + g(x(t), y(t))y′(t)

)
dt.

Nyńı uděláme několik věćı. Nejprve si tuto definici zobecńıme pro křivky v R3

a potom si ukážeme, že na parametrizaci křivky nezálež́ı.

Definice 12.4. Nechť r(t) = (x(t), y(t), z(t)) je spojité zobrazeńı z [c, d] do R3

a nechť r : [c, d]→ R3 splňuje:

(i) x(t), y(t), z(t) jsou spojité v [c, d]
(ii) existuje konečně mnoho č́ısel c1, c2, . . . , cn ∈ (a, b), a = c0 < c1 < c2 < · · · <

cn < cn+1 = b, tak, že existuj́ı x′(t), y′(t), z′(t) v každém intervalu [ci, ci+1],
i = 0, 1, 2, . . . , n.

Označme C = r(c), D = r(d). Zvolme pořad́ı bod̊u C,D. Potom obraz k
zobrazeńı r s t́ımto zvoleným pořad́ım nazveme orientovanou křivkou v prostoru.

Definice 12.5. Nechť r(t) = (x(t), y(t), z(t)) je orientovaná křivka a nechť
je dáno

(
f(x, y, z), g(x, y, z), h(x, y, z)

)
: k → R3 spojité pole. Definujme křivkový
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integrál druhého druhu předpisem∫
kCD

f(x, y, z)dx+ g(x, y, z)dy + h(x, y, z)dz =

n∑
i=0

∫ ci+1

ci

(
f(x(t), y(t), z(t))x′(t)

+ g(x(t), y(t), z(t))y′(t) + h(x(t), y(t), z(t))z′(t)
)
dt.

Pokud je k hladká, je∫
kCD

f(x, y, z)dx+ g(x, y, z)dy + h(x, y, z)dz :=

∫ d

c

(
f(x(t), y(t), z(t))x′(t)

+ g(x(t), y(t), z(t))y′(t) + h(x(t), y(t), z(t))z′(t)
)
dt.

V daľśım si ukážeme, že křivkový integrál druhého druhu nezálež́ı na parametrizaci
dané křivky, ale jen na jej́ım tvaru a orientaci. Dokážeme to jen pro hladkou rovin-
nou křivku.

Věta 12.6. Buď dáno pole (f(x, y), g(x, y)). Nechť je orientovaná křivka kCD
parametrizovaná dvěma zp̊usoby:

k = {(x1(t), y1(t)); t ∈ [a, b], existuj́ı x′1(t), y′1(t)},
k = {(x2(s), y2(s)); s ∈ [c, d], existuj́ı x′2(s), y′2(s)},
[x1(a), y1(a)] = [x2(c), y2(c)] = C, [x1(b), y1(b)] = [x2(d), y2(d)] = D.

Pak∫
kCD

f(x, y)dx+ g(x, y)dy =

∫ b

a

f(x1(t), y1(t))x′1(t) + g(x1(t), y1(t))y′1(t) dt

=

∫ d

c

f(x2(s), y2(s))x′1(s) + g(x2(s), y2(s))x′1(s) ds.

D̊ukaz. Předpokládejme pro jednoduchost, že k je prostá, tj. každému bodu
křivky odpov́ıdaj́ı jednoznačné hodnoty parametru. Vezmeme bod A ∈ k. Pak
existuj́ı jediná t, s taková, že A = (x1(t)), y1(t)) = (x2(s), y2(s)). T́ımto zp̊usobem
jsme k t přǐradili s a existuje tedy funkce ϕ : [a, b]→ [c, d] taková, že

x1(t) = x2(ϕ(t)), y1(t) = y2(ϕ(t)).

Dále

x′1(t) = x′2(ϕ(t))ϕ′(t) ⇒ x′2(s) =
x′1(t)

ϕ′(t)

a podobně y′2(s) =
y′1(t)
ϕ′(t) . Potom

∫ d

c

f(x2(s), y2(s))x′2(s) + g(x2(s), y2(s))x′2(s) ds =

∣∣∣∣∣∣∣∣
s = ϕ(t)
ds = ϕ′(t)dt
s = c⇒ t = a
s = d⇒ t = b

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ d

a

(
f(x2(ϕ(t)), y2(ϕ(t)))

x′1(t)

ϕ′(t)
+ g(x2(ϕ(t)), y2(ϕ(t))

y′1(t)

ϕ′(t)

)
ϕ′(t) dt

=

∫ b

a

f(x1(t), y1(t))x′1(t) + g(x1(t), y1(t))y′1(t) dt.

�
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Věta 12.7. Buď dáno pole (f(x, y), g(x, y)) a orientovaná křivka kCD. Pak∫
kCD

f(x, y)dx+ g(x, y)dy = −
∫
kDC

f(x, y)dx+ g(x, y)dy

D̊ukaz. Nechť je orientovaná, pro jednoduchost hladká, křivka kCD, C 6= D
parametrizovaná:

k = {(x(t), y(t)); t ∈ [c, d], existuj́ı x′1(t), y′1(t)},
[x(c), y(c)] = C, [x(d), y(d)] = D.

Pak opačně orientovaná je dána

k = {(x1(t), y1(t)) := (x(−t), y(−t)); t ∈ [−d,−c],
[x1(c), y1(c)] = D, [x1(d), y1(d)] = C,

(x′1(t), y′1(t)) := −(x′(−t), y′(−t)).

∫
kCD

f(x, y)dx+ g(x, y)dy =

∫ d

c

(
f(x(t), y(t))x′(t) + g(x(t), y(t))y′(t)

)
dt

=

∣∣∣∣∣∣
t = −s, dt = −ds
t = c⇒ s = −c
t = d⇒ s = −d

∣∣∣∣∣∣
=

∫ −d
−c

(
f(x(−s), y(−s))x′(−s) + g(x(−s), y(−s))y′(−s)

)
(−ds)

= −
∫ −c
−d

(
f(x1(s), y1(s))x′1(s) + g(x1(s), y1(s))y′1(s)

)
ds

= −
∫
kDC

f(x, y)dx+ g(x, y)dy.

�

5. Př́ıklady

Př́ıklad 12.8. Je dána křivka k : x = 3 cos t, y = 2 sin t, t ∈ [0, π2 ] orinento-
vaná od bodu A = [0, 2] k bodu B = [3, 0]. Spočti∫

kAB

(y − 1)dx+ xdy.

Řešeńı. Křivku chceme proběhnout opačným směrem, než jaký dává t ∈ [0, π2 ].
Viz obrázek 8. Zelený vektor dává orientaci červené křivky, modré vektory jsou
zadané vektorové pole. Lze tedy psát∫

kAB

(y − 1)dx+ xdy =

∫ 0

π
2

(
(2 sin t− 1).(−3 sin t) + 3 cos t. 2 cos t

)
dt

=

∫ π
2

0

(6 sin2 t− 3 sin t− 6 cos2 t) dt =

∫ π
2

0

(−6 cos 2t− 3 sin t) dt

= [−3 sin 2t+ 3 cos t]
π
2
0 = −3.

�
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Obrázek 8. Práce v silovém poli.

Př́ıklad 12.9. Je dána křivka k : x = t2, y = 2t, z = 4t3, t ∈ [0, 1] orinento-
vaná od bodu A = [0, 0, 0] k bodu B = [1, 2, 4]. Spočti∫

kAB

xdx+ ydy + (xz − y)dz.

Řešeńı. Obrázek kreslit nebudeme, je to nějaká prostorová křivka. Lze psát∫
kAB

xdx+ ydy + (xz − y)dz =

∫ 1

0

(
t2. 2t+ 2t. 2 + (4t5 − 2t)12t2

)
dt

=

∫ 1

0

(2t3 + 4t+ 48t7 − 24t3) dt =
[
− 11

2
t4 + 2t2 +

12

2
t8
]1

0
=

5

2
.

�

Př́ıklad 12.10. Je dáno silové pole (x+y, 2x). Spoč́ıtejte práci, kterou vykoná
toto pole podél horńı polokružnice o poloměru R se středem v bodě [0, 0], která je
orientovaná od bodu C = [0, R] do bodu D = [0,−R].
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Řešeńı. Viz obrázek 9. Orientaci červené křivky je od bodu C do bodu D,
modré vektory jsou zadané vektorové pole. Křivka je parametrizovaná např. po-

Obrázek 9. Práce v silovém poli.

moćı

x = −t, t ∈ [−R,R],

y =
√
R2 − t2.
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Protože x′(t) = −1 a y′ = −t√
R2−t2 , lze psát∫

kCD

(x+ y)dx+ 2xdy =

∫ R

−R

(
(−t+

√
R2 − t2)(−1) + 2(−t) −t√

R2 − t2
)
dt

=

∫ R

−R

(
t−
√
R2 − t2 +

2t2√
R2 − t2

)
dt =

∣∣∣∣ t = R sin s
dt = R cos s ds

∣∣∣∣
=

∫ π
2

−π2

(
R sin s−R cos s+

2R2 sin2 s

R cos s

)
R cos s ds

= R2

∫ π
2

−π2

(
sin s cos s− cos2 s+ 2 sin2 s)ds

= R2

∫ π
2

−π2

(1

2
sin 2s− 1 + cos 2s

2
+ 2

1− cos 2s

2

)
ds

= R2

∫ π
2

−π2

(1

2
+

1

2
sin 2s− 3

2
cos 2s

)
ds = R2

[s
2
− 1

4
cos 2s− 3

4
sin 2s

]π
2

−π2

= R2
(

(
π

4
− 1

4
cosπ − 3

4
sinπ)− (−π

4
− 1

4
cos(−π)− 3

4
sin(−π))

)
=
π

2
R2.

Přirozeněǰśı parametrizace je ovšem

x = R cos t, t ∈ [−0, π],

y = R sin t.

Pak x′ = −R sin t, y′ = R cos t a∫
kCD

(x+ y)dx+ 2xdy =

∫ π

0

(
(R cos t+R sin t)(−R sin t) + 2R cos t R cos t

)
dt

= R2

∫ π

0

(− cos t sin t− sin2 t+ 2 cos2 t) dt

= R2

∫ π

0

(−1

2
sin 2t− 1− cos 2t

2
+ 2

1 + cos 2t

2
) dt

= R2

∫ π

0

(
1

2
− 1

2
sin 2t+

3

2
cos 2t) dt = R2

[ t
2

+
1

4
cos 2t+

3

4
sin 2t

]π
0

= R2
(

(
π

2
+

1

4
cos 2π +

3

4
sin 2π)− (

0

2
+

1

4
cos 0 +

3

4
sin 0)

)
= R2

(π
2

+
1

4
− 1

4

)
=
π

2
R2,

což je stejný výsledek.

�





PŘEDNÁŠKA 13

Křivkový integrál druhého druhu přes uzavřenou
orientovanou křivku

1. Práce pole podél uzavřené orientované křivky

Zat́ım jsme vždy pracovali s křivkami, jejichž počátečńı a koncové body ne-
splývali. Je ovšem užitečné umět spoč́ıtat práci pole podél uzavřené křivky.

Vezmeme si nyńı uzavřenou orientovanou křivku r(t) = [x(t), y(t)], t ∈ [c, d],
r(t) 6= r(s) pro t 6= s, t, s ∈ [c, d), C = r(c) = r(d) = D. Orientace je dána pomoćı
tečných vektor̊u (x′(t), y′(t)).

Definice 13.1. Nechť r(t) = (x(t), y(t)) je spojité zobrazeńı z [c, d] do R2 a
nechť r : [c, d]→ R2 splňuje:

(i) r(t) 6= r(s) pro t 6= s, t, s ∈ [c, d)
(ii) r(c) = r(d)
(iii) x(t), y(t) jsou spojité v [c, d]
(iv) existuje konečně mnoho č́ısel c1, c2, . . . , cn ∈ (a, b), c = c0 < c1 < c2 <

· · · < cn < cn+1 = d, tak, že existuj́ı x′(t), y′(t) v každém intervalu [ci, ci+1],
i = 0, 1, 2, . . . , n.

Označ́ıme-li C = r(c), D = r(d), pak C = D. Označme ještě Ci = r(ci). Označme
ki = {r(t); t ∈ [ci, ci+1]} hladké části. Řekneme, že ki, ki+1 jsou souhlasně oriento-
vané, pokud bod Ci+1 je koncový bod jedné z nich a počátečńı té druhé. Orientujme
nyńı nějakou ki pořad́ım bod̊u Ci, Ci+1. Vedleǰśı, ki−1, ki+1 orientujme souhlasně s
ki a tak pokračujeme. Nakonec jsme zorientovali celé k.

Snadno je vidět, že orientaci uzavřené křivky můžeme zadat pomoćı tř́ı na ńı
lež́ıćıch bod̊u A,B,C t́ım, že zadáme pořad́ı těchto bod̊u, např. ABC. Pǐsme pak
kABC .

Př́ıklad 13.2. Vypoč́ıtejte
∫
kABC

xydx + ydy, kde kABC je uzavřená oriento-

vaná křivka spojuj́ıćı úsečkami body A = [0, 0], B = [1, 0], C = [0, 1].

Řešeńı. Křivka je znázorněná na obrázku 1. Červená křivka je daná orientovaná
uzavřená křivka (orientace je v pořad́ı A,B,C) a modré vektory jsou zadané pole.
Na dolńı úsečce je pole nulové, tak tam žádné modré vektory nejsou. Křivka se

161
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Obrázek 1. Práce v silovém poli.

nám rozpadne na tři hladké křivky (úsečky)

k1 : x = t, t ∈ [0, 1],

y = 0,

k2 : x = 1− t, t ∈ [0, 1],

y = t,

k3 : x = 0, t ∈ [0, 1],

y = 1− t.

Tedy∫
k1

xydx+ ydy =

∫ 1

0

t.0 + 0 = 0,∫
k2

xydx+ ydy =

∫ 1

0

(1− t)t(−1) + (1− t) dt = −1

6
,

∫
k3

xydx+ ydy =

∫ 1

0

0 + 0 = 0.
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Tedy∫
k

xydx+ ydy =

∫
k1

xydx+ ydy +

∫
k2

xydx+ ydy +

∫
k3

xydx+ ydy = −1

6
.

�

Př́ıklad 13.3. Nechť α > 0. Vypoč́ıtejte
∫
kα

2xdx + 2ydy, kde kα = kABC

je uzavřená orientovaná křivka spojuj́ıćı body A = [0, 0], B = [1, 1], C = [1
2 ,

1
2 ]

parametricky

k1 : x = t, t ∈ [0, 1],

y = tα,

k2 : x = 1− t, t ∈ [0, 1],

y = 1− t.

Řešeńı. Jedná se o nekonečně mnoho křivek pro r̊uzná α. Pro několik α jsou zo-
brazeny na obrázku 2. Pro α = 0.2 je zobrazena pomoćı zelených vektor̊u orientace.
Tedy∫

kα

2xdx+ 2ydy =

∫ 1

0

2t+ 2tα.αtα−1 dt+

∫ 1

0

2(1− t)(−1) + (1− t)(−1) dt,

=

∫ 1

0

2t+ 2αt2α−1 dt+ 2

∫ 1

0

2t− 2 dt = [t2 + t2α + 2(t2 − 2t)]10 = 0.

�

2. Greenova věta

Nejprve si promluv́ıme o orientaci. Základńım kamenem je orientace vek-
torového prostoru. Uvažujme vektorový prostor R3 a buď B množina všech báźı
R3. Každé bázi B = [u, v, w], kde u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3), w = (w1, w2, w3),
můžeme přǐradit jej́ı determinant

det(B) := det

u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

 .

Protože jde o bázi, determinant neńı roven nule. Je tedy buď det(B) > 0 nebo
det(B) < 0. Množina všech báźı se nám t́ım rozpadne na dvě tř́ıdy, ty s kladným
determinantem a ty se záporným determinantem. Jednu z těchto tř́ıd označ́ıme
za kladnou a t́ım jsme zvolili orientaci prostoru R3. Je zvykem volit za klad-
nou tu tř́ıdu, pro kterou je determinant kladný. Takovým báźım budeme ř́ıkat
pravotočivé báze či pravotočivé systémy. Uvažujme nyńı křivku k ve smyslu definice
13.1(představujme si třeba elipsu, trojúhelńık, ... ). Ta nám rozděĺı rovinu na dvě
části, vnitřek Ω křivky k a jej́ı vněǰsek, tj. ta neomezená část. Volbou normály
k Ω (tj. zvoĺıme buď vektor (0, 0, 1) či (0, 0,−1)) orientujeme oblast Ω. Označme
e3 = (0, 0, 1). Budeme ř́ıkat, že Ω je kladně orientovaná, pokud zvoĺıme vektor e3

za kladnou orintaci.
Křivka k nemá obecně tečnu ve všech svých bodech, existuje ale maximálně

konečná množina bod̊u, ve kterých tečna neńı. Hladkým bodem nazveme bod, ve
kterém tečna existuje.
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Obrázek 2. Práce v silovém poli.

Definice 13.4. Nechť Ω je oblast v R2 kladně orientovaná a nechť jej́ı hranice
k je uzavřená křivka k ve smyslu definice 13.1. Orientujme nějak křivku k pomoćı
tečných vektor̊u. Řı́káme, že křivku k je souhlasně orientovaná s Ω, pokud ve všech
hladkých bodech křivky k vektory [n, t, e3] tvoř́ı pravotočivý systém (n je jednotkový
vektor vněǰśı normály).

Pod́ıvejme se, co to znamená prakticky. Viz obrázek 3. Aby byla báze [n, t, e3]
kladná, muśıme vektor t orientovat ”proti” směru hodinových ručiček, pokud se na
oblast Ω d́ıváme ”shora”, tj. proti vektoru e3. Jinak by byl det[n,−t, e3] záporný.
Máme-li tedy oblast Ω v rovině, tak kladně orientovanou hranici poznáme tak, že
jsme křivku proběhli ”proti směru chodu” hodinových ručiček.

Nyńı si vyslov́ıme Greenovu větu. Převád́ı křivkový integrál přes hranici k na
dvojný integrál přes oblast Ω.

Věta 13.5. Nechť Ω je kladně orientovaná oblast se souhlasně orientovanou
hranićı k = ∂Ω. Nechť je dáno hladké pole f(x, y), g(x, y). Pak∫

∂Ω

f(x, y)dx+ g(x, y)dy =

∫∫
Ω

(∂g
∂x

(x, y)− ∂f

∂y
(x, y)

)
dxdy.
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Obrázek 3. Souhlasná orientace hranice.

D̊ukaz. Důkaz provedem pouze ve speciálńım př́ıpadě pro konvexńı oblast s
hladkou hranićı (konvexńı znamená, že s libovolnými dvěma body A,B ∈ Ω tam
lež́ı celá úsečka s koncovými body A,B). Takovou nějakou oblast si namalujeme na
obrázku 4. Zelený vektor dává orientaci. Označme ještě k1 ”dolńı” část hranice,
k2 horńı. Nyńı poč́ıtejme.

I1 :=

∫∫
Ω

∂f

∂y
(x, y)dydx =

∫ b

a

∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

∂f

∂y
(x, y)dydx

=

∫ b

a

[
f(x, y)

]y=ϕ2(x)

y=ϕ1(x)
dx =

∫ b

a

(
f(x, ϕ2(x))− f(x, ϕ1(x))

)
dx.
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Obrázek 4. Obrázek k d̊ukazu Greenovy věty.

Dále poč́ıtejme (pozor na opačnou orientaci k2)

∫
k

f(x, y)dx =

∫
k1

f(x, y)dx+

∫
k2

f(x, y)dx =

∣∣∣∣∣∣
x = t x = t
y = ϕ1(t) y = ϕ2(t)
dx = dt dx = dt

∣∣∣∣∣∣
=

∫ b

a

f(t, ϕ1(t))dt−
∫ b

a

f(t, ϕ2(t))dt = −I1.

Tedy

−
∫∫

Ω

∂f

∂y
(x, y)dydx =

∫
k

f(x, y)dx.

Analogicky můžeme dokázat∫∫
Ω

∂g

∂x
(x, y)dydx =

∫
k

f(x, y)dy,
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což dohromady dává

∫∫
Ω

(∂g
∂x

(x, y)− ∂f

∂y
(x, y)

)
dxdy =

∫
∂Ω

f(x, y)dx+ g(x, y)dy.

�

Př́ıklad 13.6. Nechť k je kladně orientovaná uzavřená křivka x2

a2 + y2

b2 = 1.
Spočitejte ∫

k

(x+ y)dx− (x− y)dy.

Řešeńı. Křivka je namalovaná na obrázku 5. Zelený vektor je orientace a modré
vektory jsou zadané vektorové pole. Podle Greenovy věty je

Obrázek 5. Obrázek ke Greenově větě.
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k

(x+ y)dx− (x− y)dy =

∫
k

(x+ y)dx+ (y − x)dy

=

∫∫
M

(∂(y − x)

∂x
− ∂(x+ y)

∂y

)
dxdy =

∫∫
M

(−1− 1) dxdy

= −2

∫∫
M

dxdy = −2

∫ 2π

0

∫ 1

0

ab%d%dϕ = −2πab.

�

Př́ıklad 13.7. Nechť k je kladně orientovaná hranice oblasti M = {[x, y]; 1 ≤
x2 + y2 ≤ 4, x ≤ y ≤

√
3x}. Spoč́ıtejte∫

k

1

x
arctg

y

x
dx+

2

y
arctg

x

y
dy.

Řešeńı. Křivka je namalovaná na obrázku 6. Zelený vektor je orientace a modré
vektory jsou zadané vektorové pole. Spoč́ıtejme

Obrázek 6. Obrázek ke Greenově větě.
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∂

∂x

(2

y
arctg

x

y

)
=

2

y

1

1 + x2

y2

1

y
=

2

x2 + y2
,

∂

∂y

( 1

x
arctg

y

x

)
=

1

x

1

1 + y2

x2

1

x
=

1

x2 + y2
.

Podle Greenovy věty je∫
k

1

x
arctg

y

x
dx+

2

y
arctg

x

y
dy

=

∫∫
M

( 2

x2 + y2
− 1

x2 + y2

)
dxdy =

∫∫
M

1

x2 + y2
dxdy

=

∫ π/3

π/4

∫ 2

1

1

r2
r drdϕ =

∫ π/3

π/4

∫ 2

1

1

r
drdϕ

=

∫ π/3

π/4

[ln r]21ϕ = ln 2[ϕ]
π/3
π/4 =

π ln 2

12
.

�

Je ovšem možné použ́ıt Greenovu větu i na mezikruž́ı či jinou oblast, ze které
je vyř́ıznutá d́ıra či několik děr. Muśıme si ale uvědomit orientaci hranice. Na
obrázku 7 vid́ıme oblast Ω, ktrerá vznikla vyř́ıznut́ım menš́ı elipsy z větš́ı. Jde nám
o orientaci hranice. Část k1 je stejná jako na obrázku 3. Ale aby byla orientace
n, t, e3 kladná u křivky k2, muśı vektor t směřovat po směru hodinových ručiček.
Prakticky to vid́ıme na obrázku 8. Jde o oblast se dvěma otvory. Zelené vektory
udávaj́ı kladnou orientaci. Jako př́ıklad si můžeme spoč́ıtat následuj́ıćı.

Př́ıklad 13.8. Nechť k je kladně orientovaná hranice oblasti M = {[x, y];x2 +
y2 ≤ 9, (x− 1)2 + y2 ≥ 1}. Spoč́ıtejte∫

k

y2dx+ x2dy.

Řešeńı. Daná křivka je na obrázku 9. Zelené vektory určuj́ı kladnou orientaci.
Zřejmě je křivka k složená ze dvou křivek, k1 a k2. Křivka k1 je kruňice se středem
[0, 0] a poloměrem 3. Parametrické rovnice jsou

k1 : x = 3 cos t dx = −3 sin tdt t ∈ [0, 2π]

y = 3 sin t dy = 3 cos tdt.

Tato parametrizace nám proběhne křivku k1 proti směru hodinových ručiček, čili
kladně. Dále křivka k2 je také kružnice se středem [1, 0] a poloměrem 1, ovšem
muśıme ji proběhnout po směru hodinových ručiček. To nám udělá následuj́ıćı
parametrizace.

k2 : x = 1 + cos t dx = − sin tdt t ∈ [0, 2π]

y = − sin t dy = − cos tdt.

Potom lze psát∫
k

y2dx+ x2dy =

∫
k1

y2dx+ x2dy +

∫
k2

y2dx+ x2dy := I1 + I2.
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Obrázek 7. Souhlasná orientace hranice.

Dále

I1 =

∫ 2π

0

(
9 sin2 t(−3 sin t) + 9 cos2 t(3 cos t)

)
dt

= 27

∫ 2π

0

(
(1− cos2 t)(− sin t) + (1− sin2 t)(cos t)

)
dt

= 27
{
−
∫ 2π

0

sin tdt+

∫ 2π

0

cos2 t sin tdt+

∫ 2π

0

cos tdt−
∫ 2π

0

sin2 t cos tdt
}

= 27
[

cos t− cos3 t

3
+ sin t+

sin3 t

3

]2π
0

= 0.
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Obrázek 8. Souhlasná orientace hranice.

Daľśı integrál je

I2 =

∫ 2π

0

(
sin2 t(− sin t) + (1 + cos t)2(− cos t)

)
dt

=

∫ 2π

0

(
(1− cos2 t)(− sin t) + (1 + 2 cos t+ cos2 t)(− cos t)

)
dt

=
{
−
∫ 2π

0

sin tdt+

∫ 2π

0

cos2 t sin tdt

−
∫ 2π

0

cos tdt− 2

∫ 2π

0

cos2 tdt−
∫ 2π

0

(1− sin2 t) cos tdt
}

=
{
−
∫ 2π

0

sin tdt+

∫ 2π

0

cos2 t sin tdt

−
∫ 2π

0

cos tdt− 2

∫ 2π

0

cos2 tdt−
∫ 2π

0

cos tdt+

∫ 2π

0

sin2 t cos tdt
}

=
{
−
∫ 2π

0

sin tdt+

∫ 2π

0

cos2 t sin tdt

−
∫ 2π

0

cos tdt−
∫ 2π

0

(1 + cos 2t)dt−
∫ 2π

0

cos tdt+

∫ 2π

0

sin2 t cos tdt
}

=
[

cos t− cos3 t

3
− sin t− t− sin 2t

2
− sin t+

sin3 t

3

]2π
0

= −2π.
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Obrázek 9. Souhlasná orientace hranice.

Tedy

∫
k

y2dx+ x2dy = −2π.

Daný křivkový integrál ovšem můžeme spoč́ıtat pomoćı Greenovy věty. Označme

Ω1 = {[x, y];x2 + y2 ≤ 9}, Ω2 = {[x, y]; (x− 1)2 + y2 ≥ 1}.
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Užijeme postupně polárńı souřadnice x = 3r cosϕ, y = 3r sinϕ a x = 1+r cosϕ, y =
r sinϕ. Dostaneme∫
k

y2dx+ x2dy =

∫∫
Ω

(2x− 2y)dxdy =

∫∫
Ω1

(2x− 2y)dxdy −
∫∫

Ω2

(2x− 2y)dxdy

=

∫ 2π

0

∫ 3

0

2(r cosϕ− r sinϕ)rdrdϕ−
∫ 2π

0

∫ 1

0

2((1 + r cosϕ)− r sinϕ)rdrdϕ

=

∫ 2π

0

[2

3
r3(cosϕ− sinϕ)

]3
r=0

dϕ−
∫ 2π

0

[
r2 +

2

3
r3(cosϕ− sinϕ)

]1
r=0

dϕ

= 18

∫ 2π

0

(cosϕ− sinϕ)dϕ−
∫ 2π

0

(
1 +

2

3
(cosϕ− sinϕ)

)
dϕ

= 18
[
− sin t− cos t

]2π
0
−
[
t+

2

3
(sinϕ+ cosϕ)

]2π
0

= 18
[
− sin t− cos t

]2π
0
−
[
t
]2π

0
+

2

3

[
sinϕ+ cosϕ

]2π
0

= −2π.

�

3. Fyzika a Greenova věta

Zat́ım jsme uvažovali pouze křivkový integrál jako práce, kterou vykoná pole
podél orientované křivky. My si zde poṕı̌seme trochu jinou fyzikálńı interpretaci.
Představme si, že sledujeme proud́ıćı kapalinu (třeba vodu) v potoce. Samozřejmě
vid́ıme jen proud́ıćı hladinu. Předpokládejme, že se rychlost prouděńı s časem
neměńı. Vyberme si bod o souřadnićıch [x, y] na hladině a hoďme tam zrnko
prachu. V momentě, kdy se zrnko začne pohybovat, změř́ıme jeho rychlost. To
je vektor o souřadnićıch (f(x, y), g(x, y)). T́ım jsme dostali dvourozměrné pole. To
je dvourozměrné rychlostńı pole proud́ıćı kapaliny. Představme si nějaké takové
rychlostńı pole. Viz obrázek 10. Fixujme nějaký bod S. Zvolme poloměr r a
opǐsme kružnici k se středem S a poloměrem r. Zvolme si na ńı bod [x, y]. V

tomto bodě uvažujme zadané rychlostńı pole ~F = (f(x, y), g(x, y)), viz modrá

šipka. Vezmeme elementárńı malý tečný vektor ~ds ve směru tečny ke kružnici

v bodě [x, y]. To je oranžová šipka. Vı́me, že projekce ~F do ~ds je dána skalárńım

součinem ~F . ~ds = f(x, y)dx+ g(x, y)dy, to je ta zelená šipka. Poč́ıtejme nyńı, jakou

úhlovou rychlost́ı se pohybuje bod [x, y] kolem S. Jeho rychlost je v = ~F . ~ds a v́ıme
už ze středńı školy, že úhlová rychlost ω je dána vzorcem

ω(x, y) := ω =
v

r
.

Tedy

ω(x, y) := ω =
~F . ~ds

r
=

1

r
(f(x, y)dx+ g(x, y)dy).

Spoč́ıtejme nyńı pr̊uměrnou úhlovou rychlost přes danou kružnici. Tu dostaneme
tak, že posčitáme jednotlivé úhlové rychlosti a vyděĺıme to délkou kružnice k. Na
obrázku 11 vid́ıme nějaké modré rychlostńı pole a jeho projekce do tečných vektor̊u,
to jsou zelené vektory. Sečteńım zlených vektor̊u a vyděĺıme to délkou kružnice k
dostaneme (mı́sto konečné ho součtu je zde integrál)

ωpr̊uměr :=
1

2πr

1

r

∫
k

f(x, y)dx+ g(x, y)dy =
1

2

1

πr2

∫
k

f(x, y)dx+ g(x, y)dy.
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Obrázek 10. Rotace pole.

Veličina ωpr̊uměr ale ve skutečnosti ř́ıká, jak moc se dané pole otácč́ı kolem bodu
S. Tato veličina se ale dá pomoćı Greenovy věty spoč́ıtat následovně. Označme
B(S, r) kruh o poloměru r a se středem S. Pak

ωpr̊uměr :=
1

2

1

πr2

∫
k

f(x, y)dx+ g(x, y)dy

=
1

2

1

πr2

∫∫
B(S,r)

(∂g
∂x

(x, y)− ∂f

∂y
(x, y)

)
dxdy.

Oznečme na moment souřadnice bodu S = [x0, y0]. Pokud začneme j́ıt s poloměrem

r k nule, můžeme považovat ∂g
∂x (x, y)− ∂f

∂y (x, y) přibližně za konstantńı v B(S, r) a

tedy

∂g

∂x
(x, y)− ∂f

∂y
(x, y) ≈

∂g

∂x
(x0, y0)− ∂f

∂y
(x0, y0).
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Obrázek 11. Rotace pole.

Pak

ωpr̊uměr =
1

2

1

πr2

∫∫
B(S,r)

(∂g
∂x

(x, y)− ∂f

∂y
(x, y)

)
dxdy

≈
1

2

1

πr2

∫∫
B(S,r)

(∂g
∂x

(x0, y0)− ∂f

∂y
(x0, y0)

)
dxdy

=
1

2

1

πr2
πr2
(∂g
∂x

(x0, y0)− ∂f

∂y
(x0, y0)

)
=

1

2

(∂g
∂x

(x0, y0)− ∂f

∂y
(x0, y0)

)
.

Z toho vid́ıme, že výraz ∂g
∂x (x0, y0) − ∂f

∂y (x0, y0) nám popisuje mı́ru otáčeńı pole

kolem bodu [x0, y0], jinak řečeno popisuje mı́ru rotace. Takže se zavád́ı označeńı
rotace pole

rot~F (x0, y0) = rot(f(x0, y0)g(x0, y0)) =
∂g

∂x
(x0, y0)− ∂f

∂y
(x0, y0).
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A pro lokálńı úhlovou rychlost rotace v bodě [x0, y0] plat́ı

ω(x0, y0) =
1

2
rot(f(x0, y0)g(x0, y0)).

Pole, které má v každém bodě nulovou rotaci, nemá žádné v́ıry a proto se nazývá
nev́ırové pole, viz následuj́ıćı definice.

Definice 13.9. Nechť ~F (x, y) = f(x, y)g(x, y) je dané rovinné pole. Potom

rot~F (x, y) =
∂g

∂x
(x, y)− ∂f

∂y
(x, y).

Pokud rot(~F (x, y)) = 0 pro každé [x, y], nazýváme pole ~F (x, y) nev́ırové.

Greenovu větu pak můžme přepsat do tvaru∫
k

~F . ~ds =

∫∫
Ω

rot~F (x, y)dxdy.

Takto to ṕı̌sou fyzikové.

4. Nezávislost integrálu na cestě, potenciál

Jistě si pamatujete už ze základńı školy, že potenciálńı energie tělesa o hmot-
nostim ve výšce h nad povrchem Země je dán vzorečkem E = mgh. Na to, abychom
tuto energii źızkali, je nutné, abychom těleso do té výšky vytáhli. Na obrázku 12 je
vidět několik křivek, po kterých jsme vytáhli těleso do výšky h. Potřebná energie
je mgh, což je ale výraz, který v̊ubec nezáviśı na tom, po které křivce jsme těleso
vytáhli. Uvědomme si, že energie je rovna práci, kterou na vytažeńı vykonáme v

silovém poli Země. To je dáno ~F = (0,−mg). Práce A se spoč́ıtá jako křivkový
integrál

A1 =

∫
k1

~F . ~ds, A2 =

∫
k2

~F . ~ds, A3 =

∫
k3

~F . ~ds.

Protože energie mgh se rovná práci, je A1 = A2 = A3 = mgh. Čili nezáviśı na
křivce, po které integrujeme. Výsledek záviśı jen ne výšce h, tj. na počátečńım
bodu a koncovém bodu.

Představme si, že např. po křivce k1 vytáhneme těleso do výšky h a po křivce
k2 jej spust́ıme dol̊u. Nejprve vykonáme práci A1 a potom zase pole koná práci
A2, čili vykonáme práci −A2. Protože A1 = A2, je celkové práce rovna nule. To
by šlo také formulovat takto: v homogenńım t́ıhovém poli Země je každý křivkový
integrál přes uzavřenou křivku nulový.

V př́ıkladu 13.3 jsme viděli, že integrál přes uzavřenou křivku kα byl vždy
nulový. To neńı náhoda. Dalo by se vypoč́ıtat, že vyjde nula pro libovolnou
uzavřenou křivku. Ukážeme si názorný př́ıklad.

Je dáno pole (2xy, x2+y2). Nechť α > 0 a buď kα křivka x = t, y = tα, t ∈ [0, 1]
orientovaná od C = [0, 0] do D = [1, 1]. Vypoč́ıtejme∫

kCD

2xydx+ (x2 + y2)dy.
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Obrázek 12. Potenciál nad povrchem Země.

Zřejmě je

∫
kCD

2xydx+ (x2 + y2)dy =

∫ 1

0

(
2t tα + (t2 + t2ααtα−1)

)
dt

=

∫ 1

0

(
(2 + α)tα+1 + αt3α−1

)
dt =

[2 + α

α+ 2
tα+2 +

α

3α
t3α
]1

0

=
[
tα+2 +

1

3
t3α
]1

0
=

4

3
.

Vid́ıme, že výsledek nezáviśı na α.
Můžeme učinit závěr, že pro některá pole práce (čili křivkový integrál) záviśı

na počátečńım a koncovém bodě a na ničem jiném, a pro některá pole záviśı práce
na počátečńım a koncovém bodě a také na křivce, po které integrujeme.

Proč to tak je? Jsme schopni odhalit nějaký hlubš́ı argument? Zkusme to zcela
obecně. Buď kCD orientovaná křivka, k = (x(t), y(t)), t ∈ [c, d], [x(c), y(c)] = [0, 0]
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a [x(d), y(d)] = [1, 1]. Pak∫
kCD

2xydx+ (x2 + y2)dy =

∫ d

c

(
2x(t)y(t)x′(t) + (x2(t) + y2(t))y′(t)

)
dt

=

∫ d

c

(
x2(t)y(t) +

1

3
y3(t)

)′
dt =

[
x2(t)y(t) +

1

3
y3(t)

]d
c

=
(
x2(d)y(d) +

1

3
y3(d)

)
−
(
x2(c)y(c) +

1

3
y3(c)

)
=

4

3
.

Takže jsme ukázali, že tento integrál záviśı jenom na počátečńım a koncovém bodě,
ne už na křivce, po které integrujeme.

Pokud naṕı̌seme x(t) = x, y(t) = y, x′(t)dt = dx, y′(t)dt = dy, lze psát

2xydx+ (x2 + y2)dy =
∂(x2y + 1

3y
3)

∂x
dx+

∂(x2y + 1
3y

3)

∂y
dy

a tedy 2xydx+(x2+y2)dy je totálńı diferenciál funkce x2y+ 1
3y

3. Předchoźı výpočet
jsme pak mohli napsat takto:∫

kCD

2xydx+ (x2 + y2)dy =
[
x2y +

1

3
y3
][1,1]

[0,0]
=

4

3
.

Funkce x2y + 1
3y

3 se nazývá potenciálem pole (2xy, x2 + y2) a samotné pole se
nazývá konzervativńım či potenciálńım.

Definice 13.10. Buď
(
f(x, y), g(x, y)

)
, resp.

(
f(x, y, z), g(x, y, z), h(x, y, z)

)
,

pole v Ω ⊂ R2 resp. Ω ⊂ R3, Ω otevřená. Nechť existuje funkce P (x, y), resp.
P (x, y, z) v Ω taková, že

∂P

∂x
= f,

∂P

∂y
= g,

resp.
∂P

∂x
= f,

∂P

∂y
= g,

∂P

∂z
= h.

Pak funkci P nazýváme potenciálem pole (f, g), resp. (f, g, h), v Ω a ř́ıkáme, že
dané pole je potenciálńı či konzervativńı.

Věta 13.11. Buď
(
f(x, y), g(x, y)

)
, resp.

(
f(x, y, z), g(x, y, z), h(x, y, z)

)
, po-

tenciálńı pole v Ω ⊂ R2, resp. Ω ⊂ R3 s potenciálem P . Buď kCD libovolná
orientovaná křivka lež́ıćı v Ω, která spojuje body C,D orientovaná od C do D. Pak∫

kCD

f(x, y)dx+ g(x, y)dy = P (D)− P (C),

resp. ∫
kCD

f(x, y)dx+ g(x, y)dy + h(x, y)dz = P (D)− P (C).

D̊ukaz. Jen pro rovinný př́ıpad. Nechť kCD je dána parametricky x(t), y(t), t ∈
[c, d], C = [x(c), y(c)], D = [x(d), y(d)]. Poč́ıtejme

d

dt
P (x(t), y(t)) =

∂P

∂x
(x(t), y(t))x′(t) +

∂P

∂y
(x(t), y(t))y′(t)

a protože
∂P

∂x
= f,

∂P

∂y
= g,
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máme
d

dt
P (x(t), y(t)) = f(x(t), y(t))x′(t) + g(x(t), y(t))y′(t).

Potom plat́ı∫
kCD

f(x, y)dx+ g(x, y)dy =

∫ d

c

f(x(t), y(t))x′(t) + g(x(t), y(t))y′(t) dt

=

∫ d

c

d

dt
P (x(t), y(t))dt = [P (x(t), y(t))]dc = P (D)− P (C).

�

T́ım jsme dokázali následuj́ıćı větu.

Věta 13.12. Nechť je dáno v nějaké oblasti Ω potenciálńı pole. Potom pro
libovolnou uzavřenou křivku k plat́ı∫

k

f(x, y)dx+ g(x, y)dy = 0.

Tato věta plat́ı i naopak a lze tedy vyslovit toto:

Věta 13.13. Nechť je dáno v nějaké oblasti Ω pole. Potom následuj́ıćı podmı́nky
jsou ekvivalentńı:

(i)
∫
k
f(x, y)dx+ g(x, y)dy = 0 pro každou uzavřenou křivku.

(ii) Pole je potenciálńı.

D̊ukaz. Implikace (ii) ⇒ (i) je dokázána ve větě 13.12. Dokážeme opačnou
implikaci. Předpokládejme, že pro každou uzavřenou křivku plat́ı∫

k

f(t, s)dt+ g(t, s)ds = 0.

Zvolme [x0, y0] ∈ Ω. Zvolme [x, y] ∈ Ω a nechť k je libovolná křivka spojuj́ıćı
počátečńı bod [x0, y0] s koncovým bodem [x, y]. Definujme potom

P (x, y) =

∫
k

f(t, s)dt+ g(t, s)ds.

Pokud si někdo zvoĺı jinou křivku k1 s počátečńım bodem [x0, y0] a koncovým
bodem [x, y], tak d́ıky předpokladu (i) máme∫

k

f(t, s)dt+ g(t, s)ds−
∫
k1

f(t, s)dt+ g(t, s)ds = 0

a tedy je ∫
k

f(t, s)dt+ g(t, s)ds =

∫
k1

f(t, s)dt+ g(t, s)ds.

Hodnota F (x, y) tedy nezáviśı na křice, ale pouze na počátečńım bodu [x0, y0] a
koncovém bodu [x, y]. Je tedy dobře definovaná.

Vezmeme nyńı body [x, y] a [x+ h, y]. Nechť k1 je křivka s počátečńım bodem
[x0, y0] a koncovým bodem [x, y], k2 s počátečńım bodem [x0, y0] a koncovým bodem
[x + h, y] a l buď úsečka s počátečńım bodem [x, y] a koncovým bodem [x + h, y].
Viz obrázek 13. Zelené šipky udávaj́ı orientaci. Poč́ıtejme

1

h
(P (x+ h, y)− P (x, y)) =

1

h

(∫
k2

f(t, s)dt+ g(t, s)ds−
∫
k1

f(t, s)dt+ g(t, s)ds
)
.
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Obrázek 13. Důkaz existence potenciálu.

Dı́ky předpokladu (i) plat́ı

−
∫
k1

f(t, s)dt+ g(t, s)ds+

∫
k2

f(t, s)dt+ g(t, s)ds−
∫
l

f(t, s)dt+ g(t, s)ds = 0,

z čehož plyne

−
∫
k1

f(t, s)dt+ g(t, s)ds+

∫
k2

f(t, s)dt+ g(t, s)ds =

∫
l

f(t, s)dt+ g(t, s)ds.

Potom lze psát

1

h
(P (x+ h, y)− P (x, y)) =

1

h

∫
l

f(t, s)dt+ g(t, s)ds.

Parametrizace l je (x+ t, y), t ∈ [0, h]. Tedy

1

h
(P (x+ h, y)− P (x, y)) =

1

h

∫ h

0

f(x+ t, y)dt.

Na obou stranách nyńı přejdeme k limitńımu přechodu pro h→ 0. Vı́me už dávno,
že

lim
h→0

1

h
(P (x+ h, y)− P (x, y)) =

∂P

∂x
(x, y).
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Pokud je hmalé, můžeme na intervalu [0, h] považvat hodnotu f(x+t, y) za přibližně
konstantńı a to rovnou f(x, y). Pravá strana pak vyjde

1

h

∫ h

0

f(x+ t, y)dt ≈ 1

h

∫ h

0

f(x, y)dt =
1

h
hf(x, y) = f(x, y).

Vyšlo nám tedy

∂P

∂x
(x, y) = f(x, y).

Úplně stejně by nám vyšlo

∂P

∂y
(x, y) = g(x, y)

a P (x, y) je tedy potenciál zadaného pole.

�

Př́ıklad 13.14. Buď (2xy, x2 + y2) pole v rovině. Najděte potenciál.

Řešeńı. Muśı být ∂P
∂x = 2xy, ∂P

∂y = x2 + y2. Tedy

P (x, y) =

∫
2xydx = x2y + c(y).

Dále
∂P

∂y
= x2 + c′(y) = x2 + y2

a máme c′(y) = y2, z čehož c(y) = 1
3y

3 + c. tedy

P (x, y) = x2y +
1

3
y3 + c.

�

Předchoźı postup nám dost připomı́ná postup při řešeńı exaktńı diferenciálńı
rovnice. Ono je to v podstatě podobné. Ale jako nemuśı být každá rovnice exaktńı,
nemuśı být každé pole potenciálńı. To se během výpočtu skutečně projev́ı.

Př́ıklad 13.15. Buď (2xy,−x2 + y2) pole v rovině. Najděte potenciál.

Řešeńı. Muśı být ∂P
∂x = 2xy, ∂P

∂y = −x2 + y2. Tedy

P (x, y) =

∫
2xydx = x2y + c(y).

Dále
∂P

∂y
= x2 + c′(y) = −x2 + y2

a máme c′(y) = 2x2 + y2. Protože c′(y) je pouze funkce y a pravá strana explicitně
záviśı na x, nelze nikdy tuto rovnici splnit. Z toho vid́ıme, že dané pole nemá
potenciál.

�

Lze ale nějak poznat na daném poli (teď už se omeźıme pouze na rovinná pole),
zda má potenciál, aniž bychom integrovali? To skutečně jde. Představme si nějaké
potenciálńı pole (f(x, y), g(x, y) s potenciálem P (x, y). Potom

∂P (x, y)

∂x
= f(x, y),

∂P (x, y)

∂y
= g(x, y).
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Potom
∂2P (x, y)

∂x∂y
=
∂f(x, y)

∂y
,

∂2P (x, y)

∂y∂x
=
∂f(x, y)

∂x
.

Záměnnost parciálńıch derivaćı dává

∂f(x, y)

∂y
=
∂g(x, y)

∂x
.

Věta 13.16. Nechť (f(x, y), g(x, y)) je pole tř́ıdy C1(Ω) (tj. funkce ∂f(x,y)
∂x ,

∂f(x,y)
∂y ), ∂g(x,y)

∂x a ∂g(x,y)
∂y jsou spojité funkce v oblasti Ω). Potom plat́ı implikace:

Je-li toto pole potenciálńı, pak ∂f(x,y)
∂y = ∂g(x,y)

∂x .

Tato věta se dá obrátit, ale pouze na speciálńıch oblastech. Jde to na tzv.
jednoduše souvislých oblastech. To jsou v podstatě oblasti, které nemaj́ı d́ıry. Je
to např kruh, obdélńık, trojúhelńık, vnitřek elipsy atd. Ale neńı to třeba mezikruž́ı.

Věta 13.17. Nechť (f(x, y), g(x, y)) je pole tř́ıdy C1(Ω), kde Ω je jednoduše

souvislá oblast. Potom plat́ı implikace: Je-li ∂f(x,y)
∂y = ∂g(x,y)

∂x pak toto pole je

potenciálńı.

D̊ukaz. Typický př́ıklad jednoduše souvislé oblasti je konvexńı oblast. Dokažme
to tedy na ukázku jen pro konvexńı oblast. Zvolme k libovolnou uzavřenou křivku
v Ω. Protože Ω je konvexńı oblast, je celý vnitřek G křivky k podmnožinou Ω a
tedy hranice G je tedy pouze k (čili G je jednoduše souvislá). Podle Greenovy věty
(viz větu 13.5 - d̊ukaz byl udělán pro konvexńı oblasti) dostaneme∫

k

f(x, y)dx+ g(x, y)dy =

∫∫
G

(∂g
∂x

(x, y)− ∂f

∂y
(x, y)

)
dxdy.

Dı́ky předpokladu ∂f(x,y)
∂y = ∂g(x,y)

∂x máme∫
k

f(x, y)dx+ g(x, y)dy = 0.

Pro každou uzavřenou křivku k. Podle věty 13.13 je pole (f(x, y), g(x, y)) po-
tenciálńı.

�

Pro oblasti, které nejsou jednoduše souvislé, je to trochu složitěǰśı. Jak ukazuje

následuj́ıćı př́ıklad, tak obecně neplat́ı. Vezmeme pole (f, g) :=
(

x+y
x2+y2 ,−

x−y
x2+y2

)
definované v Ω = R2 \ {[0, 0]}. Př́ımým výpočtem dostaneme

∂f(x, y)

∂y
=
x2 + y2 − (x+ y)2y

(x2 + y2)2
=
x2 − 2xy − y2

(x2 + y2)2
,

∂g(x, y)

∂x
= −x

2 + y2 − (x− y)2x

(x2 + y2)2
=
x2 − 2xy − y2

(x2 + y2)2
.

Tedy ∂f(x,y)
∂y = ∂g(x,y)

∂x .

Poč́ıtejme nyńı potenciál.

P (x, y) =

∫
x+ y

x2 + y2
dx =

1

2
ln(x2 + y2) + arctan

x

y
+ c(y).
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Dále

∂P (x, y)

∂y
=

y

x2 + y2
− 1

1 + x2

y2

x

y2
+ c′(y) = − x− y

x2 + y2
+ c′(y) = − x− y

x2 + y2
.

Tedy c′(y) = 0 a lze vźıt c(y) = 0. Pokud tedy existuje potenciál, je

P (x, y) =
1

2
ln(x2 + y2) + arctan

x

y
.

Toto ale neńı potenciál v Ω. Zvolme pevné x > 0. Spočtěme

lim
y→0+

P (x, y) = lim
y→0+

1

2
ln(x2 + y2) + arctan

x

y
= lnx+

π

2
,

lim
y→0−

P (x, y) = lim
y→0−

1

2
ln(x2 + y2) + arctan

x

y
= lnx− π

2
,

Pro x < 0 máme

lim
y→0+

P (x, y) = lim
y→0+

1

2
ln(x2 + y2) + arctan

x

y
= lnx− π

2
,

lim
y→0+

P (x, y) = lim
y→0+

1

2
ln(x2 + y2) + arctan

x

y
= lnx+

π

2
.

Funkci P tedy nelze spojitě navázat přes y = 0.
Nicméně v horńı polorovině to potenciál je (a v dolńı pochopitelně taky), ale

nejde to svázat. Pokud definujeme např.

P̃ (x, y) =


1
2 ln(x2 + y2) + arctan x

y pro y > 0,
1
2 ln(x2 + y2) + arctan x

y − π pro y < 0,

lnx+ π
2 pro y = 0, x < 0,

je toto potenciál v oblasti R2 \ {[x, y];x ≥ 0, y = 0}.
Spočtěme ještě ∫

k

x+ y

x2 + y2
dx− x− y

x2 + y2
dy,

kde k je kružnice se středem v počátku a poloměrem 1. Tedy k : x = cos t, y =
sin t, t ∈ [0, 2π]. Dostaneme∫ 2π

0

( cos t+ sin t

cos2 t+ sin2 t
(− sin t)− cos t− sin t

cos2 t+ sin2 t
cos t

)
dt

=

∫ 2π

0

(− cos t sin t− sin2 t− cos2 t+ cos t sin t)dt = −
∫ 2π

0

dt = −2π.

Integrál přes uzavřenou křivku neńı roven nule. Z toho také vid́ıme, že nemůže
existovat potenciál.

Obrácená věta plat́ı jen pro speciálńı oblasti. My si uvedeme jen velmi speciálńı
př́ıpad.

Poznamenejme, že věty 13.16 a 13.17 se daj́ı vyslovit takto.

Věta 13.18. Nechť Ω je jednoduše souvislá oblast a (f(x, y), g(x, y)) buď pole.
Pak toto pole je potenciálńı právě když je nev́ırové.
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Př́ıklad 13.19. Uvažujme nyńı gravitačńı pole v rovině s centrem [0, 0]. Je

známo, že toto pole se dá zapsat
(
−κM x(x2 + y2)−

3
2 ,−κM y(x2 + y2)−

3
2

)
. Jakou

rychlost́ı muśıme vystřelit těleso o hmotnosti m ze vzdálenosti R od bodu [0, 0], aby
se už nevrátilo?

Řešeńı. Snadno se ověř́ı, že funkce P (x, y) = κM (x2 + y2)−
1
2 je potenciál

našeho pole. Tedy energii potřebnou k tomu, abychom přemı́stili naše těleso ze
vzdálenostR od centra gravitace do nekonečné vzdálenosti, jem(P (R, 0)−P (∞, 0)) =
κMm
R . Ale to muśı být rovno kinetické energii tohoto tělesa ve vzdálenosti R, tj.

1
2mv

2. Tedy
1

2
mv2 =

κMm

R
,

z čehož máme tzv. druhou kosmickou rychlost v =
√

2κM
R .

�



PŘEDNÁŠKA 14

Plošné integrály 1. druhu - bonus pro zvědavce

1. Plošný integrál 1. druhu

Definice 14.1. Množina L ⊂ R3 se nazývá hladký list, pokud existuje oblast
Ω ∈ R2 s hladkou hranićı ∂Ω a tři funkce dvou proměnných x(u, v), y(u, v), z(u, v) :
R2 → R3 takové, že

(i) L = {
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
; (u, v) ∈ Ω ∪ ∂Ω},

(ii) parciálńı derivace všech funkćı x, y, z podle všech proměnných jsou spojité
funkce v R2,

(iii) tečné vektory tu(u, v) :=
(
∂x
∂u ,

∂y
∂u ,

∂z
∂u

)
a tv(u, v) :=

(
∂x
∂v ,

∂y
∂v ,

∂z
∂v

)
jsou lineárně

nezávislé pro každé (u, v) ∈ Ω ∪ ∂Ω.

Připomeňme ještě, že tu(u, v)×tu(u, v) znač́ı vektorový součin vektor̊u tu(u, v), tu(u, v),
tj.

tu(u, v)× tu(u, v) =

(
det

(
∂y
∂u

∂z
∂u

∂y
∂v

∂z
∂v

)
,−det

(
∂x
∂u

∂z
∂u

∂x
∂v

∂z
∂v

)
,det

(
∂x
∂u

∂y
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

))
a ‖tu(u, v)× tu(u, v)‖ je velikost tohoto vektoru, tj.

‖tu(u, v)× tu(u, v)‖

=

√(∂y
∂u

∂z

∂v
− ∂y

∂v

∂z

∂u

)2

+
(∂x
∂u

∂z

∂v
− ∂x

∂v

∂z

∂u

)2

+
(∂x
∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

)2

.

Definice 14.2. Nechť L ⊂ R3 je hladký list a x(u, v), y(u, v), z(u, v) : R2 → R3

je jeho parametrizace. Nechť je dána funkce f(x, y, z) : R3 → R. Potom definujeme
plošný integrál 1. druhu předpisem∫∫

L

f(x, y, z)dσ =

∫∫
Ω

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))‖tu(u, v)× tu(u, v)‖dudv.

Př́ıklad 14.3. Je dáno č́ıslo a > 0. Vypoč́ıtejte∫∫
L

z
√
x2 + y2dσ,

kde L = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = a2, z ≥ 0}.

Řešeńı. Parametrizujme polosféru (v podstatě pomoćı sférických souřadnic s
pevným poloměrem a).

x = a cosϕ sin ν, ϕ ∈ [0, 2π],

y = a sinϕ sin ν, ν ∈ [0,
π

2
],

z = a cos ν.
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Dále jsou derivace (tečné vektory)

t1 = a(− sinϕ sin ν, cosϕ sin ν, 0),

t2 = a(cosϕ cos ν, sinϕ cos ν,− sin ν).

Potom t1 × t2 = a2(− cosϕ sin2 ν,− sinϕ sin2 ν,− sin ν cos ν) a

‖t1 × t2‖ = a2

√
cos2 ϕ sin4 ν + sin2 ϕ sin4 ν + sin2 ν cos2 ν = a2 sin ν.

Potom

m =

∫ 2π

0

∫ π
2

0

a cos ν

√
a2 cos2 ϕ sin2 ν + a2 sin2 ϕ sin2 ν a2 sin ν dϕ dν

= a4

∫ 2π

0

∫ π
2

0

cos ν
√

sin2 ν sin ν dϕ dν = a4

∫ 2π

0

∫ π
2

0

cos ν sin2 ν dϕ dν

= 2πa4
[1

3
sin3 ν

]π
2

0
=

2

3
πa4.

�



PŘEDNÁŠKA 15

Aplikace plošného integrálu 1. druhu

Nechť je dán list L s plošnou hustotou %(x, y, z).

1. Hmotnost plochy

Hmotnost je dána vzorečkem

m =

∫∫
L

%(x, y, z)dσ.

Př́ıklad 15.1. Je dáno č́ıslo a > 0. Vypoč́ıtejte hmotnost povrchu koule x2 +
y2 + z2 = a2, je-li hustota %(x, y, z) = x2y2.

Řešeńı. Parametrizujme sféru (v podstatě pomoćı sférických souřadnic s pevným
poloměrem a).

x = a cosϕ sin ν, ϕ ∈ [0, 2π],

y = a sinϕ sin ν, ν ∈ [0, π],

z = a cos ν.

Dále jsou derivace (tečné vektory)

t1 = a(− sinϕ sin ν, cosϕ sin ν, 0),

t2 = a(cosϕ cos ν, sinϕ cos ν,− sin ν).

Potom t1 × t2 = a2(− cosϕ sin2 ν,− sinϕ sin2 ν,− sin ν cos ν) a

‖t1 × t2‖ = a2

√
cos2 ϕ sin4 ν + sin2 ϕ sin4 ν + sin2 ν cos2 ν = a2 sin ν.
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Potom

m =

∫ 2π

0

∫ π

0

(a cosϕ sin ν)2(a sinϕ sin ν)2a2 sin νdϕdν

= a6

∫ 2π

0

∫ π

0

cos2 ϕ sin2 ϕ sin5 νdϕdν = a6

∫ 2π

0

cos2 ϕ sin2 ϕdϕ

∫ π

0

sin5 νdν

= a6

∫ 2π

0

1 + cos 2ϕ

2

1− cos 2ϕ

2
dϕ

∫ π

0

(1− cos2 ν)2 sin νdν

= a6

∫ 2π

0

1− cos2 2ϕ

4
dϕ

∫ −1

1

(1− t2)2(−dt)

=
1

2
a6

∫ 2π

0

sin2 2ϕdϕ

∫ 1

−1

(1− 2t2 + t4)dt

=
1

2
a6

∫ 2π

0

1− cos 4ϕ

2
dϕ . 2

∫ 1

0

(1− 2t2 + t4)dt

=
1

2
a6
[1

2
ϕ− 1

8
sin 4ϕ

]2π
0

[
t− 2t3

3
+
t5

5

]1
0

=
1

2
a6π
(

1− 2

3
+

1

5

)
=

4

15
πa6.

�

2. Velikost plochy

Polož́ıme-li v předchoźım vzorci %(x, y, z) = 1, dostaneme plošný obsah listu

S =

∫∫
L

dσ.

Př́ıklad 15.2. Vypoč́ıtejte povrch pláště kuželové plochy s poloměrem R a
výškou H (bez podstavy).

Řešeńı. Parametrizujme plochu (v podstatě pomoćı cylindrických souřadnic).

x = r cosϕ, ϕ ∈ [0, 2π],

y = r sinϕ sin ν, r ∈ [0, R],

z =
H

R
r.

Dále jsou derivace (tečné vektory)

t1 = (cosϕ, sinϕ,
H

R
),

t2 = r(− sinϕ, cosϕ, 0).

Potom t1 × t2 = r(−HR cosϕ,−HR sinϕ, 1) a

‖t1 × t2‖ = r

√
H2

R2
cos2 ϕ+

H2

R2
sin2 ϕ+ 1 =

√
R2 +H2

R
r.

Potom

S =

∫ 2π

0

∫ R

0

√
R2 +H2

R
rdrdϕ =

√
R2 +H2

R

∫ 2π

0

1

2
R2dϕ = πR

√
R2 +H2.

�
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3. Těžǐstě plochy

Statické momenty jsou dány vzorečky

Syz =

∫∫
L

x%(x, y, z)dσ, Sxz =

∫∫
L

y%(x, y, z)dσ, Sxy =

∫∫
L

z%(x, y, z)dσ.

Potom

T =
[Syz
m

,
Sxz
m

,
Sxy
m

]
,

kde m je hmotnost listu.

Př́ıklad 15.3. Je dáno č́ıslo a > 0. Vypoč́ıtejte těžǐstě plochy kde L =

{(x, y, z) ∈ R3; z =
√
x2 + y2, x2 + y2 ≤ ax}.

Řešeńı. Parametrizace je

x = r cosϕ, ϕ ∈ [−π
2
,
π

2
],

y = r sinϕ, r ∈ [0, a cosϕ],

z = r.

Dále jsou derivace (tečné vektory)

t1 = (cosϕ, sinϕ, 1),

t2 = (−r sinϕ, r cosϕ, 0).

Potom t1 × t2 = (−r cosϕ,−r sinϕ, r) a ‖t1 × t2‖ =
√

2 r. Poč́ıtejme nyńı statické
momenty a hmotnost.

m =

∫ π
2

−π2

∫ a cosϕ

0

√
2 rdrdϕ =

√
2

2

∫ π
2

−π2
a2 cos2 ϕdϕ =

√
2a2

∫ π
2

0

1 + cosϕ

2
dϕ

=

√
2

2
a2
[
ϕ+

1

2
cos 2ϕ

]π
2

0
=

√
2 π

4
a2.

Syz =

∫ π
2

−π2

∫ a cosϕ

0

r cosϕ
√

2 rdrdϕ =

√
2

3
a3

∫ π
2

−π2
cos4 ϕdϕ

=
2
√

2

3
a3

∫ π
2

0

(1 + cos 2ϕ

2

)2

dϕ =

√
2

6
a3

∫ π
2

0

(
1 + 2 cos 2ϕ+

1 + cos 4ϕ

2

)
dϕ

=

√
2

6
a3
[3

2
ϕ+ sin 2ϕ+

1

8
sin 4ϕ

]π
2

0
=

√
2 π

8
a3.

Sxz =

∫ π
2

−π2

∫ a cosϕ

0

r sinϕ
√

2 rdrdϕ =

√
2

3
a3

∫ π
2

−π2
sinϕ cos3 ϕdϕ

=

√
2

3
a3
[cos4 ϕ

4

]π
2

−π2
= 0.
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Sxy =

∫ π
2

−π2

∫ a cosϕ

0

r
√

2 rdrdϕ =

√
2

3
a3

∫ π
2

−π2
cos3 ϕdϕ

=
2
√

2

3
a3

∫ π
2

0

(1− sin2 ϕ) cosϕdϕ =
2
√

2

3
a3

∫ 1

0

(1− t2)dt

=
2
√

2

3
a3
[
t− t3

3

]1
0

=
4
√

2

9
a3.

Souřadnice těžǐstě pak jsou

Tx =
Syz
m

=

√
2 π
8 a3

√
2 π
4 a2

=
a

2
,

Ty =
Sxz
m

=
0

√
2 π
4 a2

= 0,

Tz =
Sxy
m

=
4
√

2
9 a3

√
2 π
4 a2

=
16

9π
a.

Tedy T = ( 1
2a, 0,

16
9 π
−1a).

�

4. Momenty setrvačnosti plochy

Jako obvykle si uvedeme momenty setrvačnosti jenom vzhledem k souřadným
osám. Plat́ı

Jx =

∫∫
L

(y2 + z2)%(x, y, z)dσ,

Jy =

∫∫
L

(x2 + z2)%(x, y, z)dσ,

Jz =

∫∫
L

(x2 + y2)%(x, y, z)dσ.

Př́ıklad 15.4. Jsou dána č́ısla 0 < b < a a ploch (anuloid čili ”pneumatika”)

rovnićı (
√
x2 + y2 − a)2 + z2 = b2. Vypoč́ıtejte jej́ı moment setrvačnosti vzhledem

k ose z.

Řešeńı. Parametrizace je dána např.

x = cosϕ(a+ b cosψ), ϕ ∈ [0, 2π], ψ ∈ [0, 2π].

y = sinϕ(a+ b cosψ),

z = b sinψ.

Spoč́ıtejme parciálńı derivace a dostaneme

tϕ(ϕ,ψ) = (− sinϕ(a+ b cosψ), cosϕ(a+ b cosψ), 0),

tψ(ϕ,ψ) = (−b cosϕ sinψ,−b sinϕ cosψ, d cosψ).

Dále

tϕ(ϕ,ψ)× tψ(ϕ,ψ) =
(
b sin2 ϕ sinψ(a+ b cosψ) + b cos2 ϕ sinψ(a+ b cosψ),

b sinϕ cosψ(a+ b cosψ), b cosϕ cosψ(a+ b cosψ)
)

= b(a+ b cosψ)(sinψ, sinϕ cosψ, cosϕ cosψ)
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a

‖tϕ(ϕ,ψ)× tψ(ϕ,ψ)‖ = b(a+ b cosψ)

√
sin2 ψ + (sin2 ϕ+ cos2 ϕ) cos2 ψ

= b(a+ b cosψ).

Moment setrvačnosti potom je

Sz =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

(
cos2 ϕ(a+ b cosψ)2 + sin2 ϕ(a+ b cosψ)2

)
b(a+ b cosψ)dϕdψ

= b

∫ 2π

0

∫ 2π

0

(a+ b cosψ)3dϕdψ = 2πb

∫ 2π

0

(a+ b cosψ)3dψ

= 2πb

∫ 2π

0

(a3 + 3a2b cosψ + 3ab2 cos2 ψ + cos3 ψ)dψ

= 2πb

∫ 2π

0

(
a3 + 3a2b cosψ + 3ab2

1 + cos 2ψ

2
+ cosψ(1− sin2 ψ)

)
dψ

= 2πb
[
a3ψ + 3a2b sinψ +

3

2
ab2(ψ +

1

2
sin 2ψ) + sinψ − 1

3
sin3 ψ)

]2π
0

= 2π2ab(2a2 + 3b2)

�


