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PREDNASKA 1
Diferencialni rovnice - pocatecni tlohy

1. Diferencialni rovnice druhého radu.

Mnoho matematickych, fyzikalnich, chemickych, biologickych, ekonomickych a
dalsich jevu je popsano Teci diferencidlnich rovnic. My se budeme vénovat difer-
encidlnim rovnicim druhého fadu, ackoliv je potfeba (napi. v teorii pruznosti) néco
védét i rovnicich vyssiho fadu. Obecny tvar diferencidlni rovnice druhého radu je

F(z,y,y',y") =0.

My se budeme zabyvat jen nékterymi specidlnimi ptipady.

2. Linearni diferencialni rovnice druhého radu.
Obecny tvar linearni diferencialni rovnice druhého fadu je
y' +p(2)y +q(z)y = f(2),

kde p,q, f : I — R jsou spojité funkce definované v néjakém intervalu I. My se
nau¢ime fesit prdevsim specidlni piipad, kdyz jsou funkce p, ¢ konstantni. Rikame
ji potom linedrni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty. M4 tedy tvar

(2.1) v +oy +aqy = f(x),

kde p,g € R a f: I — R je spojitd funkce definovana v néjakém intervalu I.
Vzpomeneme-li si na postup FeSeni linedrnich diferencidlnich rovnic prvého
radu, neprekvapi nés, ze postup rozdélime do dvou kroku.
1) Vyfesime homogenni rovnici, tj s nulovou pravou stranou,

y' +py +qy=0.

2) Najdeme néjaké konkrétni, tzv. partikuldrni, feSen{ rovnice (2.1) a seCteme

ho s feSenim 1).
3. Homogenni linedrni rovnice druhého radu.
Obecny tvar linearni diferencidlni rovnice druhého fadu je
y' +p@)y +a(z)y =0,

kde p,q, f : I — R jsou spojité funkce definované v néjakém intervalu I.

VETA 1.1. Necht p(x),q(x) jsou spojité v I a necht je ddna rovnice
(3.1) y" +p(2)y" +q(z)y = 0.
Oznaéme V. mnoZinu jejich reseni. Pak V je vektorouvy prostor.
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8 1. DIFERENCIALN{ ROVNICE - POCATECNI ULOHY

Dikaz. Staci dokdzat implikaci
o, ER A y1,y0 €V = a1y1 +aoy2 € V.

Vynechme v celém ditkazu argument . Necht tedy yi,y2 € V, tj.
(3.2) yi +pyr+apn =0 a yy +pys +qyz = 0.
Pocitejme

(c1y1 + agy2)” 4 plaayr + aaya)’ + qlaryr + azy2)

= o1y + a2yy + pony; +pasys + qanys + qoanys =

ar (y1 +py; + qy) +az (Y3 +pys +qy2) =0

=0 diky(3.2) =0 diky(3.2)

a plati tedy
(11 + a2y2)” + plaayr + asy2) + q(aayr + asy2) =0,

coz znamena a1y; + asys € V a implikace je dokazana.
[l
Dalsi véta iikd, ze dimV = 2, coz souvisi s tim, Ze rovnice (5.1) je druhého
Fadu. Jeji dukaz vynechdme.

VETA 1.2. Necht p(z),q(x) jsou spojité v I a necht je ddna rovnice (5.1).
Oznaéme V. mnozinu jejich reseni. Pak dimV = 2.

Piedchozi dvé véty ndm dédvaji ndvod, jak rovnici (5.1) Fesit. Staci najit dve
linedrné nezavislé funkce y1, y2, které fesi (5.1). Tim najdeme bdzi V. Potom tedy
prostor V je dan jako libovolnd linearni kombinace c1y; + coya, c1,c2 € R. Nasim
tkolem je tedy nalézt néjakou bazi V.

DEFINICE 1.3. Necht p(z),q(x) jsou spojité v I a necht je ddna rovnice (5.1).
Pak kazdou bdzi prostoru V' nazgvdme fundamentdlnim systémem rovnice (5.1).

Fundamentalni systém umime najit obecné pouze pro rovnice s konstantnimi
koeficienty, viz nize. Nékdy ho lze explicitné najit i v piipadé nekonstantnich
koeficientu, ale to jde pouze pro p(x), g(z), které jsou k sobé v néjakém specidlnim
vztahu nebo néjak uhodneme aspon jedno feSeni.

4. Redukce fadu rovnice, pokud zname jedno feSeni.

Ptedstavme si, ze Fesime rovnici ¥ 4+ p(2z)y’ + ¢(x)y = 0 a ze funkee p;(x) je
nenulové feseni. Funkce o1 (z) tedy patif do fundamentdlniho systému. Hledejme
druhou funkci z fundamentédlniho systému ve tvaru pq(x) := y(z) = p1(x)z(x), kde
funkce z(z) je nezndmd a dosadme do dané rovnice. Potom postupné dostévame
(pisme uz bez argumentu x)

y=p12, Y =¢)z+¢ 72, y' = 2420 2+ o1 2"
a dale
0= z2+2¢) 2" +¢1 2" +p(x)(0] 2+ @1 2) + q(@)p1 2
=] 2+ p@)p) z+q(x)p1 2 +20] 2/ + o1 2"+ p(x)pr 2
=z (o] +p(x)p) + q(@)e1) +o1 2" + (20] + p(x)p1) 2.

=0 protoze i je FeSeni




4. REDUKCE RADU ROVNICE, POKUD ZNAME JEDNO RESENI{.

Dostali jsme tedy rovnici

12"+ (2¢] +p(x)p1) 2 =0

kterd po substituci u = 2’ piejde na rovnici prvniho fddu a tu lze fesit separaci
Nalezneme z a @y = 1 z je druhd funkce do fundamentalniho systému.
Mame-li ¢1, 2, napiSeme snadno obecné feseni ve tvaru
Y = c1¥1 + cap2, Ci,c0 € R
PRIKLAD 1.4. Reste rovnici (1 —x)y” +xy’ —y = 0.

Resend. Prozradime piedem, zé fundamentalni systém je ¢ = z, pg = €”.
Piedpoklddejme, ze jsme uhodli 3 (x) = x. Pomoci redukce fddu vypocitejme
¢a2(x). Necht y := pa(z) = z2(z). Pak

Y=z, Yy =z+x2, y" =22+

a déle
(1—2)(22' +22")+2(z +22') —22=0,
z(1—2)2" +2(1 —2)2 +x2+ 222 — 22 =0,
z(1—2)2" + (2* =22 +2)2 = 0.

Substituci u = 2’ a separaci mdme

u m2—2x—|—2_1 2 1

u 2 - x z—1

Inu=2—2nz+In(z —1),
rz—1

=

Dale

Koneéné mame

1
po=y=xz=x—Cc" =e".

x

Fundamentalni systém tedy tvoii dvojice x,e”.

Piedpoklddejme, Ze jsme naopak uhodli druhou funkci ¢q(x)
redukce Faddu vypocitejme po(z). Necht y := @a(x) = e%2(z). Pak

= ¢”. Pomoci

y=¢e"z, Yy =e"(z+2'), y' =e"(2" + 22+ 2)
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a déle
(1—xz)e" (2" 422" +2) +ze" (2 + 2') —e"2 =0,
(1—2)Z"+22 +2)+z(z+2)—2=0,
(1—2)2"+(2—-2)2' =0.

Substitucf u = 2’ a separac{ mame
(1-2)u' 4+ (2—2)u=0,
u/ x—2 1
- = _—
u xz—1 + x—1’
Inu=—z+In(z-1),

u=e*(z—1)

Déle
z= [ e ¥(x—1)dx = w=e? w=z-1|_ —(z—1)e " — | —e "dx
- Clu=—e* V=1 -
=—(r—1)e " —e " =—ze "
Konetné mame
po=y=¢"2= e””( —xe_“;) = —z.

Fundamentdalni systém tedy tvoii dvojice e*, —x. Muzeme ovSem vzit e*, x.
Tuto rovnici lze Tesit i pfimo, pokud jsme dostatecné Sikovni. Pisme

Q-2 +ay —y=0 <= (L-ap'+@-1y+y -y=0
=A-2)y —y)+y -y=0 = (1-2)y -y +y —y=0.
Substituci z = ¢’ — y dostaneme
(1-2) +2=0.
To jiz dokdzeme fesit separaci.

1-2)2+2=0

dz 1

z x—1
Inz=In(z—-1)+c¢
z=k(x—1).

Dale po zpétném dosazeni mame
Yy —y=k(x—1),

coz je linearni rovnice prvniho fadu. Tu umime fesit. Nejprve vynulujeme pravou
stranu a mame

y'—y=0
dy _

Y
lhy=xz+d

yp = ce”.
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Variaci kovstanty dostaneme y = c¢(x)e®, kde
d(x)e” =k(z—1)
d(x)=k(z—1)e "
c(z) = /k(m — e dx = —kae™™
yp = —kx.
Celkem je tedy y = —kx + ce®. PiSeme-li ¢; misto —k a co misto ¢, dostaneme

y = c1x + coe”.

Fundamentalni systém je tedy tvofen funkcemi z,e”.
|

5. Homogenni linearni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty
- Gvod.
Néledujici dvé véty jsou specidlnimi piipady vét 1.1 a 1.2.
VETA 1.5. Nechf p,q € R a necht je ddna rovnice
(5.1) y'+py +qy=0.
Oznaéme V. mnoZinu jejich reseni. Pak V je vektorouvy prostor.
VETA 1.6. Necht p,q € R a necht je ddna rovnice (5.1). Oznacme V. mnoZinu
jejich Teseni. Pak dimV = 2.

Nasim hlavnim tkolem je tedy nalézt néjakou bazi V' pro rovnici s konstantnimi
koeficienty. My se nyni nau¢ime tuto bazi (¢ili tento fundamentélni systém) hledat.
Zacneme na piikladeé.

PRIKLAD 1.7. Reste rovnici y" — 3y’ + 2y = 0.

Resend. ”Uhodneme” fesi ve tvaru y = e a hledejme X tak, aby e** bylo
fesenim. Dosazenim mame
y/ _ )\e)\x’ y// — /\2e/\x
a tedy
AZeM — 3\eM 4 207 = 0.
Protoze e** > 0, mame tzv. charakteristickou rovnici

A2 —3)2+2=0.

Jejim fesenim je
3+vV9-8 { 1,
2 L2

a obecné reseni zadané rovnice je

A2 =

Fundamentdlni systém je tedy e®, e2*

y = 1 + c2€%", ¢1,¢0 € R.
O
DEFINICE 1.8. Nechf p,q € R a necht je ddna rovnice (5.1). Pak kvadratickou
roUnice
N4pr+qg=0
nazyvdme charakteristickou rovnict rovnice (5.1).
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Tuto charakteristickou rovnici vyfesime a sestavime fundamentdlni systém.
Fundamentalni systém ovsem zalezi na tom, zda charakteristickd rovnice ma dva
ruzné realné kotreny, dvojnasobny realny koten ¢i dva ruzné komlexni kofeny.

6. Homogenni linedrni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty
- Dva ruzné realné koreny.

VETA 1.9. Nechf p,q € R a necht je ddina rovnice (5.1). Necht A1 # \a jsou
dva rizné rediné koreny charakteristické rovnice, pak fundamentdlni systém je

y1 = eMT, gy = eM2"
a mnozina reseni je
y = 1M 4 c0e™T ey, 00 €R.
PRIKLAD 1.10. Reste rovnici " — 5y’ + 6y = 0.
Resend. Charakteristickd rovnice je
A —B5A+6=0.
Jejim feSenim je
5++25—-24 2,
A1z = 2 - { 3

Fundament4ln{ systém je tedy e2*, e3* a obecné reseni zadané rovnice je

Y= c1e%® 4+ 937, ¢1,¢0 € R.

O
PRIKLAD 1.11. Reste rovnici v — 4y = 0.
Resend. Charakteristickd rovnice je
N —4=0
Jejim feSenim je
Mo={ 7
Fundamentdln{ systém je tedy e 2%, e2* a obecné reseni zadané rovnice je
y=cre 2 4+ c9e?® ¢1,c0 € R.
O
PRIKLAD 1.12. Reste rovnici y” — 7y + 3y = 0.
Resend. Charakteristickd rovnice je
A —TA+3=0.
Jejim feSenim je
Mo = 7i\/z;9ﬁ _ :g
2
Fundamentalni systém je tedy e%mf”, e™¥% 3 obecné resent zadané rovnice je

737 7+/37
y=cie 2 T4ce 2 T ocp,00 €ER.
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PRIKLAD 1.13. Reste rovnici y” — 4y’ = 0.

Reseni. Charakteristickd rovnice je
A —4X=0.

0,
Al = { 4

Fundamentélni systém je tedy %% = 1, e** a obecné reseni zadané rovnice je

Jejim feSenim je

y =1+ e, ¢, € R.
O

7. Homogenni linearni rovnice druhého #adu s konstantnimi koeficienty
- Dva ruzné komplexni koreny.

VETA 1.14. Nechi p,q € R a nechi je ddina rovnice (5.1). Nechi A2 = a +
bi jsou dva ruzné komplexni koteny charakteristické rovnice. pak fundamentdlni
systém je

y1 = e cosbr, 1y = e sinbr
a mnozina resent je
y = c1e*® cosbx + coe® sinbx, c1,c5 € R.
Dukaz. Pripomenime si z prvniho semestru tzv. Euleruv vzorec
e’ = cosa + isina.

Pokud bychom hledali mnozinu feSeni, jejiz oborem hodnot jsou komplexni ¢isla,
tak se to udéla stejné jako v piipad ve dvou ruznych redlnych kotfenu. Pisme tedy

(7.1) y = crelati)r 4 oogla=ib)z o0 e C.

Vsimnéme si, ze nyni probihaji konstanty c;, co mnozinu komplexnich ¢isel. Pokud
tedy uvazujeme reSeni z R do C, pak jeden z fundamentalnich systému je

(a+ib)m, — e(a—ib)m.

Yypr=e¢ Y2
Tento fundamentalni systém lze pomoci Eulerova vzorce prepsat
y1 = e (cosbx + isinbx), yo = e (cosbx — isinbx).

Protoze y1, y» je bdze prostoru feseni, je i 21 := %(yl +y2), 22 := Q%(yl — y2) baze
prostoru feSeni. Zfejmé

(7.2) z1 = e cosbr, 2z =e"sinbx
a tedy Teseni dané v (7.1) se d4 pFepsat ve tvaru
y = c1e*® cosbx + coe®sinbx, ¢1,c9 € C.

Konstanty ¢;, s probihaji opét mnozinu komplexnich éfsel. Ted uz je ale funda-
mentalni systém tvoren funkcemi z R do R. Pokud tedy napiseme

y = c1e?® cosbr + coe sinbx, c¢1,c0 €R

dostaneme mnozinu feSeni z R do R a fundamentalni systém je tedy dan vzoreckem
(7.2).
O

PRIKLAD 1.15. Reste rovnici v — 4y’ + 13y = 0.
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Resend. Charakteristickd rovnice je
A —4X+13 =0.

Jejim feSenim je
44+ +/16 — 52 )
)\1’2:72 — 24/ :{;tgi’

Fundamentalni systém je tedy e2® cos 3z, 2% sin3x a obecné feseni zadané rovnice
b
je
y = c162® cos 3z + c2e®¥ sin 3z, ¢1,co € R.

O
PRIKLAD 1.16. Reste rovnici v’ + 4y = 0.
Resend. Charakteristickd rovnice je
A +4=0.
Jejim feSenim je
ma={ 5
Fundamentdln{ systém je tedy cos 2z, sin2x a obecné reseni zadané rovnice je
Yy = ¢1 €08 2x + co sin 2x, c1,co € R.
O

8. Homogenni linearni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty
- Dvojnasobny realny koren.

VETA 1.17. Necht p,q € R a necht je ddna rovnice (5.1). Nechi \12 = a je

dvojndsobny redlny koren charakteristické rovnice. Pak fundamentdlni systém je
y1 = eazv Y2 = xe™”
a mnozina resent je
y =16 + coxe®,  c1,c0 € R.

Dukaz. Zde neni ani tak zajimavy dukaz. Ten je snadny a staci ovérit, ze obé

funkce jsou nezavislé a spliuji danou rovnici.

Mnohem zajimavéjsi je, jak se ten fundamentdlni systém ”uhodne”. Necht tedy
dand rovnice mé tvar

(8.1) y' —2ay +a*> =0.
Jeji charakteristickd rovnice je
M -2 +a>=(\N—-a)*=0

a kofen je dvojnasobny Ai o = a. Jisté je tedy jedna z funkci fundamentalniho
systému y; = eM® = e, Kde ale sehnat druhou? Nemiize to byt yg = e?2® = 7,
to by y1 a y2 byly linedrné zdvislé (dokonce stejné).

Vezmeme rovnici
(8.2) y" — (2a+e)y’ +ala+e)y=0.
Charakteristickd rovnice mé tvar

N —2a+e)d+ala+e)=AN—a)A—(a+¢e)) =0.
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Jeji kofeny jsou
a?
Mz = {

a fundamentdlni systém je
(83) yge) = ea:r’ yég) — e(aJrE)z'

Portoze rovnice (8.2) pichdzi pro € — 0 na rovnici (8.1), dé se ocekdvat, ze fun-
damentélni systém (8.3) piejde na fundamentélni systém rovnice (8.1). Jenze fun-
damentdlni systém (8.3) prejde na systém e, e coz ovsem neni fundamentaln{
systém (8.1).

Nabiz{ se ale moznost pofidit si z fundamentélniho systému (8.3) ngjaky jiny
fundamentalni systém, jehoz limita by pfesla na na fundamentalni systém rovnice
(8.1). Utvorme tedy z (8.3) novy fundamentalni systém

© _ e(aJre)z — oz

() _ azx
21 =e, Zy

€

Snadno se ovéri, Ze toto je skuteéné fundamentélni systém rovnice (8.2). Limitnim
pfechodem pro € — 0 dostaneme

e(a+s)m — eam e 1

lim —————————— = ze™ lim
e—0 £ e—0 TrE

— meaz

a novy undamentélni systém rovnice (8.2) je

z1 = €%, zg = xe%".

PRIKLAD 1.18. Reste rovnici " — 4y’ + 4y = 0.
Resend. Charakteristickd rovnice je
M4 +4=(1-2)2=0.
Jejim feSenim je
A2 =2.

2x

Fundamentalni systém je tedy e?*, xe?* a obecné fedeni zadané rovnice je

y = c1e®® 4+ coxe®® ¢1,c0 € R.

PRIKLAD 1.19. Reste rovnici y” + 2y +y = 0.

Regend. Charakteristickd rovnice je
MNi2a+1=\+1)2=0.
Jejim feSenim je
Al 2 = —1.

)

¥ re~" a obecné reSeni zadané rovnice je

Fundamentalni systém je tedy e~
y=cre " +coxe™ ™, c1,c9 €R.
O
ZAJIMAVY PRIKLAD 1.20. Kulicka o hmotnosti m je na prufiné, kterd je up-
evnéna na zed. Povytdhneme kulickyu o vzddlenost A ze své rovnovadzné polohy a
pustime. Predpoklddejme, Ze tuhost pruziny je k a odpor prostredi zanedbdme.
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Reseni. Je ziejmé, 7e kulicka se bode pohybovat v pifmce. Zavedme na
ni soufedny systém tak, Ze rovnovazna poloha je v 0 a kladny smér je doprava.
Piedstavme si, Ze kulicka mé v ¢ase ¢ polohu y(¢). Viz obrdzek 1.
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OBRAZEK 1. Nékres.

Sila F' pusobici na pruzinu je imérnd vychylce a tuhosti, tj. |F| = ky(t), ale
ma opacny smér nez y(t), tj. F = —ky(t). Z Newtonova pohybového zdkona mame
(3.4) my" (8) = —ky(2)

Navic z pocatecnich podminek mame y(0) = A, 4/(0) = 0. Resme tedy problém
my"(t) = —ky(t), y(0) =4, y'(0)=0.

Nejprve najdéme obecné Feseni diferencidlni rovnice (8.4). Zfejmé je po oznaéenf

L2
m

W=
Y +w?y=0.
Jeji charakteristicka rovnice je
M4w?=0 = Moo= iw
a obecné Feseni rovnice (8.4) je tedy
y(t) = 1 coswt + co sinwt.
Derivovanim méme
y — (t) = —cqwsinwt + cow cos wt.

Dosadime ¢t = 0 a mdme y'(0) = ca = 0, tedy c2 =0 a

y(t) = ¢1 coswt.
Dosadime opét ¢t = 0 a mdme y(0) =c; = A, tedy ¢c; = A a

y(t) = Acoswt.



PREDNASKA 2
Rovnice druhého radu - pokracovani

1. Eulerova linearni rovnice druhého radu.

Jednd se o linedrn{ rovnici druhého faddu s nekonstantnimi keficienty (velmi
specidlnimi), kterou umime vyfesit.

(1.1) 2y + pry' +q =0,
kde p, g jsou redlna ¢isla.

Uvedeme dvé metody feSeni této rovnice.

2. Eulerova linearni rovnice - Prvni metoda.
Zavedeme substituci ¢ = e* a novou funkci z(t) := y(z) = y(e'). Pak mdme
Z(t) =y (e")e’ = zy/ (),
2(t) = y"(e")e® +y'(e")e’ = 2y (z) +ay/ (2).
Dosazenim do rovnice (1.1) dostaneme
2'(t) = 2'(t) + p2(t) + qz(t) =0 <—
2"(t) + (p = 1) (t) + q2(t) = 0,

coz je diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty pro z(t) a tu jiz umime Fesit.

3. Eulerova linearni rovnice - Druha metoda.
Uhodneme fegen{ ve tvaru y = 2% Pak y = az® ! a gy’ = a(a — 1)z*2
Dosazenim do rovnice (1.1) dostaneme

r?a(a—1D2* 2 +praz®™ gz =0 =
ala — Dz 4+ paz® 4+ gz® =0 <=
ala—1)+pa+qg=0,
coz je kvadraticka rovnice pro a.
Ukéazeme si obé metody na tfech piikladech.
PRIKLAD 2.1. Reste diferencidlni rovnici
22y + 2z — 6y = 0.
Reseni. Prvni metoda: Zavedeme substituci t = e a novou funkci z(t) =
y(z) = y(e). Pak rovnice ptejde na tvar
2+ 2 —62=0.
Charakteristicka rovnice je
N 4+A-6=0

17



18 2. ROVNICE DRUHEHO RADU - POKRACOVANT{

a jeji feSeni jsou A\; = 2, Ao = —3. Tedy
2(t) = c1e* 4 coe 3t
Protoze x = e?, dostaneme
y(x) = 2(t) = c12? + cox 3.
Druhéd metoda: Hledejme feSeni ve tvaru y = z®. Pak rovnice pfejde na tvar
ala — 1)z 4 202 — 62% = 0.
Po upravé je
ala—1)+202-6=0 <= o’ +a—-6=0
a jeji feseni jsou oy = 2, g = —3. Tedy

y(x) = 2(t) = c12? + oz 3.

PRIKLAD 2.2. Reste diferencidlni rovnici
22y — 5y 4+ 9y = 0.
Reseni. Prvni metoda: Zavedeme substituci ¢ = e® a novou funkci z(t) :=
y(x) = y(e?). Pak rovnice pfejde na tvar
2" =62 +92=0.
Charakteristicka rovnice je
A —6A+9=0
a jeji feSeni jsou A2 = 3. Tedy
2(t) = c1e® 4 cyte®.
Protoze x = e, tj. t = Inx, dostaneme
y(x) = 2(t) = c12® + cpx In .
Druhd metoda: Hledejme feSeni ve tvaru y = x®. Pak rovnice piejde na tvar
ala — 1)z — baz® 4+ 92* = 0.
Po tdpravé je
ala—1)—5ax+9=0 < o> -6a+9=0

a jeji feSenf jsou a;o = 3. Tedy y; = 2° je feSen{ a druhou funkci do funda-
mentalnfho systému najdeme redukei fddu rovnice. Polozme yo = x3v. Pak

yh = 3x%v + 2%, ¢l = 6zv 4 3220 + 3270 + 230" = 6xv + 6270 + 230",
Dosazenim do puvodni rovnice mame

z2(6zv + 6220 + 230") — bx(3z%v + 230) + 230 = 0 = %" + 2t = 0.
Substituci u = v’ a krdcenim dostaneme zu’ +u = 0. Separac{ snadno najdeme u =
%, tedy v = Inz. Druh4 funkce do fundamentélniho systému je tedy y2 = 23 Inz.
Reseni je tedy

y(x) = c12® + cox® In .
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PRIKLAD 2.3. Reste diferencidlni rovnici
2y — 3zy’ + 13y = 0.

Reseni. Prvni metoda: Zavedeme substituci ¢ = e a novou funkci z(t) =

y(z) = y(e). Pak rovnice ptejde na tvar
2 — 42 +132=0.
Charakteristicka rovnice je
AN —4A+13=0

a jeji feSeni jsou A\; = 2+ 3¢, Ao = 2 — 3¢. Tedy

2

2(t) = c1e? cos 3t + cpe?! sin 3t.

Protoze x = e?, dostaneme

2

y(x) = 2(t) = c12? cos(3Inz) + cpr?sin(3Inz).

Druhéd metoda: Hledejme feSeni ve tvaru y = z®. Pak rovnice pfejde na tvar
ala — 1Dz® — 3az® 4+ 132% = 0.
Po tdpravé je
ala—1) =30 +13=0 <= o’ —4a+13=0
a jeji feSeni jsou oy = 2 + 31, ag = 2 — 3i. Tedy

2+31 + 02332732.

y(z) = 2(t) = erw
To jesté upravime pomoci
y(@) = 2(t) = 1023 + 022731 = 2TV IT | 0,623 Ine

21nm+31lnx+c2e21nm—311nz e21nze31lnx+C2e21nze—31lnz

= c1e =C
= c12?(cos(3Inz) +isin(3Inz)) + coz®(cos(3Inx) —isin(3Inx))
= (c1 + c2)x? cos(3Inz) +i(c; — cp)2?sin(3Inz).
Piseme-li d1 = ¢1 + 2 a d2 = i(c1 — ¢2), dostaneme
y(x) = dyx? cos(3Inz) + doz?sin(3Inz).
To je stejnd mnozina feSeni jako v prvni metodé.
(I

Pro rychlé teSeni eulerovy rovnice si sta¢i zapamatovat nasledujici postup.

4. Zkraceny navod na feSeni rovnice x%y" + pxy’ + q = 0.

Sestavime kvadratickou rovnici o + (p — 1)a + ¢ = 0.
Piipad dvou ruznych redlnych kotrenu: Jsou-li aq, s ruzné redlné koreny, je
fundamentalni systém x*!, x2.

Piipad dvojndsobného realného kofent: Je-li oy = ap := « redlny koten, je
fundamentalni systém z%, x* In x.
Piipad dvou ruznych komplexné sdruzenych kofenu: Jsou-li a; 2 = a £ b

komplexn{ kofeny, je fundamentdlni systém z® cos(blnz), % sin(blnx).
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5. Linedrni rovnice druhého rddu s konstantnimi koeficienty a s pravou
stranou.

VETA 2.4. Necht I je interval a f : I — R je spojitd funkce, p,q € R a necht
je ddna rovnice
(5.1) y'+py +ay = f(z).

Oznaéme V. mmnozinu vsech Fesent rovnice y" + py' + qy = 0 a necht yo je néjaké
Tesent rovnice (5.1). Pak mnozina M vsech teSeni rovnice (5.1) je

M={yo+y; yeV}
Diikaz. Vynechdme, ale je naprosto analogicky dikazu véty 76 z osmé prednasky.
|
Rovnici ¢ +py’ +qy = 0 uz fesit umime z minulé predndsky. Jde tedy o to, zda
umime néjak najit (tfeba i uhodnout) yo, tzv. partikuldrni feseni. Vzpomeneme-li
si, jak se hledd partikularni feSeni linearni rovnice prvniho faddu, mizeme se pokusit
o analogii a zkusit variaci (zde ne jedné, ale dvou) konstant.
6. Variace konstant.

Zacneme s piikladem.

PRIKLAD 2.5. Reste rovnici

(6.1) Yy’ — 3y +2y=2x - 3.
Reseni. Charakteristickd rovnice pifslusné homogenni diferencidlni rovnice je
A —3A+2=0
a tedy
L
ALz = { 2.

Obecné FeSeni rovnice iy — 3y’ + 2y = 0 je tedy

yn = c1€” + 26?1, c0 € R.
Zkusme hledat partikuldrni Feseni rovnice (6.1) ve tvaru
(6.2) Yp = c1(z)e” + co(z)e”,

kde ¢1(z), ca(x) jsou dvé nezndmé funkce. Chceme je pochopitelné navolit tak, aby
funkce y, fesila rovnici (6.1). Tak ji zkusme do rovnice (6.1) dosadit. Postupné
dostaneme prvni derivaci

y, = ch(2)e” + ch(x)e® + c1(x)e” + 2ca(x)e

e” (c’l (x) + cl(x)> + e (c’Q(:c) + 202(x))

a druhou derivaci
V= )6 + @) + ) (@)e” + 2y (e
+ ch(2)e” + 2¢5(2)e* + c1(x)e” + deg(w)e®®
= (x)e® 4 ) (x)e*® + 2¢} (x)e® 4 4ch(x)e*® + c1(x)e” + dep(z)e®”

=e” (c’l’(a:) +2c)(z) + cl(x)) + % (cg(m) +4ch(z) + 402(33)).
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Dosazenim do rovnice (6.1) dostaneme
Yy — 3y, + 2y
— o (¢ (@) + 264 (2) + 1)) + 02 (¢ (@) + Ach(a) + dea (@) )

—3e” (c’l (z) + ¢y (x)) — 3% (6’2 () + 2o (x))
+ 2¢1(2)e” + 2co(w)e*” = 2z — 3,
coz po upravé dava
e” (c’l’(m) - (x)) +e*” (cg(x) + ¢ (x)) =2z —3.
Maéme tedy jednu rovnici
(6.3) e’ (c'll(x) - (x)) + &% (C’Q’(x) + cé(x)) =2r—3

pro dvé nezndmé funkce c¢i(z), ca(z). My ale nechceme najit vSechny dvojice
c1(z), ca(x), které splnuji (6.3). Nam staci jedna konkrétni dvojice. To ale zna-
mend, ze si muzeme libovolné zvolit pro c¢;(x), co(x) jesté jednu rovnici. A tato
druhd rovnice se voli Sikovné.

Nechf je tedy partikularn{ fesenf rovnice (6.2) déno vzorcem (6.1). Tedy

yp = c1(z)e” + ca(w)e?,
Y, = ch(z)e” + ch(x)e®® + c1(z)e” + 2co(x)e™.
Nyni volime druhou rovnici
i (2)e” 4 cy(x)e* = 0.
Spoctéme y,;. Ziejmé je dle predchozi rovnice
Y, = c1(z)e” + 2co(x)e*
a tedy
Yy = ci(x)e” + 2¢h(x)e*” + c1(z)e” + dea(x)e™.
Dosadime y,, y,,, y, do (6.1) a dostaneme
Yy = 3yl + 2y = ch (x)e” + 25 (2)e*” + ey (z)e” + dea(x)e™”
- 3(01 (x)e” + 202($)621> + 2(01 (x)e” + co (m)e2r>
= i (z)e” + 2c5(x)e?™.

Vsimnéme si podstatné véci, ze ndm v poslednim vyrazu vypadly ¢leny ¢ (z), ca2(x)
a zustaly jen ¢leny ¢} (z), c5(z). Mdme tedy soustavu dvou linedrnich algebraickych
rovnic pro ¢ (z), c4(z)

ci(2)e” 4 cy(x)e* =0,
) (w)e” + 2ch(x)e*® = 2z — 3.
Snadno najdeme

()= -2z —3)e ™", dyz)=(2x—3)e >
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a integraci per-partes mame

a(z)=— /(2:E —3)e Ydx =

u=2r—-3 v =e"
u' =2 v=—e 7

= —(2r-3)e " —2 [ —e"dr{ = (20 —3)e " +2*
{ [l

a dale
_ u=2r—-3 v =e%
02(1‘) = /<2$ - 3)6 Zxdm = uw =2 v = _50721
_ (2.’17 B 3) —2x —2x _ (2‘7" - 3)6_23lc e—2x
=5 e + [ e “*dx = 5 5

Dosazenim do (6.2) méme

22 — 3 —2x —2x
Yp = ((295 —3)e "+ Ze_m)G”c + (— (22 Je _¢ 5 )ezx

2
20 -3) 1
— (2342 223 ‘U2 3)_§:x

Celkové Feseni rovnice (6.1) je tedy ddno souctem y, a yp, coz davd

Y=+ c1e” +c2e®®, 1,00 €R.

7. Obecny postup pii variaci konstant.
Necht p, ¢ € R, f: I — R bud spojita funkce a necht je déna rovnice
(7.1) v +py +qy = f(x).

Piedpoklddejme, ze ¢1(z), ¢2(x) je fundamentdlni systém rovnice (7.1) a tedy
obecné feSeni rovnice s nulovou pravou stranou je

yn = c1p1(x) + capa(x), c1,c0 €R.

Poznamenejme, Ze protoze ¢1(x), p2(x) je fundamentdlni systém rovnice (7.1), tak
plati

(7:2) o1 () + pei (z) + g1 (), 5 (x) + pes (@) + gpa(z).
Hledejme partikuldrni feseni rovnice (7.1) ve tvaru
(7.3) Yp = c1(z)p1(z) + c2(z) 2 ().

Potom derivovanim mame

Yp = (@)1 (x) + 5 (2)pa(2) + c1 ()01 (2) + co(w) 02 ().

Nyni volime prvni rovnici

(7.4) ¢ (@)p1(x) + ch(w)pa(x) = 0.
Potom
(7.5) yp = c1(2)p] () + 2 ()P ()

a dalsi derivovanim je

(7.6) Yy = c1(@)@) () + () @5(7) + c1(2)] (2) + ca(w)ph ().
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Dosadime nyni (7.6), (7.5) a (7.3) do (7.1) a dostaneme druhou rovnici pro @1 (), @2(x).
Yp + Yy + ayp = i (1)1 (z) + () ()+Cﬂ)¢ﬁ@+ﬂﬂ@¢ﬂ@
+p(e1(2)Ph (@) + ea(2)ph(@)) + a1 (@)1 (@) + ea(2)pal) ) = ().

Po tpravé mame

4 (2)e () + h(e)eh(a) + (@) (@] @) 1 pel(e) + a0 (@) )
= 0 diky (7.2)

+ ea2(2) (95(2) + peh(@) + apa(a) ) = £ (@)

= 0 diky (7.2)

a posledni rovnice ma tedy tvar
c1(2)¢h (x) + () @s(2) = f(x),
coz spolu s (7.4) davé soustavu
(7.7) c1(x)pr(x) + ch(x)p2(r)
c1(2)¢h () + cy(x)@s(z) = f(2).

Ted vypocitame ¢, (), ch(x), dosadime do (7.3) a mame partikuldrni fesen.

Il
o

PRIKLAD 2.6. Reste rovnici

" — 5y + 6y = 2e”.
Reseni. Resme nejprve rovnici

y" — 5y + 6y = 0.

Charakteristicka rovnice je
A —B5A+6=0

a kofeny jsou A\; = 2, Ao = 3. Mame tedy fundamentdlni systém e?*, 37

a potom
yn = c1e®® + c2e3",  ¢1,c0 €R.
Provedme variaci constant. Hledejme partikuldrni fesenf ve tvaru
yn = c1(2)e®® 4 co(x)e3”.
Podle (7.7) dostaneme pro ¢1(x), ca(x) soustavu rovnic
)y (x)e*™ + ch(z)e®™ =0,
2¢) (2)e*® + 3ch(z)e3® = e”,

coz déva
Vypocitejme c¢; ().
Vypocitejme co(z).

1
ca(z) = /e*QIdx = —ie*h.

Partikularni feseni je tedy
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Obecné Teseni puvodni rovnice je tedy souctem yy, a yp, tj.

1
Yy = 3 e” 4+ c1e%® 4 c9e®*, 1,00 € R.

PRIKLAD 2.7. Reste rovnici

1
1 /

Reseni. Resme nejprve rovnici
v +4y + 4y = 0.
Charakteristicka rovnice je
M4 dA+4=\+2)72=0

a kofen je dvojndsobny A\; = Ay = —2. Mame tedy fundamentaln{ systém e 2%, ze=2*
a potom

yn = cre 2% + cowe 2, ¢p,cp €R.

Provedme variaci constant. Hledejme partikuldrni feseni ve tvaru
yn = c1(z)e™ 2 + co(x)ze ",
Podle (7.7) dostaneme pro ¢1(x), ca(x) soustavu rovnic
cy(x)e™* + ch(x)ze™ 2" =0,
_ _ 1
—2¢)(z)e™ 2 + cy(z)(e** — 2ze ") = pycrs
a po uprave
ci(z) + ¢&5(z)x =0,
—2c)(x) + chy(z)(1 — 22) = —

coz dava
Vypocitejme c1(x).
Vypocitejme co(x).

Partikularni feseni je tedy
Yp=—Ilnz e -~ ze”? =e (-1 —Inzx).
x
Obecné feseni puvodni rovnice je tedy souctem yp, a yp, tj.

y= efQI(fl —Inz)+ c1e”% 4 coxe™ . ¢q,c0 €R.

PRIKLAD 2.8. Reste rovnici

Yy — 2y + 2y = 2z.
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Reseni. Resme nejprve rovnici
v +4y + 4y = 0.
Charakteristicka rovnice je
A +2042=0

a kofeny jsou A\; = 1414, Ay = 1—i. Méame tedy fundamentalni systém e® cos z, e* sinx
a potom
yp = c1e€¥cosx + coe”sinx, c¢1,c0 € R,
Provedme variaci constant. Hledejme partikuldrni feSeni ve tvaru
yn = c1(x)e” cosx + co(x)e” sinx.

Podle (7.7) dostaneme pro ¢1(x), ca(x) soustavu rovnic

¢y (x)e” cosx + cy(z)e” sinz = 0,

¢ (z)(e” cosx — e* sinx) + ch(z)(e” sinz + e” cosx) = 2z,
po upravé

¢y (z)e” cosx + cy(z)e” sinz = 0,

¢ (z)e” cosx + cy(z)e” sinx —c) (z)e” sinz + ¢4 (x)e” cosz = 2z,

= 0 dle prvni rovnice
coz dava soustavu
/ / .
cy(z)e” cosx + ch(x)e” sinz = 0,
—c(z)e” sinx + ch(x)e” cosz = 2x.
Cectenim a odec¢tenim dostaneme
¢y (x) = —2ze sinz, cy(x) = 2re™" cos z.

Vypocitejme ¢1(z). Nejprve spocteme per-partes integraly

/e_“J sin xdx a /e_”” cos zdzx.

u=sinx v =e %

uw =cosr v=—e

—x

= —e¢ *sinx + / e *coszdr

/e*z sinxdr =

U = COS T v =e”

u = —sinz v=—e

x

—x

=—e "sinx —e Fcosx — /e_m sin xdx.

Tim jsme dostali rovnici pro integral f e~ " sinxdr a mame tedy

—z . —e Tsinx —e”*cosw 1 ..
e Usinzdr = 5 =-ge (sinz + cosx).

Analogicky bychom vypocitali

/e_r cos xdr =

e (sinz — cosx).

N |
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Nyni ¢1(x).

w=sinx v =e Tsinx
1

—2xe” Tsinxdr = _ .
/ u' =cosx v=—3e "(cosx+sinx)

=xe “(cosz +sinz) — /e_z sin zdx — /e_r cos xdx

1 1
= ze "(cosz + sinx) + 3 e " (sinz 4 cosx) — 3 e “(sinz — cosx)
=ze “(cosz +sinz) +e ¥ coszx.

Vypocitejme analogicky ca(x).

/2:5671 cos zdx =

u=sinz v =e *cosx
r_ _ 1 —x(y
u' =cosx v=g3e “(sinz—cosx)

=ze *(sinxz — cosx) — /e_”” sin zdx + /e_m cos xdx

=ze “(sinz — cosx) + % e “(sinx 4 cosz) + % e ¥(sinx — cosx)
=ze “(sinz —cosx) + e Tsinzx.
Partikularni feseni je tedy
Yp = (ze (cosz +sinz) + e " cosz)e” cosx
+ (ze *(sinz — cosz) + ¢ “sinz)e” sinz
= z(cos?® x + cos xsinx) 4 cos® x 4 z(sin® x — cos rsinz) + sin’
=z cos?x + wsin?x 4+ xcoswsina — xcoswsinx + cos® x + sin’x = x + 1.
Obecné feseni plivodni rovnice je tedy souctem yj a yp, tj.

y=x+1+cre”cosx + coe®sinx, c¢1,c0 €R.

8. Odhad partikularniho feSeni pomoci specialni pravé strany.
Zacneme s prikladem, ktery jsme jiz vyftesili variaci konstant.
PRIKLAD 2.9. Reste rovnici
y" =2y + 2y = 2.
Resend. Vime jiz
yn = cre¥ cosx + coe”sinx, c¢q,c € R.

Nyni potiebujeme najit partikuldrni feSeni. V tomto piipadé ho ale ”skoro
uhodneme”. Pokud se budeme chvili divat na danou rovnici, mozné nas napadne
(mozna také ne), ze pokud budeme hledat y, jako polynom, tak jeho derivacemi
ziskame opét polynom a dostaneme tedy po dosazeni do levé strany polynom, ktery
by se mél rovnat polynomu na pravé strané, tj. 2x. Navic je jasné, ze pokud bychom
vzaly polynom stupné k, je vlevo polynom stupné k a diky pravé strané musi byt
k = 1. Staci vzit partikuldrni feSeni jako polynom prvniho stupné, tj.

Yp = ax + b.
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Cisla a,b vypocitdme dosazenim yp do puvodni rovnice. Tedy y]’g =a, y;’ =0a
0—2a+2(ax +b) = 2.
Dva polynomy se rovnaji, pokud se rovnaji jejich koeficienty, coz dava
2a =2, 2b—2a=0.
Z toho okamzité plyne a =1 a b = 1 a mame partikuldrni feSeni
Yp=x+ 1.
Obecné feseni je tedy

y=x+1+ce’cosx + ce’sinx, c1,c0 €R.

Zkusme jesté jeden piiklad.
PRIKLAD 2.10. Reste rovnici
Y’ — 2y + 2y = e*".
Resend. Vime jiz
yn = cre¥ cosT + coe® sinx, c¢q,c € R,
Nyni potiebujeme najit partikuldrni feseni. V tomto piipadé ho ale opét ”skoro
uhodneme”. Pokud se budeme chvili divat na danou rovnici, moznéd nds napadne

(mozna také ne), ze pokud budeme hledat y, ve tvaru y, = e2*_ tak jeho derivacemi
ziskame y; =2e%" a y]’g’ = 4e" a dostaneme tedy po dosazeni do levé strany

4e%* — 4e%* 4 2e%7 = 2"

3

coz uz je rovno pravé strané az na konstantu. Uhodnéme tedy partikularni feseni
ve tvaru tj.

Yp = ae?®.
Cislo a vypocitdme dosazenim y,, do puvodni rovnice. Tedy y,, = 2ae%?, Yy = 4ae?®
a

4ae®® — 4ae®® + 2ae®® = *°

a dostaneme rovnici
2ae%® = 262%.

7 toho okamzité plyne a = % a mame partikularni feSeni
1 2z
= —e™".
Yp B

Obecné feseni je tedy

1
y= 56” + ci1e” cosx + coe”sinx, c¢1,c0 € R.

]

V obou piipadech jsme partikuldrni feSeni az na péar koeficientt uhodli z tvaru
pravé strany a pifimym dosazenim jsme tyto koeficienty vypocetli. Usetfili jsme
si ndmahu s pocitanim integral pii variaci konstant. Uvedme si nyni obecny tvar
specidlni pravé strany, pro kterou se umi partikularni feSeni az na nékolik neurcitych
koeficientu uhodnout.
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VETA 2.11. Necht je ddna rovnice
y'+py +aqy = f(z).

Predpoklddejme, Ze pravd strana f(z) md specidlni tvar
(8.1) f(z) = e**(Py(x) cos fx + Py(z)sin fx),
kde Py(x), Pa(x) jsou polynomy. Necht k je ndsobnost ¢isla o+ if3 jakozto korene
charakteristické rovnice (pokud o + i neni korenem charakteristické rovnice, je
k=0).

Potom existuji polynomy Q1(x), Q2(x), max(stQq,stQ2) < max(stPy,stFPs),
tak, Zefunkce

yp = 2" (Q1(x) cos Bz + Q2(x) sin fz)
je partikuldrni reSend.
Uvedme si nékolik speciglnich piipadi.
1) Je-li 5 =0, méme f(x) = Py(z)e** a partikuldrni feseni hleddme ve tvaru

Yp = 2 Qy (z)e?”.
2) Je-li @ = 0, mdme f(x) = Pi(x)cos Sz + Py(x)sin Sz a partikuldrni feseni
hledame ve tvaru
yp = 2¥(Q1(z) cos Bx + Qo(x) sin ).
3) Je-liaa=0a =0, mdme f(xz) = Pi(x) a partikuldrni feSeni hleddme ve
tvaru
Yp = zFQy(z).
4) Je-li Pa(x), mdme f(z) = Pi(x)e®” cos fx a partikuldrni Feseni hleddme ve
tvaru
Yp = 28 Q1 (2)e?® cos fz.
A takto bychom mohly pokracovat dal. VyreSme si par priklada.
PRIKLAD 2.12. Reste rovnici
y// _ 2y/ + 2y _ xe?)x_
Regend. Snadno zjistime kofeny charakteristické rovnice Ao =1=+7 a
yn = cre¥ cosT + coe®sinx, c¢p,c € R.
Prava strana ma specialni tvar
f(z) = ze®*,

ktery dostaneme volbou a =3, 8 =0, Pi(z) =z, P(z) =0 v (8.1). Protoze ¢islo
a + i = 3 neni kofenem charakteristické rovnice, je k = 0. Lze tedy hledat

yp = (ax + b)e®”,
kde ax + b je nezndmy polynom prvniho stupné. Vypoctem mame

y, = ae® + 3(ax + b)e®”

yy = 3ae® + 3ae® + 9(ax + b)e®” = 6ae>” + 9(ax + b)e’”.
Dosazenim do puvodni rovnice mame

6ae®® + 9(ax + b)e3® — 2(ae® + 3(ax + b)) + 2(ax + b)e>® = xe3”,
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tedy
6a + 9ax + 9b — 2a — 6ax — 6b + 2ax + 2b = Sax + 4a + 5b = x.

7 toho plyne
b5a=1, 4a+5b=0

, b= f%. Partikularni feseni je tedy

v G g

a obecné feseni puvodni rovnice je

=1
aa=g

1 4 " .
Y = (g:p — £>eg* + c1e¥ cosx + cpe¥sinz, ¢1,c0 € R.

PRIKLAD 2.13. Reste rovnici
y" —y = cosx.
Resend. Snadno zjistime kofeny charakteristické rovnice \; =1, Ay = —1 a
yp =cre” T+ ce”,  c1,c0 €R.
Prava strana ma specialni tvar
f(z) = cosw,

ktery dostaneme volbou o =0, 5 =1, Pi(z) = 1, Pa(z) = 0 v (8.1). Protoze ¢islo
a + i = i neni kofenem charakteristické rovnice, je k = 0. Lze tedy hledat

Yp = acosz + bsinz,

kde a, b jsou neznamé. Vypoctem méame

Yy, = —asinz + bcosx
a
Yy, = —acosx — bsinz.

Dosazenim do puvodni rovnice mame
—acosx —bsinx —acosz —bsinx = —2acosx — 2bsinx = cos x.

7 toho plyne
2a=1, 2b=0
aa= %, b = 0. Partikularni feSeni je tedy
1
= —cosx

Yp )

a obecné Teseni puvodni rovnice je

1
y= 3 cost + cre” " 4+ coe”, c1,c0 €ER.

PRIKLAD 2.14. Reste rovnici

y//_2y/+y:ex.



30 2. ROVNICE DRUHEHO RADU - POKRACOVAN{
Resend. Snadno zjistime kofen charakteristické rovnice je dvojn’dsobny ;o =

yn = c1€” + coxe®, 1,00 € R.
Pravé strana ma specialni tvar
fz) =€,
ktery dostaneme volbou o =1, 8 =0, Pi(x) =1, Po(x) =0 v (8.1). Protoze ¢islo
a + i = 1 je kofenem charakteristické rovnice nasobnosti 2, je k = 2. Lze tedy

hledat
Yp = az’e®,
kde a je nezndma. Vypoctem mame

y, = a(2z + z?)e”

Yy = a(2+ 4z + 2%)e”.
Dosazenim do puvodni rovnice mame
a(2 + 4z + 2%)e” — 2a(2z + z%)e” + ar?e”
= {2%*(a — 2a + a) + x(4a — 4a) + 2a)}e* = 2ae” = e”.
7Z toho plyne
20 =1

a a = 3. Partikuldrn{ fesenf je tedy

1 T
y[) = 55626

a obecné feseni puvodni rovnice je

1
y= §x2ez + c1€” 4+ coxe®, c¢1,c0 € R.

]

Uvedme si zde jesté jeden dilezity princip, tzv. princip superpozice. Predstavme
si, ze mame Fesit rovnici y”’ — 3y’ + 2y = 2z + e*. Prava strana této rovnice ale nenf
ve tvaru (8.1). Nicméné je souctem dvou funkei fi1, fo, z nichz kazd4 je ve tvaru
(8.1). V takovém piipadé lze nalézt partikuldrn{ fesen{ ke kazdé funkci zvast a pak
je secist.

VETA 2.15. Bud ddna rovnice
(8.2) Y +py +aqy = f()

Nechi f(z) = fi(z) + fo(z). Oznacéme y1, partikuldrni feseni rovnice
y' +py +ay = filz)
a Ya,p partikuldrni Tesent rovnice
y' + oy +ay = f2(@).
Potom y, := y1,p + y2,p je partikuldrni resend rovnice (8.2).
PRIKLAD 2.16. Reste rovnici

y"' — 3y + 2y =2x + €.
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Resend. Snadno zjistime kofeny charakteristické rovnice jsou Ay =1, Ao =2 a
yn = c1€” + 26?1, c0 € R.
Prava strana méa tvar
fl@) =2z +¢e" = fi(x) + fa(x).

Funkce fi(z) = 2z m4 specidln{ tvar, ktery dostaneme volbou o = 0, 8 = 0,
Pi(z) = 2z, Py(x) =0 v (8.1). Protoze ¢islo o + i = 0 nenf kofenem charakteri-
stické rovnice , je k = 0. Lze tedy hledat

Y1,p = ax + b,
kde a, b jsou neznamé. Vypoctem méame
Yp=a
a
y, = 0.

Dosazenim do rovnice 3" — 3y’ + 2y = 22 méme
0—3a+2(ax +b) = 2.

Z toho plyne
20 =2, —3a+2b=0

aa=1b= % Partikuldrni feSeni ¥, je tedy

3
y17p:x+§.

Funkece f2(z) = e€® mé specidlni tvar, ktery dostaneme volbou a« = 1, § = 0,
Py(z) =1, Py(z) =0 v (8.1). Protoze ¢islo a+ i = 1 je kofenem charakteristické
rovnice nasovnosti 1, je k = 1. Lze tedy hledat

T
Y2,p = axe,

kde a je neznama. Vypoctem mame blabla
y, = a(x + 1)e”

y, = a(z + 2)e”.
Dosazenim do rovnice 3" — 3y’ 4+ 2y = ¢* mdme
a(z +2)e” — 2a(x 4+ 1)e” + axe” = —2ae” = e”.
7Z toho plyne
—2a =1
a a = —3. Partikuldrn{ fesenf ys , je tedy
Ya,p = —% x e’

Obecné feseni puvodni rovnice je

3 1 . .
g/zgc—i—§—§ace”“—f—cleg”—&—CQeQJ“7 c1,c0 € R.
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ZAJIMAVY PRIKLAD 2.17 (Harmonické kmity pod vlivem vnéjsi sily). Kulicka
o hmotnosti m je na pruziné, kterd je upevnéna na zed. Povytdéhneme kulicku o
néjakou vzddlenost ze své rovnovdzné polohy a cvrnkneme do ni, ¢imz ji udélime
néjakou pocdtecni rychlost. Predpoklddejme, Ze tuhost pruZiny je k, odpor prostiedi
zanedbdme a navic na kulicku pusobime periodickou silou Fy(t) = Fy coswot. Popiste
pohyb kulicky.

Reseni. Je ziejmé, ze kulicka se bude pohybovat v pifmce. Zavedme na nf
soufadny systém tak, ze rovnovaznad poloha je v 0 a kladny smér je doprava.
Pfedstavme si, ze kulicka ma v ¢ase t polohu y(t) a pusobi na ni dvé sily, F a
Fy. Viz obréazek 1.

05 Fa
F

-—

ANANANNNNNANANNNNDAAANNNNNANANNANN NN
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVUVVVVTW

y(®) m

o

-0.51

-2 -1 0 1 2 3 4

OBRAZEK 1. Nékres.

Sila F pusobici na pruzinu je timérnd vychylce a tuhosti, tj. |F| = ky(t), ale
mé opaény smér nez y(t), tj. F = —ky(t). Vezmeme-li do tvahy jesté silu Fy,
dostaneme z Newtonova pohybového zakona méme

(8.3) my" (t) = —ky(t) + Fo cos wot.

Ozna¢me w = /£ Potom rovnice (8.3) piejde na tvar

Y (t) + wy(t) = o cos wot.
m

Oznacime-li jestée G = % mame
(8.4) Y (t) + w?y(t) = G coswot.
Resme nejprve rovnici s nulovou pravou stranou.
(8.5) Y’ +w?y =0.
Jeji charakteristickd rovnice je

N4+w=0 = Al ==+ iw
a obecné Feseni rovnice (8.5) je tedy

y(t) = c1 coswt + cosinwt, c¢1,c0 € R.



8. ODHAD PARTIKULARNIHO RESENI POMOCI SPECIALNI PRAVE STRANY. 33

Pro zajfmavost si najdeme alternativn{ tvar. Ozna¢ L =c} +c3 aa =<, B= Z.

7Rl
Protoze
O[2 + 52 -1
existuje uhel ¢ tak, ze
cosp = q, singp =f
a dosazenim mame obecné feseni rovnice (8.5) ve tvaru
yn = L(cos p coswt + sin psinwt) = Leos(wt — ), L, € R.

Najdeme partikuldarni pomoci odhadu.

Piipad w # wy.
Protoze iwy neni kofenem charakteristického polynomu, uhodneme partikularni
feseni ve tvaru

Yp = a coswot + bsinwgt.
Derivovanim méme
Y, = —awq sin wot + bwg cos wot.

y;’ = —awg sinwot — bwg coswot = —wg Yp-
Dosazenim do (8.4) dostaneme

Yp(—wi + w?) = G coswot.

Tedy
_ Gceoswopt
=2 wd
a obecné fesen{ rovnice (8.4) je
G cos wot
y= 2702 + Lcos(wt —¢), L,peR.
w? — w§

Vsimnéme si, ze amplituda tohoto pohybu je ﬁ
0

je velka pro w blizkd wq, coz
muzeme interpretovat tak, ze i pfi malé amplitudé vnéjsi sily muze byt amplituda
odezvy velka.

Pripad w = wg.
Protoze iw je jednondsobnym kofenem charakteristického polynomu, uhodneme
partikularni feseni ve tvaru

yp = t(acoswt + bsinwt).

Derivovanim mame

Yy, = acoswt + bsinwt + t(—aw sin wt + bw cos wt).

Yy, = 2(—awsinwt 4 bw cos wt) + t(—aw? coswt — bw? sinwt).
Dosazenim do (8.4) dostaneme

2 coswt — bw? sin wt)

G coswt = 2(—aw sinwt + bw cos wt) + t(—aw
+w? t(acoswt + bsinwt) = —2aw sin wt + 2bw cos wt).

Tedy
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a obecné Feseni rovnice (8.4) je

G
V=50 tsinwt + Lcos(wt — ), L,p €R.
w

Vsimnéme si, ze amplituda tohoto pohybu je % a roste linedrné s ¢asem. Tomuto

jevu se fika rezonance. K rezonanci tedy dochézi, ma-li vnéjsi sila stejnou frekvenci
jako oscilator.

O

Na zavér bychom méli porovnat obé metody, tj. variaci konstant a odhad
pomoci pravé strany. Variace konstant ndm funguje na kazdou pravou stranu, to
je jeji vyhoda. Nevyhodou ale je jeji pocetni ndroénost (musime integrovat). Na
druhou stranu odhad neni zdaleka tak naro¢ny na vypocet, ale zase funguje jen na
dost specidlni pravou stranu.

9. Rovnice typu F(y,y',y"”) = 0.
V mnohych fyzikélnich problémech se vyskytuje rovnice typu

(9-1) Fy,y',y") =0
kde se explicitné nevyskytuje nezdvisle proménnd x (ve fyzice je to cat t). Tato
rovnice se Fesi trikem ve dvou krocich.

1) Zavedeme funkci jedné proménné p(t) vztahem

(9-2) y'(x) = ply(x))-
Jelikoz y tesi (9.1), muZzeme psét
F(y(z),y (z),y"(z)) = 0 pro véechna z € T
kde I je n&jaky interval, na kterém je definovéno feseni. Vypocitejme y”(x). Z
(9.2) méme
y' (@) =P (y(@)y'(z) = p'(y())p(y(x)).
Dosazenim do (9.1) dostaneme
F(y(x),p(y(x)),p (y(x))p(y(z))) = 0 pro viechna z € I.

Predpokladejme, ze feseni y(z) neni konstantni. To znamend, ze obraz intervalu I
je interval J, tj. y(I) = J. Vezmeme tedy y = y(z) € J jako nezdvisle proménnou
a predchozi rovnici muzeme piepsat do tvaru

F(y.p(y),p'(y)p(y)) = 0 pro viechna y € J.

Toto je uz rovnice 1. Fadu pro funkci p(y), kterou musime vyftesit. Necht je jejf
obecné feseni

p(y) = G(y,c1),c1 € R,
Nyni ptistoupime k druhému kroku.
2) Dosad ’ime prévé vypocitané p(y) do rovnice (9.2) a dostaneme

y' =Gy ),
coz je pro kazdé pevné ¢y rovnice 1. fadu. Najdeme jeji obecné feseni
y=H(xz,c1,¢3), ca €R.

Tedy celkem
Yy = H($7CI7C2)3 C1,C2 € R.
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Prakticky postupujeme takto:
Déana F(y,y',y") =0. Bud ¥ = p(y). Pak y" =p'(y)y’ = p'(y)p(y) a méme
F(y,p(y),r' (y)p(y)) = 0.
Resenim je
p(y) = Gy, c1).
Dosadime a mame
y' =Gy, c1).
Resenim je
y=H(y,c1,c2).
PRIKLAD 2.18. Reste rovnici yy" = /.
Resend. Poloz 3 = p(y). Pak y" = p'(y)p(y) a
yp' (y)p(y) = p*(y)-
1. Necht p(y) =0. Pak ¢y’ =0 a
(9.3) y=c¢ ceR
jsou Feseni.
2. Necht p(y) # 0. Pak

Dosadime a mame
d
v =cy = it =c¢ = lnlyl=ax+k
Yy

a tedy

ly| = eFe1® =y = cpe®?,

Obecné feseni je tedy ddno vzorcem
y = e’ c1,c0 €ER.
Vsimnéme si, ze volba ¢; = 0 ndm dévé (9.3).

PRIKLAD 2.19. Reste rovnici yy" — y'> = 2y°.

Resend. Poloz 3 = p(y). Pak y" = p/'(y)p(y) a
yp' (n)p(y) — P (y) = 24°.

Vynasobme rovnici dvéma, pouzijme vztah 2p'(y)p(y) = (p?(y))’ a dostaneme

y(* () —2p*(y) = 4y°.
Substituujme ¢(y) = p*(y) a mame linearn{ rovnici pro q(y)
2
q(y) - Qq(y) =4y.

Resme nejprve

q'(y) - gq(y) =0

35
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a dostaneme separaci

d 2
ZQZQ = Inlg| =2In|y| +c=Inky* = q(y) = ky*.

Provedme variaci konstanty. Pak
4
Kyy’ =4y = k(y)=— = k(y) =4lny
Y

a obecné TeSeni je

ay) = y*(4lny + k).
Tedy

p(y) =yv4lny + k.

Dosadime do vztahu 3y’ = p(y) a mame

Y (y) =y/4lny + k.

Resme opét separaci a mame

/L—/dx—x—i—c
yvAlny +k B '

Provedeme substituci z = Iny v levém integralu a dostaneme

dy / dz 1 1
= =—-Vidz+k=_-+/4lny+k
/yx/4lny+k Viz+k 2 : 2 Y

a mame

1 k o
B dhnhy+k=z+c = 1nyz(gc+c)2—Z = y=e fe@td?

k i . o
4 a cg = ¢, dostavame konecn ve fFeSeni

Oznac¢ime-li ¢; = e~
2
y=cre®te)” o e eR.
O

Jiné Fesend. Pro zvédavece uvedme jednodussi trikovy postup, ktery funguje pro
tuto rovnici, oviem obecné ne. Rovnici 3y — y/? = 2y? vydélime y? a dostaneme

y//y _ y/2 5
=2
Y
Pouzijeme vzorec M = (y—/)/ a mame
Yy Yy
"N/ ! c\2 c?
(y—) —2 = 2 =2r+c¢ = hnhy=2>+cr+k= (ac—l—f> +k—-—.
Yy Y 2 4
o2
Z toho dostaneme po oznaceni ¢; = eF~T | ¢y = 5

2
Yy = crel@te2) , c1,c2 €R,

ZERTOVNY PRIKLAD 2.20. Reste rovniciy" — 3y’ + 2y = 0.
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Resend. Samoziejmé je tato rovnice linedrni. Jeji charakteristicka rovnice je
MN_3A+2=0 = A\ =1, \y=2
a obecné Teseni je
y=c1e® + c2e*®, ¢, €R.
Nicméné je tato rovnice taky typu F(y,v',y") = 0 a lze ji takto fesit. Bud
y' = p(y) a nésledné y"" = p'(y)p(y). Dostaneme

' (y)p(y) — 3p(y) + 2y = 0.

(Vsimnéme si, ze jsme z linedrni rovnice udélali nelinedrni, tomu fikam ”tspéch”.)
Upravme ji na tvar
) _3p—2y
p =
p
coz je rovnice s homogenn{ pravou stranou. Polozme p(y) = yq(y) a dostaneme
P’ = yq' + q a po dosazeni

)

3yg —2y 3¢ —2 3¢ —2 ¢ —3q+2
yq +q= = = yq = —g=
Yq q q q
Separaci mame
qdq dy / qdq
i B N ————— =Iny+ec
q®—3q+2 Yy q> —3q+2 Y

Rozkladem na parcidlni zlomky vyjde
q 2 1
@ —-3¢+2 q¢—-2 q-—1

a déle
2lnjg—2/—Injg—1|=—In|y|+Ink = — 2 ==,
q

— py)
)= y

Dosadime q(y a dostaneme

G2k -2’

=2 k.
D _ _
i S P—y
Nasobime p — y a umocnime. Dostaneme
p? —dpy +4y* = kp —ky = p* —p(dy + k) +y(dy + k) = 0.

Vyfresime kvadratickou rovnici a vyjde

p2(y) = %(4y+ k+ \/(4y—|— k)2 —4(4y + k:)y) = é(4y—|— k+k(dy + k‘))

VysSetfeme jen piipad se znaménkem ”+7, druhy piipad je analogicky. Dosadime
p(y) do rovnice ¢y = p(y) a dostaneme diferencidlni rovnici

y = %(4y+k:l: VE(dy + k).

Separaci mame

dy 1 / dy 1
=_—dz = =-x+c
dy+k+\k(dy+k) 2 dy+k+\k(dy+k) 2
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Pocitejme
342 4 1
/ dy B dy+k ==kt t—\/E\/ély—i—k
WhhEVEAYHE) | gy = oktdt  dy = Lktdt

LEtdt 1 dt 1 1 1
2" | = =Zlhlt+1==In(1+ —=+/4 k
/k:t2+kt 2/ pluft+1f=5h{l+ y+k)

t+1 VEk
a je tedy
1 1 1
—In(14+ —=+/4 k)= -
2n( +\/E\/ y+ k) 5E T ¢
coz dava
1 1
In(l+—=Vay+k)=x+2c = 1+ =4y + k="
VE VEk
1 2 4 k
= (*W) = (e*e” - 1) = k. et — 2e%%" 41
vk k
k 4c k 2c
= 4y = ke*®e®® — 2ke*e” = y = Z e — e2 e’.
Oznac¢ime-li ¢; = — ke;c acyg = keT“, dostaneme ndm uz znamy tvar

y = cie” + cpe®”.
|
Typickym fyzikalnim piikladem vedoucim na tento typ rovnice je je pohyb
télesa po primce v nehomogennim gravitaénim poli.
ZAJIMAVY PRIKLAD 2.21. Mdme v poédtku umisténé téleso o hmotnosti M a

po ose x se pohybuje hmotny bod o hmotnosti m. Najdéte diferencidlni rovnici jeho
pohybu.

Reseni. Oznac¢me vzdalenost hmotného bodu od pocatku y(t), t je ¢as a
oznatme F' gravita¢ni silu pusobici na hmotny bod. Viz obriazek 2. Potom z

1 -
05r
- F
0 e}
M y(t) m
_05 L
_l Il Il Il Il J
-2 -1 0 1 2 3 4

OBRAZEK 2. Nékres.

Newtonova gravita¢niho zakona plyne, ze
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a z pohybového zdkona mame
,, mM
my"(y) = —k——.
y3(t)
Vydélime rovnici m a dostaneme diferencialni rovnici daného pohybu
M
1
y'(y) = —k——.
Y2 (1)
Toto je jiz rovnice typu F(y,y’,y"”) = 0 a lze ji tedy Fesit ndm jiz zndmou metodou.
(I






PREDNASKA 3
Okrajové ulohy

7 teorie rovnice nosniku mame rovnici

(0.1) u’ 4+ M= g(x)
s okrajovymi podminkami
(0.2) u(0) = u(l) = 0.

Zkoumejme Fesitelnost v zdvislosti na A a g(x).

1. Prostory C(a,b), C*(a,b) a skaldrni souéin

DEFINICE 3.1. Prostor C(0,1) je definovdn jako mnozina vsech spojitych funkct
na |a,b].

DEFINICE 3.2. Skaldrni soucin na prostoru C(a,b) je definovdn

b
(f.9) = / f(2)g(x)dz

DEFINICE 3.3. Prostor C?(a,b) je definovdn jako mnozina viech spojityjch funkci

u(x) na [a,b] takovych, Ze existuje v’ (x) a tato funkce je opét spojitd na [a,b].
2. Pripad A <0
PRIKLAD 3.4. Redme rovnici s okrajovymi podminkami
y' —4dy=-82>, y(0)=0, y(3)=0.
Resend. Charakteristickd rovnice je a? —4 = 0. Tedy oy = 2, ap = —2.
yn = c1€%% 4 o727,
Najdeme partikuldrn{ fesen{ ve tvaru y, = az?® + bx + c¢. Dosazenim mame
2a — 4(ax?® + br +¢) = 2?, = —4daz® — 4bx + 2a — 4c = 82,

zé¢hoza=2 b=0,c=1ay, = 222 + 1 . Obecné feseni dané rovnice (bez
okrajovych podminek) je tedy
y(x) = 22% + 1+ ¢16*® 4 cpe™ 22,
Nyni navolime c; a ¢ tak, aby byly splnény poc¢ateéni podminky. Zijmé
y(0)=0=14c; +co, y(3)=0=23>+1+c1e*3 +cpe 23
a mame soustavu dvou rovnic
c1+co =—1,

b c1 + e co = —19.

41
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pro nezndmé ci, cs. Jejim fesenim je

_e_6—|—19 _—66—19
1= 056 o6 27 o6 _ o6
a celkem je
+19 —ef—19
y:2x2—|—1+e + eQ‘T—l—ie e 2,

66 _ b 66 _ b
|
Poznamenejme, ze feseni v predchozim ptikladu existuje a je uréeno jednoznaéné.
Zkoumejme nyni obecny tvar pro A < 0.

VETA 3.5. Bud g € C(0,1) a A < 0. Potom ezistuje jediné reseni problému
(0.1) a (0.2).

Diikaz. Protoze A\ < 0 existuje w > 0 tak, ze A = —w?. Piepisme si rovnici
(0.1) do tvaru
y" —w’y = g(2).
Resme ji. Mdme A2 —w? = 0 a tedy

yp = c1€¥7 + coe™wT.

Provedme variaci konstant. Dostaneme

yp = c1(2)e“" + co(x)e™"

a prislusné rovnice jsou

ch(x)e” + cy(z)e™™* = 0;
!
1

wc (x)e” — wch(z)e™" = g(x).
Dale
/ 1 —wT / 1 wx
¢ (z) = %g(x)e , co(z) = —Zg(m)e
Tedy

cmwzj'1gmaMM<mw:—/’iy@wwt
0 0 2w

2w
V tomto momenté je dilezité, ze g € C*(0,1), protoze lze c1(z) a ca(z) dvakrdt
derivovat. Celkové mame

T b
21 —er(at [ hgvea) et (e [ Lotetar)
21 ylx)=e C1+/O 559(0)e R Ca 5, 9(t)e
Jak to nyni dopadne s okrajovymi podminkami? Dosadime a méame soustavu rovnic
0 0
1 1
w0 —wt —w0 wt
= —g(t dt) ( — [ —q(t dt): ,
y0) = e+ [ goaetar) + e (e [ Smgetar) =0
1 ‘1 t 1 ‘1 t
z:"J( —t““dt) —w( —/—t‘“dt):.
y(l) =e 61+/0 5,90 Fee- | 5, 9(0)e 0

Po tpravé je

c1+cy =0,

! l
1
e“leg +evley = —e‘“l/ —g(t)e tdt + e_“l/ —g(t)e“tdt.
0 0 2w
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Determinant soustavy je
1 1

ol pmwl| = e Wl — ¥l
Protoze e™“! — e“! #£ (0, m4 soustava vzdy pravé jedno Fedend.
O
3. Pripad A =0
PRIKLAD 3.6. Redme rovnici s okrajovymi podminkami
y'=2, y(0)=0, y(3)=0.
Reseni. Charakteristicks rovnice je a? = 0. Tedy a; 5 = 0.

Yp = C1 + Ca.

Najdeme partikuldrni fesen{ ve tvaru y, = az?. Dosazenim mdme
2a = 2,
z ¢ehoz a = 1 . Obecné fesen{ dané rovnice (bez okrajovych podminek) je tedy
y(z) = 22 4+ ¢1 + cox.
Nyni navolime c¢; a ¢y tak, aby byly splnény pocateéni podminky. Zijmé
y(0)=0=-c1, y(B)=0=94c1+ 3¢

a mame soustavu dvou rovnic

a =0,

c1+3co=-9
pro nezndmé ci, cs. Jejim fesenim je

=0, co=-3

a celkem je

y=x? — 3x.

O

Poznamenejme, ze feseni v predchozim ptikladu existuje a je urceno jednoznaé¢né.
Zkoumejme nyni obecny tvar pro A = 0.

VETA 3.7. Bud g € C*(0,1) a A = 0. Potom ezistuje jediné Feseni problému
(0.1) a (0.2).

Dikaz. Ptrepisme si rovnici (0.1) do tvaru
y" = g(@).
Resme ji. Mdme o2 = 0 a tedy
Yp = C1 + Ca.
Provedme variaci konstant. Dostaneme
Yp = a1(@) + c2(2) @

a prislusné rovnice jsou
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Déle

Tedy

c(z) =— /OI tg(t)dt, co(x) = /Owg(t)dt
a celkové mame
(3.1) y(@) = c1 — /O ")t + x(c2 + /O ' g(t)dt).

Jak to nyni dopadne s okrajovymi podminkami? Dosadime a mame soustavu
rovinic

y(0) =¢; =0,

1 l
y(l) = &1 —/ tg(t)dt + l(CQ +/ g(t)dt) = 0.
0 0
Po tdpravé je

01:07

! l
c1 +leg = / tg(t)dt — l/ g(t)dt.
0 0

Determinant soustavy je
1 0
1 1

Protoze [ # 0, m& soustava vzdy pravé jedno feseni.

-

4. Piipad A >0
Zkoumejme problém (0.1) a (0.2) pro A > 0. Necht A = w? > 0 a fesme nejprve
(4.1) Y’ +wy =0, y(0) =y(l) = 0.
Charakteristickd rovnice je a? + w? = 0 a tedy aj » = +iw. Fundamentdln{ sytém
je coswz, sinwx a obecné feseni je
y(x) = ¢1 coswx + e sinwe.
pocitejme nyni ¢; a ¢y z okrajovych podminek. Dosadme z = 0 a méme 0 = ¢;.
Tedy
y(x) = cosinwe.
Dosadme z = [ a dostaneme
0=1y(l) = cosinwl.
Necht sinwl =0

Je-li sinwl = 0, je wl = k7w pro ngjaké prirozené k. Tedy
A=w?= (kTT)Z

V takovém piipadé je ovSem fesenim libovolna funkce

k
y(x)zcsin%, ceR.
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Dany problém (4.1) m4 tedy nekoneéné mnoho feseni.
Necht sinwl # 0
Je-li sinwl # 0, je wl ¢ {km,k € N}. Tedy

o= ()"

V takovém piipadé je ovSem feSenim jedina funkce
y(z) = 0.
Dany problém (4.1) m4 tedy jediné feSeni.
DEFINICE 3.8. Cisla \, = (kT’T)Q se nazgvaji vlastni ¢isla problému (4.1) a
funkce yg(x) = sin ’”lr—“’ se nazgvaji vlastni funkce problému (4.1).

Plati néasledujici véta.

VETA 3.9. Necht \ ¢ {(’%”)2, k € N}. Pak existuje prdvé jedno resent problému
(4.1) a to je nulovd funkce.

Necht \ = (’“777)2 pro néjaké k € N. Pak existuje nekoneéné mmnoho resent
problému (4.1), mnozina P viech Teseni tvori vektorovy prostor a
krx
P = {csin %,c € R}.

Zkoumejme nyni nehomogenni problém, tj. pro danou funkci g nalézt feseni
okrajového problému (0.1) a (0.2). Plati nasledujici klicovd véta.

VETA 3.10. Bud g € C(0,1).

(i) Nechi \ ¢ {(kT“)Q, k € N}. Pak ezistuje prdvé jedno redeni problému (0.1) a
(0.2).

(ii) Nechf A= (57)? pro néjaké k € N. Pak
1. Pokud

l
/ g(x) sin k?—xdx #0,
0

neexistuje Zadné resend.
2. Pokud

1
/ g(z) sin kn;—mdx =0,
0

existuje nekonecné mnoho teseni problému (0.1) a (0.2), mnoZina P vsech
Tedend tvori afinni (posunuty vektorovy) prostor a

P = {yo(x) + csin kﬂTx,c € R},
kde yo(x) je libovolné resent problému (0.1) a (0.2).
Dukaz. Najdéme nejprve obecné feseni problému (0.1). Uz vime, Ze
Yp = C1 COSWZT + Co SInwz.

Provedme variaci konstant a dostaneme

yp = c1(z) coswz + co(z) sinwz.
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a prislusné rovnice jsou
) (z) coswz + cy(z) sinwz = 0;
— i (z) sinwz + ¢4 (x) coswz = g(z).
Dale
c(x) = —g(x)sinwz, ch(x) = g(z)coswr.

Tedy

a(z) =— /OI g(t)sinwtdt, co(z) = /Omg(t) cos wtdt

a celkové mame
xT

(4.2)  yx)= ((31 — /mg(t) sinwtdt) Cos wx + (62 +/ g(t) cos wtdt) sin w.

0 0
Jak to nyni dopadne s okrajovymi podminkami? Dosadime a mame soustavu
rovnic

y(O) =c =0,
! 1
y(l) = (cl — / g(t) sinwtdt) cos wx + (02 +/ g(t) cos wtdt) sinwz = 0.
0 0
Po upravé je
(43) Cc1 = 0,
! l
¢1 coswl + cosinwl = cos wl/ g(t) sinwtdt — sin wl/ g(t) coswtdt.
0 0

Determinant soustavy je
1

. = sinwl.
coswl sinwl

Uvazujme piipad (i), tj. A ¢ {(kT’T)Q,k‘ € N}. Pak sinwl # 0 a soustava mé vzdy
praveé jedno FeSeni.

Uvazujme nyni pifpad (ii), tj. A € {(’“T’T)Q, k € N}. Necht existuje teseni y(z)
problému (0.1) a (0.2) s vlastnim ¢&islem A\, = (’%’“)2 Pak plati

y' (@) + Aey(x) = g(z),  u(0) =u(l) =0
v kazdém bodé = € (0,1). Nasobime tuto rovnost vlastni funkei yx(x) = sin ’”lr—I,
integrujeme od 0 do ! a dostaneme

l l
.AWWHMMWm@M=A9®m@M

Uzitim per partes (a vlastnosti y(0) = y(I) = 0, yx(0) = yx(I) = 0) mame
! !
| v @u@ds = @@l - [ v
0 0
l !
= —/ Y (@)yi(x)de = ~[y(x)yk ()] +/ y(@)yy (x)dz
0 0
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a dosazenim mame

l
/O (" () + (@) () do = /

l l
Y ()i ()de + M / (@) (2)dz
0

l l l
:/ y(éﬂ)y%(w)dfwrkk/ y(ﬂc)yk(x)dw:/ y(@) (YK (v)dz + Arye(x))da,
0 0 0

tedy
l

1
| v i@+ Az = [ glommla)da.
0 0
Nyni vyuzijeme té vlastnosti, ze vlastni funkce yj () fesi problém (4.1) pro A = A
a tedy je
Y (@) + Aeyk(z) =0
coz dava

l
/ g(2)k()dz = 0.
0

Pokud m4 tedy uloha (0.1) a (0.2) Feseni, je fol g(x)yr(z)dx = 0, ¢ili skaldrni{ soucin
funkef g(z) a yx(x) je nula. Tim jsme ukézali, ze pokud tento skaldrni soucin nenf
nula, pak tloha nem4 feSeni, coz je prvni ¢ast tvrzeni (ii).

Abychom ukézali druhou ¢ast tvrzeni (ii), pfedpoklddejme, ze fol g(x)yx(x)dx =
f[f g(z)sinwzdr = 0, kde w = kT” Vratme se k soustavé (4.3). Napisme ji do
maticového tvaru

1 0] 0
( coswl sinwl ’ cos wl fol g(t) sinwtdt — sinwl fol g(t) coswtdt >

1 0] 0
coskr 0| 0 )~
Regeni této soustavy je tedy ¢; = 0 a ¢y zcela libovolné. Uloha (0.1) a (0.2) mé
tedy nekonec¢né mnoho feSeni ve tvaru
k * kmt k I kmt
y(r) = — cos %x g(t) sin Tﬁdt + sin %x <02 + / g(t) cos det).
0 0

Oznacéime-li

k ¢ kmt k ¢ kmt
yo(z) = —cos%x/ g(t) sin Tﬂdt—i—sin%x/ g(t) cos g
0 0

dostane nase feSeni tvar

. kmx
y(z) = yo(x) + co sin -

PRIKLAD 3.11. Redme rovnici s okrajovimi podminkami
3
y'+ gy =2, y(0)=0, y(m)=0.

Resend. Charakteristickd rovnice je a? + % =0. Tedy a12 = :I:@i a

_ 3 n . 3
Ynr = C1 COS 290 Co Sin 2:6.
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Najdeme partikuldrni feSeni ve tvaru y, = ax + b. Dosazenim médme

3
Z(ax +b) = 2z,

z Ctehoz a = %, b=0ay, = %x . Obecné feseni dané rovnice (bez okrajovych
podminek) je tedy

(2) n 3 n . 3
Xr) = —-x C1 COS —X Co SIl — .
Yy 3 1 5 2 5

Nyni navolime ¢; a ¢y tak, aby byly splnény poc¢atecni podminky. Ziejmé

y0)=0=¢c1, y(m)=0= §7r+02sin§7r
a mame soustavu dvou rovnic
c, =0,
8

Cosin —7m = —=7
2

3

pro nezndmé ci, cs. Jejim fesenim je
=0, co=-

a celkem je tedy jediné feseni
8 & .
y(z) = -2 — —3—sin —x.

3 sin ?w 2

, . 2
To souhlsf s faktem, ze 3 ¢ {(%%)";k € N} = {k; k € N}

PRIKLAD 3.12. Re$me rovnici s okrajoviymi podminkami
y' +dy=(z—a)® y(0)=0, y(m)=0
vzhledem k parametru a.
Resend. Charakteristickd rovnice je a® +4 = 0. Tedy a1 ==2t a
Yp = €1 COS 2T + ¢y sin 2.
Najdeme partikuldrni fesen{ ve tvaru y, = Az? + Bz + C. Dosazenim mame
2A + Az? + Bx + C = (z — a)® = 2% — 2ax + d?,

zéehoz A=1, B=—-2a,24+C=d*ay,=12>—-2ar+a®>—-2=(x—a)?—2.
Obecné feseni dané rovnice (bez okrajovych podminek) je tedy
y(x) = (x — a)® — 24 ¢ cos 22 + ¢y sin 2.
Nyni navolime c¢; a ¢y tak, aby byly splnény pocateéni podminky. Ziejmé
y(0)=0=0a*>-2+c¢;, ylr)=0=(r—a)>-2+¢,
a mame soustavu dvou rovnic
1 =2—d?

c1=2— (1 —a)?
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pro neznamé ci, c3. Tato soustava je singularni a m& feSeni pouze v pfipadé
2—a? =2— (7 —a)?. To nastévé jediné pro a = 3.
Je-li a # & pak tiloha neméd v reseni. To je v souladu s prvnim pfipadem v (ii),

nebot
T R Y
0 0

0
1 x 1 [T
:—(7r—a)2+a2—|—5[(z—a)sin2$]0 —5/ sin 2zdx
0
= —(m—a)*+ad*

a pro a # 5 je tedy foﬂ (r — a)?sin2xdx # 0. To znamend, 7e prava strana nenf
ortogonalni na vlastni funkci sin 2z a tloha tedy skute¢né nema feseni.

Je-li @ = § pak tiloha md nekonecné mnoho v reseni. To je v souladu s druhym
pifpadem v (ii), nebot

/ (x — 7m/2)%sin 2xdx = (viz piedchozi vipocet) = 0.
0

To znamend, ze prava strana je ortogonalni na vlastni funkci sin 2z a tdloha tedy
skutetné ma nekoneé¢né mnoho feseni a vSechna feSeni jsou

y(x) = (x —7/2)* =242 — (1/2)* cos 2z + ¢y sin 22.






PREDNASKA 4

Okrajové problémy s jinymi okrajovymi
podminkami

Zabyvejme se nyni problémem nosniku na jedné strané vetknutého, coz popisuji
nsledujici vztahy:

(0.1) y" + Ay = g(z),
(0.2) y(0) =0, ¢'(I)=0.
1. Piipad A <0
PRIKLAD 4.1. Redme rovnici s okrajovymi podminkami
y'—y=az, y(0)=0, y(1)=0.
Resend. Charakteristickd rovnice je a®> —1=0. Tedy a; = 1, ag = —1.
yn = c1e” + coe™ ",
Najdeme partikuldrni feSeni ve tvaru y, = ax + b. Dosazenim médme
—(ax +b) =2, = —ax —b=uz,

z ¢ehoz a = —1, b =0 a y, = —z . Obecné fedeni dané rovnice (bez okrajovych
podminek) je tedy

y(x) = —x + c1e” 4 coe™ 7.

Jesté spoctéme
Y (z) = =1+ c1e” — cpe™ ™.
Nyni navolime ¢; a co tak, aby byly splnény okrajové podminky. Ziejmeé
y(0)=0=ci+c, y(1)=0=—1+ec;—e ‘c.
a mame soustavu dvou rovnic
c1+cy =0,
ecl—e_1 co = 1.

pro neznamé ci, cs. Jejim fesenim je

e e
cg=——, Cg=————
e—e 1’ e—e!
a celkem je
e _
y:—x—|—1+ 621:_ e 2z
o1 -1
e—e e—e

O

Poznamenejme, ze feseni v pfedchozim ptikladu existuje a je uréeno jednoznaécné.
Zkoumejme nyni obecny tvar pro A < 0.

51
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VETA 4.2. Bud g € C(0,1) a A < 0. Potom ezistuje jediné reseni problému
(0.1) a (0.2).

Diikaz. Protoze A < 0 existuje w > 0 tak, ze A = —w?.

(0.1) do tvaru

PfepiSme si rovnici

Yy —why = g(@).
Jejim fesenim je podle (2.1)

_ L wT ‘ i —wt —wT _ ‘ i wt
ylx) =e (cl—i—/o ng(t)e dt)—i—e (02 /0 2wg(t)e dt).

Snadno muzeme spocitat, ze

y(z) = e (01 + ;/0”” g(t)e*wtdt) —eTwe (02 — ;/09” g(t)eWtdt).

Jak to nyni dopadne s okrajovymi podminkami? Dosadime a mdame soustavu rovnic
0 0
1 1
0) = ‘”0( / —g(t ’“tdt> *‘“0< — [ —g(t ‘“tdt) =0,
y0) = et [ omaear) + om0 (ex— [ gt
1t 1t
y' (1) = e (Cl + f/ g(t)e_‘”tdt) —e v <02 - f/ g(t)e"’tdt) =0.

Po tpravé je

c1+cy =0,
1 ! 1 !
e¥ley —e vy = —ie“l/ g(t)e tdt + ie*”l/ g(t)edt.
0 0
Determinant soustavy je
1 1
ewl _e—wl _ 7efwl o GWI.

Protoze —e™*! — e“! = 0, m4 soustava vzdy pravé jedno Fedeni.

2. Pripad A =0
PRIKLAD 4.3. Resme rovnici s okrajovymi podminkami
y'=2, y(0)=0, y(1)=0.
Reseni. Obecné feseni dané rovnice (bez okrajovych podminek) je
y(x) = 22 + 1z + co.
Jeste
y'(z) =22 + 1.
Nyni navolime c; a ¢y tak, aby byly splnény okrajové podminky. Ziejmeé
y(0)=0=c2, y(B8)=0=2+¢
a mame
€ =-2,
co =0

a celkem je
y=ax? — 2.
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O

Poznamenejme, ze feseni v pfedchozim ptikladu existuje a je uréeno jednoznaéné.
Zkoumejme nyni obecny tvar pro A = 0.

VETA 4.4. Bud g € C(0,1) a A = 0. Potom ezistuje jediné reseni problému
(0.1) a (0.2).

Diikaz. Ptrepisme si rovnici (0.1) do tvaru
y' = g().
Podle (3.1)

y(x) =c — /I tg(t)dt + x(62 + /I g(t)dt).
Vypoctéme ’ . ’
y(@) = e+ / g(t)dt.
Jak to nyni dopadne s okrajovymi podminka?ni? Dosadime a mame soustavu rovnic
y(0) =¢; =0,
ym=@+lvwm=0

Po tpravé je

1 = 07
l
co = —/ g(t)dt.
0
Determinant soustavy je
1 0] 1
0 1=t

Protoze [ # 0, mé soustava vzdy pravé jedno feSeni

y(x) :—/Oxtg(t)dt+x(—[8lg(t)dt>.

3. Piipad A >0
Zkoumejme problém (0.1) a (0.2) pro A > 0. Necht A = w? > 0 a feSme nejprve
(3.1) y" +wiy =0, y(0) =y'(1) = 0.
Snadno najdeme, Ze obecné FeSeni je

y(z) = ¢1 coswzx + co sinwa.

y'(z) = —wey sinwr + weg cosw
poéitejme nyni ¢; a ¢y z okrajovych podminek. Dosadme z = 0 a méme 0 = ¢;.
Tedy
y(x) = casinwz, 9 (z) = wea coswa.
Dosadme = = [ a dostaneme

0=1y'(l) = wey coswl.
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Necht coswl =0

(2k+1)m

Je-li coswl = 0, je wl = ~*=5~= pro n¢jaké k € No. Tedy
2k + 1)m\2
A=u? = (7( ) .
“ 2
V takovém piipadé je oviem feSenim libovolna funkce
2k +1
y(x) = csin (Z%Mx, c€eR.

Dany problém (3.1) m4 tedy nekoneéné mnoho feseni.
Necht coswl # 0

Je-li coswl # 0, je wl ¢ {w, k € No}. Tedy

2k + 1)m\2
A= w? (7( )
w7 2
V takovém piipadé je ovSsem feSenim jedina funkce
y(z) = 0.

Dany problém (4.1) m4 tedy jediné feSeni.

3 2
DEFINICE 4.5. Cisla A\, = (W) se nazgvaji vlastni ¢isla problému (3.1)

(2k+1)m
21

a funkce yy(x) = sin x se nazyvagl vlastni funkce problému (3.1).

Plati néasledujici véta.

2

VETA 4.6. Necht \ ¢ {(W) .k € No}. Pak existuje prdvé jedno reSent
problému (3.1) a to je nulovd funkce.

2

Necht X = (W) pro néjaké k € Ny. Pak existuje nekoneéné mnoho reseni
problému (3.1), mnozina P viech Teseni tvori vektorovy prostor a
2k + 1)m

21

Zkoumejme nyni nehomogenni problém, tj. pro danou funkci g nalézt feseni
okrajového problému (3.1). Plati nasledujici klicové véta.

P = {csin z;c € R}.

VETA 4.7. Bud g € C(0,1).
2
(i) Necht \ ¢ {(W) ik € No}t. Pak existuje prdvé jedno teSeni problému
(3.1).
2
(ii) Necht A\ = (W) pro néjaké k € Ny. Pak
1. Pokud

! 2k + 1
/ g(x) sin dem # 0,

neezistuje Zddné resent.

2. Pokud
! 2k +1
/ g(x) sin de =0,
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existuje nekoneéné mnoho tesent problému (3.1), mnoZina P viech teseni
tvord afinnd (posunuty vektorovy) prostor a

2k + 1)m

1 c
21

kde yo(z) je libovolné resent problému (3.1).

P = {yo(x) + csin € R},

Dikaz. Najdéme nejprve obecné fesenf problému (3.1) bez okrajovych podminek.
Uz vime diky (4.2), ze

X x
y(z) = (01 - / g(t) sin wtdt) coswzx + (62 +/ g(t) cos wtdt) sinwz.
0 0
Neni tézké vypocitat
x x
Y (z) = —w (01 — / g(t) sin wtdt) sinwx + w(cz + / g(t) cos wtdt) COS WX
0 0

Jak to nyni dopadne s okrajovymi podminkami? Dosadime a mame soustavu rovnic
y(O) =C = Oa
1 !
y'(l) = —w (01 - / g(t) sin wtdt) sinwl + w(cz + / g(t) cos wtdt) coswl = 0.
0 0
Po tdpravé je
(32) CcCl = 0,
! 1
—cy sinwl + ¢ coswl = — sin wl/ g(t) coswtdt — cos wl/ g(t) sinwtdt.
0 0

Determinant soustavy je
‘ 1 0

. = coswl.
—sinwl coswl

Uvazujme piipad (i), tj. A ¢ {((2“_1 ) ;k € No}. Pak coswl # 0 a soustava ma

vzdy pravé jedno feSeni.

(2k+1D)m
2l

Soustava (3.2) mé tvar (uvedomme si, Ze sinwl # 0)

Uvazujme nyni ptipad (ii), tj. Mg pro néjaké k € Np}.

1 0] 0
< —sinwl coswl ’ —sinwl fol g(t) coswtdt — cos wl fol g(t) sinwtdt >

1 0|0
-1 0 —folg(t)cos (2k+1 Ttdt

Pifpad (ii); V tomto piipadé je fo g(t) cos (2k+1)ﬁtdt # 0 a problém (0.1) a
(0.2) nemé zadné Feseni.

(2k+1

Piipad (i¢)2 V tomto piipadé je fol g(t) cos Ttdt = 0 a soustava m4 tvar

1 0|0
-1 0] 0 /)"
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Problém (0.1) a (0.2) mé nekoneéné mnoho feseni tvaru

y(z) = ( - /Ow g(t) sin Wtdt) cos w:r

¥ 2k +1 2k +1
+ (62 + / g(t) cos %tdt) sin %x
0

Oznac¢ime-li
2k +1 z 2k +1
yo(z) = — cos Mx/ () sin utdt
0

21 21
2k +1 r 2k +1
+in ZEAE DT / o(t) cos CEEDT,
21 0 21
dostane nase Feseni tvar
o (2k+1
y(x) = yo(x) + cosin ux

21

PRIKLAD 4.8. Redme rovnici s okrajovymi podminkami
y'+y=az, y(0)=0, y(m)=0.
Reseni. Charakteristickd rovnice je a? +1=0. Tedy o2 =%ia
Yp = €1 COST + Csinx.
Najdeme partikularni feseni ve tvaru y, = az + b. Snadno mame
Yyp = I,

z ¢ehoz
y(x) = x + 1 cosx + cosinz.

Déle
y'(z) =1—cysinx + ¢ cos .
Nyni navolime c; a ¢ tak, aby byly splnény okrajové podminky. Ziejmé
y0)=0=¢;, ylm)=0=1—c

a mame

c =0,

=1
a celkem je tedy jediné feseni

y(x) =z — cosx.

2 2
To souhlsi s faktem, ze 1 ¢ {(W) ke Ny} = {<(2k2+1)) ik € No}

PRIKLAD 4.9. Resme rovnici s okrajovymi podminkami

9
y' + v=r+a  y0)=0 y'(r) =0

vzhledem k parametru a.
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Resend. Charakteristickd rovnice je a? + % =0. Tedy a2 = j:%i a
3 .3
Yp = €1 COS =T + C2 SIN — 7.
2 2
Najdeme partikuldrni feseni ve tvaru y, = Az + B. Dosazenim méme

%(Ax—l—B):m—i—a,

z ¢ehoz y, = %(x + a). Obecné feseni dané rovnice (bez okrajovych podminek) je
tedy

4 3 .3
y(z) = §(9C +a) + c1 cos 596 + cosin —x.

2
Déle
"(z) = 1 30 sin 3x—|— 30 cos 3m
Y=g 7 st T o tosgd
Nyni navolime c; a ¢ tak, aby byly splnény okrajové podminky. Ziejmé
4 4 3
0)=0=—-a+c, y(r)=0=-+—c
y(0) 9 1, Y (m) g "4
a mame soustavu dvou rovnic
4
1 O 7§a
8
-1 0| —5
pro neznamé cq, co.
Tato soustava je singuldarni a mé feSeni pouze v piipadé f%a = 72%. To
nastavé jediné pro a = %

Je-li a # % pak tloha nemd v reseni. To je v souladu s prvnim ptipadem v (ii)
z véty 4.7, nebot

/ (z + a)sin §xdx
0 2
2

2 3 gm 2 (7 3

:[—g(:r—i—a) cosix}o—i—g/o Cosixdx
B 4. . 3 ¢ 2 4
—§a+§[81n§x]o—§a §

a pro a # % je tedy foﬂ(x + a)sin %xdx # 0. To znamend, Ze prava strana nenf

ortogondlni na vlastni funkci sin %x a tuloha tedy skute¢né nema feseni.
Je-lia = % pak tloha mé nekonec¢né mnoho v reseni. To je v souladu s druhym

pifpadem v (ii) z véty 4.7, nebot
i 2 3
/ (x + §) sin Exda: = (viz ptredchozi vypocet) = 0.
0

To znamend, Ze pravé strana je ortogonalni na vlastni funkei sin 22 a tloha tedy

2
skutetné ma nekone¢né mnoho feseni a vSechna feSeni jsou

2 3
y(z) = =(z+ g) + cosin 5%
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4. Uvod do operatoru.
Seznamili jsme se se dvéma tlohami
(4.1) v+ u=f  u0)=u(l)=
(4.2) W+ u=f  u(0)=ud()=0.

Piseme-li Au = —u" a polozime-li f =0 v (4.1), 1ze tlohu prepsat Au = Au, kde u
hleddme tak, ze u(0) = u(l) = 0 a u € C?[0,(]. Definujme

D(A) := {u € C?[0,1];u(0) = u(l) = 0}.

Uloha (4.1) tedy pomoci A a D(A) vypada takto:
Hleddme funkci u € D(A) takovou, ze

Au = du.

Pripomenime skaldrn{ sou¢in a normu na prostoru Cla, b):

b b 1/2
(u,v) :/ u(x)v(x)dz, ||lu|| = (/ u2(x)dx> .

Povsimnéme si, ze A je vlastné zobrazeni A : D(A) — C[0,1]. Zé&kladni vlastnosti
A jsou

(4.3) (Au,v) = (u, Av) pro kazdé wu,v € D(A) (tzv. symetrie),
(4.4) (Au,u) > 0 pro kazdé u € D(A), u#0 (tzv. pozitivita).
Diikaz. 1. symetrie:

! !
(Au,v) = /0 —u"(x)v(z)dz = |per partes| = [~ (z)v(z)]} —l—/o o (z)v' (z)dx

|uzijeme faktu u,v € D(A), zejména v(0) = v(l) =0

_ /0 ! ()

)
)=



PREDNASKA 5
Dvojny integral.

1. Definice Riemannova integralu

Bud M C R? omezend a f : M — R omezend funkce. Nasim cilem bude defi-
novat néjakym pfijatelnym zptisobem ”objem télesa” T := {[x,y, 2] € R3;[z,y] €
M,0 < z < f(z,y)}. Pro jednoduchost si muzeme pfedstavit f kladnou. Ale ve
skutecnosti se objem té ¢asti télesa, ktery je pod rovinou xy, odecte.

Nejprve se nauc¢ime integrovat pres ctverec. Predpokladejme tedy, ze M je
néjaky ctverec [—1,1] x [—1,1]. Zvolme N € N a vytvoime ve &verci M Etvercovou
sft takovou, 7e kazdy ¢tverec ma stranu h := 2I/n. Mnozinu ¢étvercl této sité
ozna¢me €.

DEFINICE 5.1. Nechf f: M — R je omezend funkce. Viz obrdzek 1. Uvazujme
jeden konkrétni ctverecek na obrdzku Q = [x,x+h] X [y, y+h] a vezmeme v ném dva
body, ve kteryjch funkce f nabyvd svého infima m = infi, ,1cq f(x,y) (Cervend cdra)
a suprema M = supy, yicq f(2,y) (modrd édra). Utvorme dva hranoly s podstavou
Q a vgskamim a M. Vezmeme-li téleso T = {[x,y, z]; [x,y] € Q,0 < z < f(x,y}, je
jasné, Ze objem tohoto télesa V(T) lezi mezi objemy téch dvou hranoli, t.j. mh? <
V(T) < Mh?. Definujme

D(f,n)= Y inf f(z,y)

Ocey [z,y]€Q

H(f,n) = Z sup f(z,y) h*.

Qe [z,y]€Q

Je jasné, ze "objem” podgrafu funkce f (znacit to budeme V(M)) je mezi
D(f,h) a H(f,h). ZFejmé je

O<m<n = Df,27™) <D(£,27") A D(f,27™) > D(f,2").

Tedy existuji limity
(D) || f(z,y)dedy := Tim D(f,27"),  (H) [ | fz,y)dedy := lim H(f,27").
ff ff

DEFINICE 5.2. Vyrazy (D) [[ f(z,y)dxdy a (H) [[ f(z,y)dzdy se nazgvaji dolni
M M

a horni Riemannovy integrdly z funkce f pres ¢tverec M.

Umime tedy definovat pro ¢tverec M a omezenou f na M horni a dolni Rie-
mannuv integral. Nyni mame vSe potfebné pro definici Riemannova integralu.

59
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OBRAZEK 1. Definice dvojného integralu.

DEFINICE 5.3. Bud ddna M C R? omezend a f : M — R omezend funkce.
Rikame, Ze f je Riemannovsky integrovatelnd, pokud

@) [[ s g)dody = 30 [[ 1e.y)dody
M M

a definujeme Riemanniv integrdl

A/J [ #y)dody = (D) 4 [t )dody.

Nyni definujeme Riemanniiv integral pres obecnou omezenou mnozinu. Bud
M C R? omezend a f : M — R omezend funkce jako na zacitku. _Udélejme
domluvu, Ze funkei f rozsfifme 0 na celé R? a toto rozsifeni oznacime f. Protoze
M je omezend, existuje ¢tverec [—I,1] x [=1,1] takovy, ze M C [=1,1] x [-1,1].
Uvédomme si, ze f je diky rozsifeni definovéna viude ve étverci Q; := [0, x[-1,1],
viz obréazek 2.
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DEFINICE 5.4. Bud ddna M C R? omezend. Definujeme Riemanniv integrdl

[[ t@dsty = [ Fapydsas
M Qi

pokud tento integrdl existuje.

OBRAZEK 2. Definice dvojného integrélu pfes obecnou mnozinu.

Nésledujici véta tika, ze nezalezi na tom, jaky ¢tverec zvolime. Staci, Ze ob-
sahuje M.

VETA 5.5. Poloz Q= [~1,1]| x [1,1] a Qu = [~I',I'] x [-I',']. Bud M C Q, C

Ql’ . Pak
/ / Fla,y)dedy = / / Fle,y)dady.
Q

Qy

Dalsi véta ndm fika zdkladni vlastnosti Riemannova integralu.
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VETA 5.6. Nechf viechny integrdly vystupugjici v této vété existuji. Pak

// (a flz,y)+0b g(x,y))dzdy = a//f(x,y)da:dy—|—b//g(x,y)da:dy,
M M M
Fla.y) < gley) = [4 [ #a.y)dady < A/4 [ ota. sy,

MNN=0) = //f(x,y)dmdy: //f(ac,y)dxdy—f—//f(x,y)dmdy.
M N

MUN
Nynf si muzeme definovat ”plosny obsah” ¢ (dvourozmérnou) miru mnoziny

M.

DEFINICE 5.7. Bud ddna M C R? omezend. Definujeme S(M) (miru mnoZiny

M)
S(M) := 4/1 dzdy,

pokud tento integrdl existuje. V takovém pripadé Tikdme, Ze M je ”Riemannovsky”
méritelnd.

Za zminku stoji nasledujici véta.

VETA 5.8. Necht M, N jsou méritelné. Pak

McCN = 0<S(M)<S(N),
MNN=0 = S(MUN)=S(M)+ S(N).

Velmi casto se nachdzime v situaci, ze M je néjakd "oblast v roviné se spoji-
tou hranic{” (napf kruh, elipsa, obdélnik, trojuhelnik, ”ledvinka” ¢i néjaké jejich
pruniky) a funkce f je spojitd na M (to je M i s jeji hranici) . Potom automat-
icky existuje Riemannuv integral. Toto tvrzeni nebudeme formulovat jako vétu, to

bychom museli tici, co je ”oblast v roviné se spojitou hranici” a to da dost préce a
pro praktické priklady to nebudeme potiebovat, ty budeme Fesit intuitivné.

2. Fubiniova véta

Necht M C R? a x € R. Ozna¢me symbolem M (x) fez mnoziny M piimkou
rovnobéznou s osou y jdouci bodem [z, 0], t.j.
M (z) := {[z,s] € R*[t,s] € M}.
Pro y € R ozna¢me symbolem My (y) fez mnoziny M pifmkou rovnobéznou s osou
x jdouci bodem [0,y], t.j.
Ms(y) = {[t,y] € R* [t,s] € M}
Viz obrazek 3.

V dalsim uvidime, jak pocitat objem podgrafu funkce. Viz obrazek 4. Zafixu-
jme si x a uvazujme cervené téleso o tloustce dz. Jeho objem je pv riblizné roven

( /M . f(z, y)dy> dy.

Objem podgrafu funkce potom dostaneme integraci tohoto objemu pfes proménnou
x. Analogicky lze zafixovat y a pouzit modré téleso.
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My(y)

OBRAZEK 3. Rezy mnozinou M.

Presnégji, je-li ddna f : M — R omezend, mé smysl uvazovat pro z,y € R
jednorozmeérné Riemannovy integraly

My () Ma(y)

Nésledujici véta nam dava prakticky navod, jak dvojrozmérné integraly pocitat.
VETA 5.9. Necht M omezend v roviné a f : M — R omezend funkce. Nechf ex-
istuje Riemanniv integrdl [[ f(x,y)dzdy a existuji Riemannovy integrdly fMl @) fz,y)dy

M
pro kazdé x € [a,b], kde interval [a,b] je vybrdn tak, Ze My(x) = 0 pro x ¢ [a,b].

Pak
4 [ rwgydody = / b ( /Mm f(a:,y)dy) dr.

Podobné, existuji Riemannovy integrdly sz(y) flx,y)dx pro kazdé y € [c,d], kde
interval [c,d] je vybrdn tak, Ze Ma(y) =0 pro y ¢ [c,d], pak

[[ st.wzay - / ' ( /MM) f, y>dx> dy.
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OBRAZEK 4. Rezy télesem o malé tloustce.

Predchozi véta vlastné iikd, ze prakticky muzeme piehodit poradi integrace.
Tedy pokud M C [a,b] x [c,d], pak

/ab ( /Mm) f(x,y)dy> do — /Cd ( /M2(y) f(m,y)dx> dy.

3. Dva diulezité specidlni typy oblasti

VETA 5.10. Necht ¢1(x), pa(x) jsou funkce spojité na intervalu [a,b] a
M = {[z,ylia <z < b,pi1(z) <y < pa(a)}.

b p2()
[ swwizay= [ [ tay) da.
1V a »1(z)
viz obrazek 5.

Podobneé, je-li 1(y),¥2(y) jsou funkce spojité na intervalu [c,d] a
M= {[z,yl;c <y < dyihi(y) <o < Pa(y)}),

Pak
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pak
[ smar= [ ([ taic) an
M 1

viz obrazek 6.

M, ()

M

65

OBRAZEK 5. Prvni specialni typ oblasti.

Mo (y)

P1(x)

OBRAZEK 6. Dryhy specidlni typ oblasti.
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4. Priklady
PRIKLAD 5.11. Bud M := {[z,y];0 <z < 3,0 <y < 1}. Vypocitej

2
X
—_dxdy.
//1+y2 e
M

Reseni. Nejprve si namalujeme oblast. Viz obrézek 7.

M

OBRAZEK 7. Oblast M.

22 3 12 3 , 1
//71+y2dxdy:/o </0 1+y2dy) dx:/o [x arctgy]y:() dx
M

3

9
z/ x?(arctg 1 — arctg0) da = %[x?’/?)]g = %
0

PRIKLAD 5.12. Bud M := {[z,y];2° <y < 22}. Vypocitej

//(m2 + y?)dxdy.

M
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Reseni. Namalujeme oblast. Viz obrazek 8. Vidime, ze = se ndm pohybuje v

intervalu [0, 1] pokud mam néjaké takové x pevné zvolené, pak 23 < y < 2. Potom
dany integral je

M

OBRAZEK 8. Oblast M.

2

A/J / (@ +y°)dedy = /O 1 ( / (a® + y%dy) dx = /0 1 ey +y*/3)/", da

1
= / (z* +2%/3 —2° —2%/3) do = [2°/5+ 27 /21 — 2%/6 — xlO/SO](l)

0
1 1 1 1 1
572176 30 21
Integrujme v opacném poradi. Nejprve si znovu namalujeme oblast. Viz obrazek 9.
Vidime, Ze y se ndm pohybuje v intervalu [0, 1] pokud mém néjaké takové y pevné
zvolené, pak y'/? < z < y'/3. Potom dany integral je

1/3

1 y 1 p=yl/23
//(332 +y?)dady = /0 </ / (a® + yz)dm> W= /0 [#°/3+ 2y’]; e dy
yl 2

M
1
1
=/ (/34472 =23 = y®/3) dy = [y /6 + 3/10 '/ — 2/15 4>/ — 2/7 y7/?] |
0
6

3 2 2 1

10 1, 7 21



68 5. DVOJNY INTEGRAL.

Ui(y) = 91/2

M bo(y) = 3/1/3

OBRAZEK 9. Oblast M.

Na zvoleném poradi integrace tedy nezalezi, coz je obsazeno ve Fubiniové véteé.

PRIKLAD 5.13. Bud M := {[z,y];0 <y < 1,0 <z < y?}. Vypocitej
// evdzdy.
M

Reseni. Nejprve si znovu namalujeme oblast. Viz obrazek 10. Vidime, ze y
se ndm pohybuje v intervalu [0, 1] pokud mam néjaké takové y pevné zvolené, pak
0 < z < y%. Potom dany integral je

. 1 y? . 1 o p?
//eidxdy:/ / evdx dy:/ [ye?]m:g dy
" 0 0 0 N

1
1
:/0 (ye¥ —y) dy = [ye? — &Y —y2/2](1) =5

Pokusme se prohodit integraly. Potom mame

1 1
//e%dxdy :/ (/ eidy) dx =77277
M 0 ve

Ted to neumime vyjadfovat pomoci elementdrnich funkci.
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Uy(y) = v

OBRAZEK 10. Oblast M.

69






PREDNASKA 6
Véta o substituci

Uvazujme néjaké zobrazeni roviny R? do roviny R?. Zacnéme nejjednodussim
piipadem zobrazeni, to je afinni zobrazeni dané vzorcem T'(u) = Au + b, kde A je
néjaka regularni matice 2 x 2. Predstavme si hranol H s podstavou @ a vyskou h.
Podstava @ se zobrazi pomoc{ T na rovnobéznik 7(Q) a dostaneme rovnobéznostén

H s podstavou T(Q) a vyskou v. Viz obrazek 1.

T(u)=Au+b

=
N e l

~
=

|
|

7(Q)

OBRAZEK 1. Afinni substituce.

Oznacme soufadnice bodu X = [u,v], Y = [u+ du,v] a Z = [u,v + dv]. Necht

rem = (0 22) (5)+ () =4 () +

71
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Pak €] = (du,0), & = (0,dv). Spoctéme A(ef). Ziejmé je

A(E) =T(Y) — T(X) = A(u + du,v) + b — (A(u,v) + b) = A(du, 0)

(a1 a2 du . alldu
T \ag1 a2 0 /) \apdu/’

Tedy A(e_f) = (a11,a12)du. Podobné spocitdme A(e_f) = (a21,a22)dv. Potom z
linedrn{ algebry vime, ze plosny obsah S(T'(Q)) rovnoézniku T(Q) lze spocitat jako
absolutni hodnotu determinantu z matice

audu, algdu
agld’U, aggd’v ’
tedy

= | det(A)|dudv.

a21dv, aggd’U

S(T(Q)) = ’det (alld%amdu)

Ozna¢me objemy V(H) hranolu H a V(H) rovnobéznosténu H. Potom plati
zdsadni vztah

V(H) = S(T(Q)).h = | det(A)|dudv.h = V(H) | det(A)],
tj.
V(H) = V(H) | det(A)].

Bud M, N C R? dvé omezené mnoziny, N C [I,1]? := C, anecht p(u, v), 1 (u, v)
jsou spojité diferencovatelné funkce definované na C' takové, ze

M = {[p(u,v),9(u,v)]; [u,v] € N}.
Pak tikdme, ze funkce ¢(u,v), ¥ (u,v) jsou transformace N na M, pokud

20 20
et (<> g g&z’”) ‘o

Ou(u,v) ov(u,v)

pro kazdé [u,v] € N. Oznaéme jesté Jakobian transformace

¢ ¢
o () ”)‘

Ou(u,v) Ov(u,v)

J(u,v) =

VETA 6.1. Bud M, N C R? dvé omezené mnoziny, N C [—1,1]> := C, a nechi
dvojice funkei o(u,v), ¥ (u,v) je transformace T z N na M. Bud f(x,y) : M — R
definovand na M. Pak

[[ s@wdsts = [[ et o), 00005, 0)dude,
M N

Dikaz. Jen naznacime, pro¢ to plati. Podivejte se na obrazek 2.
Transformece T neni linearni, ale pro velmi mald du, dv ji muzeme dobré aprox-
imovat afinn{ transformaci. Jde jen o to, jakd je ta matice v bodé [u, v]. Pouzijeme
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1
1
e vty
1
1

1
1
1
1
1
1
f(u,q) : T(u,v) = [p(u,v), ¥(u,v)] i
;
1
1

OBRAZEK 2. Substituce ve dvojném integralu.

Tayloruv rozvoj (pouze linedrni, ¢leny vyssiho fddu zanedbdme) a dostaneme
T(U, + dU,, U) - T(’U,, U) = ((p(u + du7 U), w(’u’ + dua U)) - (@(ua ’U), ¢(U7 U))
0 0
= (lu,0) + 9 (), (0, 0) + 9 ot 0)r) — (i, 0), 30, )

dyp oY
= (50w 0), 5 (w,v) )du.
Podobné dostaneme

T(u,v+ dv) — T(u,v) = (g—f(u,v), g—i}(u,v))dv.

7 tvahy o afinnim zobrazeni vime, Ze

~ u,v)au v u,v)au
S(a@) = aer (B2 0000 G0 | = $(a(@) ) = T e
Vime, ze

1= / f (. y)dady

je objem télesa, které je podgrafem funkce f(z,y), a to je souctem objemu ele-
mentérnich malinkych rovnobéznosténit H pies oblast M, tedy I = 3>V (H). Ale

V(H) = f(p(u,0),(u,v))S(d(Q)) = f(u,0)T(u,0)S(D(Q)) = f(u,v)J (u, v)dudv
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a posCitdnim téchto objemu dostaneme

j / /N Fu,0)J (u, v)dudo.

//M fa,y)dedy = //N I (u,v)J (u, v)dudv.

1. Piiklad
PRIKLAD 6.2. Bud M := {[z,y};z <y < 3z,1 <y < 2}. Vypocitej

// y2dzdy.
M

Resend. VyFesme to nejprve pomoci Fubiniho véty. namalujme si obrazek dané
oblasti. Viz obrazek 3. Potom

Tedy

s

/3" 27 @

OBRAZEK 3. Oblast.
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V3 e 1 2 v2 2
// y2d9:dy:/ / y2dydx+/ / deyder/ / yidydx
M = Y3 NERA- 1 z
Vil 1 L1,8 1 V21,8
_ 2 3 1 i 1 178 3
_/L 3(2796 x3)d$+/\/§3(a:3 x3>d$+/1 3(x3 v )d;v

I NIV B B S S B AL
:§< 1 —%—2372)%3 32221,/2 5(_P_Z>‘1
27(2)2  27(3)?
=5 +2<1§>‘2<1§>)_51’)<;_2é>)
3Gt 5936343 D-16-D-16-en- )
1,3 7 5 3
=3G*it1) =3

A nyni to hlavni. Chceme ukazat, jak pracuje substituce. Pouzijeme tedy
substituci u = %, v = xy. Pak 1 <u < 3,1 <v <2 Dilez = /%, 2 = uv.
Tedy x = u~ /202, 2 = u'/?v'/2. Jakobisn je tedy

92 (y,v) 22 (u,v) —Ly=3/291/2 Ly m1/2y =12
_ 0 ’ ov ’ _
s =|on (B B | o (0 )
IR T
” T ”Qu'
Potom
3 2 3 2 _ 3
1 1 p2v=2 3 3
2
dady = = dvdu = ~ [7} d:f/d:f.
//y vy /1/1“”2v”“ 2/1 2™ T ), T
M

2. Polarni souradnice

Vezméme v roviné bod o soufadnicich [z,y]. Jeho vzdédlenost od pocdtku
oznacime r a thel, ktery svird pruvodi¢ tohoto bodu s kladnou ¢asti osy x, ozna¢me
. Prislusné hodnoty r, ¢ nazyvdme polérni sourdnice bodu [z, y]. Viz obrizek 4.
7 tohoto obrazku je vidét, ze

T . y
cosp =—, sinp==.
r T
Polarni soutadnice 7, ¢ jsou dany rovnicemi
T =T oS,
Yy =rsing

a jsou to prakticky nejdulezitéjsi substituce. Spoéitejme Jakobidn.

J(?", 90) =

det (cos p —rsineg

. =rcos®p+rsin®p =r.
sing  rcosg

Napisme jesté jeden dulezity vzorec (1ze ho bud spoéitat nebo je vidét z Pythagorovy
véty):
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OBRAZEK 4. Polarni soufadnice.

PRIKLAD 6.3. Bud M := {[z,y];1 < 2?4+ 1 < 4,z < y < V/3z}. Vypocitej

// Va2 + y?drdy.
M

Resend. Namalujme si obrazek. Viz obrazek 5. Vidime, ze pokud se s bodem
[z, y] pohybujeme ptes oblast M, poldrni souradnice bodu [z, y] se pohybuji 7/4 <
p<7w/3al<r<2. Proto ouzitim poldrnich soufadnic dostaneme

™

3 2 3 rp3qr=2 7 (3 T

V22 + 2dudy = rdrdo = {7} d:f/d:—.

// 77t ytazdy /1/1MHD /, 31, 73], ¥ 36
M 4 4 4

3. Posunuté polarni souiadnice

V ptipadé, é integrujeme pies kruh nebo ¢ast kruhu, ktery ma stfed v bodé
[0, o], muzeme posunout poldrni souradnice tak, aby [zq,yo] byl stfedem. Tj.
polarni soufadnice jsou dany rovnicemi

T = xg + 1 COoSp,
Yy = Yo + rsingp.
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y
y= 3z’
S
RN .
BRI .
R A H
v A4 :
5 L :
1 9 T
OBRAZEK 5. Oblast.
Spocitejme Jakobidn.
cosyp —rsing 2 . 9
= d t . = = .
J(r, o) ' e (snup rcosgp)‘ rcos®p4rsin“p=r

PRIKLAD 6.4. Bud M := {[z,y]; 2> +y* < 2z, }. Vypocitej

4/@2 + y?)dxdy.

Reseni. Uvédomme si, ze M jde piepsat jako (r — 1)%2 + 9% < 1. Viz obréazek
6. Muzeme (ale nemusime) pouzit posunutych poldrnich souradnic

T =14rcosyp,

Y= 7 sin .
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2y <2

OBRAZEK 6. Oblast.

Dostaneme 0 <7 < 1,0 < ¢ < 27 a tedy

[4/(332 + ) dzdy = /027r /01 (1 +rcosg)® + (rsinp)?)rdrde

2 1
= / / (1 + 2r cos ¢ 4 72 cos? ¢ + 2 sin® <p) rdrde
o Jo

2w 1 T 7,_2 7,,3 T'4 r=1
:/ / (T+2r200sg0+r3)drdcp:/ {74“ —CosgoJrf} dy
0 0 0 2 3 4 r=0

[ G dome)io= [ hune] -
= — + - cos = |7 T3S =5
y \4 T3 TRl T

Pouzijme klasické polarni soufadnice

T = 1Cos p,

y =rsinp.
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x < (. o
25. Potom ovSem r zavisi na ¢. Vypocitejme,

jak. Dosazenim do rovnice (z — 1)2 + y? = 1 dostaneme 72 < 2rcosy, a tedy
0 <r <2cosp. Pisme

5 2cosp 5 41 r=2cos
//(m2 + y*)dady = / / r2.rdrdy :/ V } wdtp
M —z 70 54

s sl r=0
2 2

3 4 T /] 20\ 2 2
/dezél/ (—3) d@z/ (1+2cos 2p + cos® 2p)dep

usy usy
2 2

Geometricky vidime, ze —5 < ¢ <
1

NIE] Wl

1 4 1 3
<1+2cos2go+ $>dap: [ggo—i—sin&p—i— gsin4<p] QW = 37T.
-3

[SE]

4. Zobecnéné polarni souiradnice

Zobecnéné polarni soutfadnice jsou dany rovnicemi

T = apcos p,
y = bosin .

Viz obrazek 7. Na tomto obrazku vidime geometricky vyznam ¢ a pii troSe

T =apcosyp
y = bpsing

K
. P‘.“n"h?”xi‘/]

o 1
. x bpsing
1

apcos

OBRAZEK 7. Zobecnéné polarni souiednice.

pfemysleni i vyznam p. Pfi integraci pies celou elipsuje 0 < p <27 a0 <p < 1.
Lze je podobné jako poldrni souradnice posunout do stiedu [zg,yo], pak mame
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posunuté zobecnéné polarni soufadnice
r = xp+ agcosy,
Yy =yo + bosing.

Spocitejme Jakobidn.

. acosp —apsing\|
J(e, ) = ‘det (bsingo bo cos ¢ >‘ = abe.

PRIKLAD 6.5. Vypoditej obsah elipsy i—i + z—j <1.

Resend. Namalujme si, jak dand elipsa vypadd. Viz obrazek 8. Zéjmé je

OBRAZEK 8. Elipsa.

P= // dxdy,
M

2 2

kde M = {[z,y];% + % < 1}. Prevedme integrdl do zobecnénych poldrnich
soufadnic

T = apcosp,

y = bosin .
Dostaneme

27 1 27 92 1
P= // dxdy :/ / abp dodyp :/ [ab—] dy
" o Jo 0 2Jo

1 2m
= Eab {(p]o = mab.
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PRIKLAD 6.6. Bud M := {[z,y]; 2> + 4y < 4,2 > 0,y > 0}. Vypocitej

/ / zydxdy.

Reseni. Na obrazku 9 je namalovand dand oblast (je to ¢ést elipsy). Prevedme

OBRAZEK 9. Ctvrtina elipsy.

integral do zobecnénych polarnich soufadnic
T = 2pcos p,
Yy = osine.

T 1
2
// zydrdy = / / 202 cos @ sin p 20 dodyp
o'
/ / 40° cos psin ¢ dodp = / 4[Z]Ocos<psin<pdgp

/ d [1 }% 1
= cos p sin pdy = sin? el ==
0 2 2

Dostaneme

Pouzijme pro zajimavost klasické polarni soutadnice
T = 1Cos p,

y =rsinp.
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Geometricky vidime, ze 0 < ¢ < 7. Potom ovSem 7 zdvisf na ¢. Vypocitejme, jak.
Dosazenim do rovnice 22 + 4y? = 4 dostaneme 72(cos? ¢ + 4sin’ p = 4), a tedy
0<r<-——=2____ Pisme

\/cos? p+4sin? ¢

s 2
2 4/ cos’ sin .
// rydxdy = / / Ferten®e 12 s psiny rdrdyp
o Jo
M

PR R T S— z €OS ¢ sin
- | VeePerasine (o0 hgin podp = 4/ it d
/0 { 4 ]r:o pRiedy o (cosZp +4sin? p)2 4

s

. ) 1
2 COS Y s @ t =sinp / t
=4[ CEPTY o= T
/0 (1 + 3sin® )2 7 ‘ dt = cos pdyp ‘ o (1+362)2

s=14+32] 4 ("1 27 174 2 1\ 1
ds = 6tdt 6/, ?ds_§{_ﬂ1_§<1_1)_§'

7Zda se, ze prvni metoda je preci jen vyhodnéjsi.
O

Dosud jsme integrovali jen pies omezené oblasti. Podobné jako v piipadé
nevlastniho jednorozmérného Riemannova integralu lze definovat i nevlastni vicenasobny
integral. Udélejme to pro omezenou funkeci na R2. Pro M C R? definujme

1 pro [z,y] € M,
0 pro [z,y] € R?\ M.

xm (7w, y) Z{

Poznamenejme, ze funkci x s nazyvame charakteristickou funkei mnoziny M.

DEFINICE 6.7. Necht funkce f je dand na R?. Definujme

[ sy = i [ [ 1@ oni s e mdzay
R2 R2

Jako ptiklad si spocitejme Laplaceuv integral.

I::/e‘xQd:E.
R
Resend. Ziejmé plati

I’ = (/Re‘/”“’Qtirz:)2 —1 (/Refzdx) - (/RI e“’Qde’>
([([era)era)=([([erera)a)- 4/(3@%2) sy

Posledni integrél prevedeme do polarnich soufadnic a dostaneme

) _(,.2+, 2) 27 [e%s) s 27 1 g r=00
I° = e” ' TV drdy = re " drdp = [—767:| dy
0 0 0 2 r=0

R2

PRIKLAD 6.8. Vypoditej
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Protoze I > 0, je nutné

/ e dx = /7.
R

83






PREDNASKA 7
Aplikace dvojného integralu.

V této ¢asti se naucime urcité aplikace dvojného integralu v geometrii a ve
fyzice.
1. Obsah rovinného obrazce

Uz jsme se zminovali, ze obsah rovinného obrazce M je dan vzoreckem

P .= // dxdy.
M

PRIKLAD 7.1. Vypocitej obsah P obrazce M := {[z,y]; § <y < 2z, zy < 2}.

Resend. Danou oblast si namalujeme, viz obrazek 1. Ziejmé plati

OBRAZEK 1. Plo$ny obsah.

85
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1 2z 2 2
P://dxdy:// dyder// dydx
)/ 0o Jz 1 Jz

1 2
T 2
:/0 (2x—§>dm+/1 <E—§>da:

_ [zmﬂ; n [21nx— %2]? - Z n ((2ln2— 1)~ (0— 1/4)) —2In2.

Mozna by nékoho napadlo prevézt vypocet do polarnich soutadnic

T =rCcosp, y=rsingp.

Potom
1 1
3 <tgp <2 = arctgi < < arctg 2.
Navic je zy < 2, tedy r?sinpcos¢ < 2 a tedy
2
0<r<yf—o.
sin p cos ¢

Miuzeme tedy psat

2

arctg 2 sin @ cos arctg 2 2 ﬁ
p://dxdy:/ / = Wrdrdgoi/ V}\/ﬁdw
N 0 a 1 2 lr=0

M rctg% rctg 5
t:tgx:cosx:ﬁ, sinx = 13—:&2
arctg 2 d _dt
:/ _ Y _|dr=1p
arctg 3 SN Y COSQ r=arctgy =t=13
r=arctg2 =t =2
R 2 L 2 9 1
:/ ﬁdtZ/ E dt:/ Zdt =t =ln2—In > =22
3 VIR Ve P oe 3 2

coz je stejny vysledek jako pti pouziti prvni metody.
|

Nyni si vS§imneme také fyzikalnich aplikaci dvojného integralu. Naucime se

2. Objem télesa pod grafem funkce

Necht je ddna nezdporna funkce dvou proménnych f : @ — R. Potom objem
V télesa (mnoziny) {[z,y, 2] € R3;[x,y] € 2,0 < 2 < f(z,y)} je ddna vzorcem

Vz//Q f(z,y)dzdy.

PRIKLAD 7.2. Spoctéte objem koule o poloméru R.

Resend. Sta&f spocitat jen objem horni polokoule a vysledek vyndsobit dvéma.
Obrazek polokoule si snad piedstavite sami. Rovnice sféry o poloméru R je 22 +
y? + 22 = R? a tedy horni polosféra mé rovnici

2= f(z,y) = VR —2® —y>
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Polovina objemu V je tedy dana integralem

1
~V = // v/ R? — x2 — y2dxdy.
2 224y2< R2

Tento integral vypocitdme uzitim polarnich souradnic. Tedy

1 27 R
fV=// VR?2— 22 —y2dxdy=/ / V RZ —r2 rdrdy
2 z2+y2<R2 0 0

R t=R?—r2=dt=—2dr 0 dt

:27r/ VR2—r2prdr=|r=0=t=R? =27 Vit —

0 r=R=t=0 w2 2
R2

2
= 77/ t1/2dt = 7[2/3 t3/2]522 = §7TR3.
0

Tedy
4
V = 7R3
37
O
Dalsi piiklad je ze Zivota. Jisté jste jiz alespori jednou popijeli z pullitru pivo.
Prakticka tloha nasleduje.

PRIKLAD 7.3. Predstavte si, Ze pijete pivo z pulitru tvaru vdlce, ktery je zrovna
naklonén tak, Ze vidime presné polovinu dna. Kolik piva je jesté v pulitru?

Resend. Piedstavime si, ze v momenté, kdy vidime ve sklenici pulku dna, pivo
ztuhne. Postavime sklenici na stul a vidime, Ze hladina piva tvoii rovinu, ktera
rozdéli sklenici (vélec) na dé ¢asti. Viz obrazek 2. Oznac¢me R polomér dna a h
vysku pulitru. Natoc¢ime pulitr tak, Ze rovina fezu je ddna body [R,0,0], [-R, 0, 0]
a [0, R, H]. Utvoffme rovnici roviny. Vyjde z = %y. Polovina dna je oblast v
roviné zy dand nerovnicemi =2 + y2 < R?,y > 0. Objem je tedy dén

H
V= // Fydedy, M ={[r,y] € R%2” +y* < R?,y > 0},
M

Uzitim polarnich soufadnic mame

H ™ R H us 3-R H 2 ™
V:E/O /0 rzsingodrd(p:E/O {%}Osingod(p: ?)R/Osingpdgo

_ HR?
-3

2
[—cos]f = gHRQ.

3. Hmotnost tenké desky

Bud déna tenk4 deska (rovinny obrazec) M nepravidelné hustoty o(z,y). Oznaéme
Qs(x,y) ctverec se sttedem v [z,y] a strané 6 > 0. Poznamenejme, v ze hustota v
bodé [z,y] se definuje

() = lim hmotnost Qs(z,y) lim hmotnost Qs(z,y)
BV T, obsah Qa(zy) 00 52
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T
.

OBRAZEK 2. Pivo.

Vezmeme nyni takové malé § a udélejme v roviné sit o strané §. Bud Q mnozina

v sech sitovych étvereckt, které maji s M neprazdny prinik. Potom hmotnost je
rovna priblizné

h
m = Z hmotnost Qs(z,y) = Z motnost Qs(z,y) 52

2
qc0 qeQ J
. Z hmotnost Qs(z,y) 52
= 2 M
qeQ 0

Povazujeme-li § za maly element délky ve sméru osy x a také y, t.j. dx = dy =9,

mame
m= S olw)s® = [ [ ol
M

qeQ

m = / / olz, y)dzdy.

PRIKLAD 7.4. Mé&jme nehomogenni plisek zanedbatelné tloustky tvaru trojihelniku

o vrcholech [0,0],[0,1],[1,1], jehoZ hustota je o(x,y) = x. Jakd je hmotnost tohoto
plisku?

a dostavame tedy vzorec

Resend. Namalujme si dany trojihelnik. Viz obrazek 3. Vidime, ze
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OBRAZEK 3. Hmotnost plechu.

1 T 1 x 1
m = /Q(x7y)dmdy=/ / xdydx:/ x/ dydx:/ xyly =y dx
M o Jo o Jo 0
1 341 1
:/xde:[x—} =-.
0 3lo 3

4. Teézisté tenké desky

Necht je v roviné déna soustava n hmotnych bod® s polohovymi vektory r; =

T =

Z?:1 m;r; _ <Z?1 m;ix; Z?:1 miyi>
D iy M i Y my

Md4me-li nyn{ tenkou desku M s hustotou o(z,y), miZeme opét udélat v roviné sft
o strané §. Bud Q mnozina véech sitovych ¢tvereckii, které maji s M neprazdny

>z o(z,y)8? >y o(w,y)s?
T, =2 o€
Y olz,y)e? YN o(m,y)8?

qeQ qeQ
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Povazujeme-li opé t § za maly element délky ve sméru osy = a také y, t.j. de =
dy = 0, mame

>z o(z,y)d? ff zo(x,y)drdy

T = qeQ
Y oz, y)d? ff@ (z,y)dady ’
qeQ
Zyg(w y)8* ffygxydxdy
T ﬁ
Y Z o(x, )82 ff@ z,y)dady
qeQ

Dostali jsme tedy vzorce
[ zo(z,y)dxdy [S vo(z,y)dzdy
M M

=M op=-M_
[] o(z, y)dzdy Y ] ol y)dady
M M

Vime jiz, ze m = [[ o(z,y)dzdy je hmotnost tenké desky. Déle se zavadi oznacen{
M

Sy = // ro(x,y)dzdy, S, = //ye(%y)dmdy
M M

a S, se nazyva staticky moment tenké desky vzhledem k ose y a podobné S, se
nazyva staticky moment tenké desky vzhledem k ose x. Lze tedy psat

T,=2%  T,="%

Reseni. Namalujme si danou oblast. Viz obrazek 4. Integraly budeme pocitat
prevodem do polarnich soufadnic. Ziejmé

% 7’3 r=1
m = // ydxdy —/ / 2 sin pdrdyp = / [E} - sin pdy

= npdp = —-| — —.
/0 si 3 [ cos (p] =3

S wly

Wl =

Déle

5 7-4 r=1
Sz —// 2dalcdy—/ /7" sin? pdrdyp = / [Z} Osin2<pd<p
1 [z 1 [%1—cos2p lre singpy1z 7
3 [Pantoie =} [P L2t
4/0511”“0 4/0 2 WTale T 1 o T 16
1
Sy://a:ydxdy:/ / 3 sincpcosgpdrdgo:/
o Jo 0
M
/ sin ap}% 1
0

[SE]
(SE]

7»4 r=1
[—} sin ¢ cos pdp
4 0

r=

VB

g

. 1
sin ¢ cos pdp = 1[ 5

[}
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7 toho mame konecné

nos_ 3 g _f_ b
z 1 ) 1
18 116
Tedy
_[§31}
L8160

O

Resend. Viz obrazek 5. Podle vzorecki je

T 1 ™ 7"2 r=1
m = dacdy:/ / rdrd<p=/ — d
// o Jo 0 [QLZO 7
M
1

4 1, 1= =
25/0 dp = 5lely = 5
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Déle
T 1 s 7“3 r=1
Sz://y dxdy:/ / rsingordrdgo:/ [—} sin dp
0o Jo o t3dr=0
M
= A I:*COSQO]Oig.

W =

sin pdp =

W =

M

T 1 ™ 7,3 r=1
Sy = //:v dzdy = / / rcos pdrdp = / [—} cos pdy
0 Jo o Lt3dr=0
1

[ . T
:5/0 coscpdwzi[smcp]of().

Poznamejme, Ze S, pocitat nemusime, to je vidét ze symetrie. Z toho mame konecné

2
2 4
Twzgzo, T,=3=_—.
bl bl 37'('
Tedy
4
7= [o.5]
3
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5. Momenty setrvacnosti tenké desky

Necht je v roviné déna soustava n hmotnych bodi s polohovymi vektory r; =
(z4,y;) a s hmotnostmi m; a piimka p, kterou nazyvame osou rotace. Ozna¢me d;
vzdélenost i-tého bodu od p. Zacne-li tato soustava bodu rotovat kolem osy p v
prostoru, je moment setrvacnosti systému roven

Ip = Zn: m,df
=1

Bud déna tenké deska (rovinny obrazec) M nepravidelné hustoty o(x,y) a osa
p. Oznacéme d(x,y vzdalenost bodu [z,y] od osy p. Lze snadno odvodit pomoci
predchoziho vzorce pro soustavu hmotnych bodu, ze zacne-li tato tenka deska ro-
tovat kolem osy p v prostoru, je moment setrvac¢nosti systému roven

= [ @ )eta.)izdy

Pokud p je bud osa z nebo osa y, mame specidlné

M M

PRIKLAD 7.7. Bud M := {[z,yl;y > 0,22 + y> < 1} tenkd deska s hustotou
o(z,y) = 1. Vypodtéte moment setrvacnosti vzhledem k ose x .

Resend. Oblast je namalovana na obrizku 6. Podle vzorce je

T4T1
x—//y dxdy—/ / r2sin? o r drde = / bln2(p{Z:| d<p

1 —cos2p 1 1 T
= - pdp=-— — d [ —7'2] = —.
4/0 sin? ¢ dyp 4/0 5 p=|5p— 48in Y, =3
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OBRAZEK 6. Moment setrvacnosti homogenn{ oblasti.



PREDNASKA 8
Trojny integral.

1. Definice Riemannova trojného integralu

Analogicky jako dvojny integral zevedeme trojny. Bud M C R3 (predstavte
si tfeba bramboru) omezend mnozina a f : M — R omezend funkce, kterou
muzeme chédpat jako rozlozeni{ hustoty v mnoziné M (pozdéji si o tom povime
vic). Nasim cilem bude definovat néjakym pfijatelnym zptusobem hmotnost ”télesa”
T = {z,y,2] € R [v,y] € M,0 < 2 < f(z,9)}.

Nejprve se naucime integrovat pies krychli. Predpoklddejme tedy, ze M je
néjaka krychle [—1,1] x [—1,1] x [-1,]] = [~1,{]>. Zvolme N € N a vytvofme v
krychli M krychlovou sit takovou, ze kazd4 krychle m4 stranu h := 2[/n. Mnozinu
krychli této sité ozna¢me €.

DEFINICE 8.1. Definujme

D(fin)= Y  inf f(z,y)h’,
Qeeh[ryy]EQ

H(f,n)= > sup flz,y) b’
QEC, [I,y]GQ

Je jasné, ze "hmotnost” T (znacit to budeme m(M)) je mezi D(f, h) a H(f, h).
Z1jmeé je

0O<m<n = D(f,27™)<D(f,27™") A D(f,27™) >D(f,27").

Tedy existuji limity

@) [[[ #a.p.2)dodydz =t D72,
M

(H) ///f(x,y,z)dmdydz = nli_)rréo’;’-t(fﬂ_").
M

DEFINICE 8.2. Vyrazy (D) [[[ f(z,y,2z)dzdydz a (H) [[[ f(z,y,z)dzdydz se
M M
nazyvaji dolni a horni Riemannovy integrdly z funkce f pres ctverec M.
Poznamenejme, ze kladnost funkce f na zacatku byla jen optickd zalezitost,
sta¢i skute¢né jenom omezenost f na M. Umime tedy definovat pro omezenou

mnozinu M a omezenou f na M horni a dolni Riemannuv integrdl. Nyni mame
vSe potiebné pro definici Riemannova integralu.

95
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DEFINICE 8.3. Bud ddna M C R3 omezend a f : M — R omezend funkce.
Rikdme, Ze f je Riemannouvsky integrovatelnd, pokud

(D) ///f(x,y,z)dmdydz =(H) ///f(x,y,z)dxdydz
M M

a definujeme Riemannuv integrdl

/// f(#,y, 2)dwdydz := (D) /// f(z,y, 2)dxdydz.
M M

Nyni definujeme Riemannilv integrél pres obecnou omezenou mnozinu. Bud
M C R? omezend a f : M — R omezend funkce jako na zacitku. Udélejme

domluvu, ze funkci f rozsfifme 0 na celé R? a toto rozsifeni oznacime f. Protoze
M je omezend, existuje krychle [—1,1]3 takovd, ze M C [—[,1]3. Uvédomme si, ze f
je diky rozsiteni definovdna vude v krychli C := [—1,1]3.

DEFINICE 8.4. Bud ddna M C R3 omezend. Definujeme Riemanniv integrdl

/// f(z,y, 2)dedydz := /// flz,y)dxdy.
M M

pokud tento integrdl existuje.

Dalsi véta ndm tikd zakladni vlastnosti Riemannova integralu, vSechny in-
tegraly v ni existuji.

VETA 8.5.

/A!/ (a f(z,y,2) +b g(x,y,2))dedydz

= a///f(ny,z)dxdydz + b///g(m,y,z)dxdydz,
M M
few <glo) = [[[ 1wy adenaz < [[[ gtop, 2oy
M M

MNN=0 = ///f(x,y,z)dxdydz

MUN

— /Al/f(x,y,z)dxdydan/N// flx,y, 2)drdydz.

Nyni si muzeme definovat ”objem” & (trojrozmérnou) miru mnoziny M.

DEFINICE 8.6. Bud ddna M C R* omezend. Definujeme V(M) (miru mnoziny

M)
V(M) = /N‘Z/ dzdydz,

pokud tento integrdl existuje. V takovém pripadé tvikame, Ze M je méritelnd.

Za zminku stoji nasledujici véta.
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VETA 8.7. Necht M, N jsou méritelné. Pak
MCN = 0<V(M)<V(N),
MNN=0 = V(MUN)=V(M)+V(N).

Velmi ¢asto se nachazime v situaci, ze M je néjaka ”oblast v prostoru se spojitou
hranici” (napi koule, elipsoid, kvadr, ctyfstén, bramboroid ¢i néjaké jejich pruniky)
a funkce f je spojitd na M (to je M i s jeji hranici) . Potom automaticky existuje
Riemanntv integrdl. Podobné jako pro dvojny integrdl nebudeme toto tvrzeni
formulovat jako vétu, budeme to fesit intuitivneé.

2. Fubiniova véta

Necht M C R? a x € R. Ozna¢me symbolem M (z) fez mnoziny M rovinou
rovnobéznou s osami y, z jdouci bodem [z, 0, 0], t.j.

M (x) := {[t,s,u] € R*t = x,[t,s,u] € M}.

Pro y € R ozna¢me symbolem Ms(y) fez mnoziny M rovinou rovnobéznou s osami
x, z jdouci bodem [0, y, 0], t.j.

My (y) = {[t. s,u] € R s =y, [t,s,u] € M}

a pro z € R ozna¢me symbolem Mj3(z) Fez mnoziny M rovinou rovnobéznou s osami
x,y jdouci bodem [0, 0, z], t.j.

Ms(2) := {[t,s,u] € R} u =2t s,u] € M}.

Je-li ddna f : M — R omezend, mé smysl uvazovat pro x,y,z € R dvojrozmérné
Riemannovy integraly

// f(z,y, z)dydz, // f(z,y, z)dxdz, // f(z,y, z)dzdy.
Ms3(z)

M (z) Ma(y)

Naésledujici véta nam dava prakticky navod, jak trojrozmérné integraly pocitat.

VETA 8.8. Necht M omezend v prostoru a f : M — R omezend funkce a
M C [a,b]3. Nechi existuje Riemanniv integrdl [[[ f(z,y,z)dzdydz a existuji
M

Riemannovy integrdly [[ f(z,y,z)dydz pro kazdé x € [a,b]. Pak
M (z)

///f(gc’y”z)dmydzz/ab (// f(@,y,2)dydz ) de.
M

M (z)

Podobné, nechf existuji Riemannovy integrdly sz(y) flx,y, z)dxdz pro kazdé y €

[a,b], pak
b
/N[/f(w,y,Z)dxdydz :/a (// f(x,y,z)dxdz)dy

Mo (y)
a necht existuji Riemannovy integrdly st(z) f(z,y, z)dzdy pro kazdé z € [a,b], pak

///f(x,y,z)dmdydz - /b (// f(m,y,z)da:dy>dz.
M M)

Predchozi véta vlastné fika, ze prakticky muzeme prehodit poradi integrace.
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PRIKLAD 8.9. Vypocitejte [[[,, vyzdadydz, kde M = {[z,y,zl;x > 0,y >
0,72 +y? <z <1},

Reseni. Namalujme si oblast, pies kterou integrujeme. Viz obrazek 1. Podivame-
li se na danou (Gervené ohrani¢enou) oblast shora, vidime ¢tvrtkruh Q, jehoz popis
jex >0,y > 0,22 + y? < 1. Na obrazku 1 vidime, 7e pro pevné zvolené [z,y] € Q
se z pohybuje po modré usecce, tj. meze pro z v zavislosti na x,y jsou dény
nerovnostmi z2 + y2 < z < 1. Potom lze psat

OBRAZEK 1. Trojny integral.

=1
/// zyzdrdydz = // / xyzdz) dydx = // xyzzdz] dydzx
224y2 z=x2+y?

/2
//my (z% + %) )dyda:— / / 2 cos psin (1 — r*)rdrdy

/2 1 /2 ,,,4 ,,,8 1
= 5/0 /0 cos sin(r® — r)drdyp = 5/0 cosapsinap[z — g] Od(p

1 /2 1 s 2 /2 1
=16 | cos @ sin pdp = 6 [sz q

0 32°
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PRIKLAD 8.10. Vypocitejte [[[,, dedydz, kde M = {[z,y,z];2 >0, y >0, z >
0, 3+5+5 <1}

Reseni. Opét si namalujme oblast, pfes kterou integrujeme. Viz obrazek 2.
Podivame-li se na danou (Gervené ohrani¢enou) oblast shora, vidime trojtihelnik €,
jehoz popis je > 0,y > 0,2/2 + y/3 < 1. Na obrdzku 2 vidime, Ze pro pevné
zvolené [z,y] € Q se z pohybuje po modré tsecce, tj. meze pro z v zdvislosti na
x,y jsou dédny nerovnostmi 0 < z < 4(1 — 2/2 — y/3). Potom lze psét

[z, 9] y=301-2)

OBRAZEK 2. Trojny integral pies ¢tyistén.

2 3(1-3) p4(1-5-3%)
/// dxdydz :/ / / dzdydx
o Jo 0
M

2 r3(1-%) 2 2.3(1-2)

:4// 2(17£—g)dydx:4/ [yfx—y—y} *da
o Jo 2 3 0 2 6
2

0
B r. 3z(1-%2) 9(1-%)? o [*/3 3 3,

PRIKLAD 8.11. Vypocitejte [[[,, 2*dudydz, kde M = {[z,y, z]; 2% 4+ y* + 2* <
1, 2% +y? + 22 < 22},
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Reseni. Opét si namalujme oblast, pfes kterou integrujeme. Viz obrédzek 3.
Podivédme-li se na danou (éervené ohrani¢enou) oblast shora, vidime kroznici

se stfedem v [0,0] a polomérem @ Na obrazku 3 vidime, ze pro pevné zvolené
[2,9] € Q se z pohybuje od 1 — /1 — 22 —y2 do \/1 — 22 — y2. Potom lze psit

OBRAZEK 3. Trojny integrél pies ”¢&ocku”.

1— x27y
/// 22drdydz = // / 22dzdxdy
2+ % 1— zZ,y

2313/ 1—22—y?
= // [—] dxdy
x24y2<3 3 l1—y/1—z2—y2
1

:g// ) (V1—22—y2)3 — (1 — /1 — 22 —y2)3 dady
12+y27%
1 /27 V3/2
= 5/ / (V1—=12)3 — (1 —+/1—1r2)3 rdrdp
o Jo
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V3/2

12
_r (\/1—r2)3—(1—\/1—r2)3rdT:‘Zt_l "

3 Jo = —2rdr

1 1
— g/ (\/5)3—(1—\/£)3:g/ (2632 — 3t 4 3t/2 — 1)dt

w4 3 , 1 g4 03 41 3 2 1
= |2 -2 2t3/27t} :7(777 2—-1—(c0=— = 777)
3[5 gt T 17 3\5 5 T <532 32738 4)
T3y Ay o
~3\10 160/  480°

3. Rafinovany piiklad pro zvédavce

Tento piiklad je urcen jenom pro zajimavost. Jedné se o jednondsobny integrél,
tj. ucivo druhého semestru. Nicméné metody probrané ve druhém semestru nestaci
pro vypocet tohoto integralu, nebot se ndm nepodaif najit primitivni funkci ve
tvaru kone¢ného vzorecku. O to prekvapivéjsi je fakt, ze navzdoru tomu se da
tento integral presné spocitat. K vypoctu ale pouzijeme dokonce trojny integral a
k nalezeni myslenky feSeni je potfeba vyvinout znacnou vynalézavost.

oo 1_ —x 2
/ ( ¢ ) dr.
0 X
Regend. Pisme:

/ooo(l—xe—:c)Q de/ooo(/Ol _txdt)2dx_/oo</l —txdt)(/l —txdt) .
/°°</1 t:rdt)</1 ﬂwcds d:cf/ / / —tz 7sxdtds) de

/ / / e )7 gtds dx—/ / / o~ (9T 40 drds

// t:ﬁ Z:o //fjiii:/oll(t—f—s)ﬁ:éds
_/(ln(l—l—s) lns)ds_/ 1n( )ds_ u =1 v:lrl(lJr%)

0 0 _ -t
, N g Y

=2+ [In(1 + s)]p =2In2.

PRIKLAD 8.12. Vypoctéte







PREDNASKA 9
Véta o substituci

Jednd se o analogii véty o substituce ve dvojném integralu, proto budeme pos-
tupovat jiz rychleji. Bud M, N C R? dvé omezené mnoziny, N C [-1,1]* := C,
a necht ¢ (u1,uz,us), pa(ur,uz,u3) a @s3(u1,us,usz) jsou spojité diferencovatelné
funkce definované na C' takové, ze

M = {[p1(u1,uz, uz), pa(u1, ug, us), p3(u1, ug, us)l; [u, uz, us] € N'}.

Pak tikdme, ze funkce @1 (u1, uz, us), w2 (u1, us, us), ©3(u1, uz, ug) jsou transformace
N na M, pokud

%(UI;U%US) %(uhu%uﬁ %(Ul,uz,%)
det | 522 (u1,ug,uz)  F22(ur,uz,us)  Fo2(ur,uz,us) | #0
O3 9p3

Tul(ul’ Uz, u?))

g
S
W e
—
<
—_
<
[ V]
<
w

) Tug(u17u23u3)

pro kazdé [u1, us2,us3] € N. Vynechdvejme v dalsim argumenty uq, uz, u3. Oznacme
jesté Jakobian transformace
O9p1  Op1 O
Bogn g
_ w2 Opz g2
J(ur,u,uz) = |det | 522 552 52
9¢3 w3 Ops
6u1 8’uz 8U3
Trochu si vysvétlime vyznam Jacobidnu. Je to analogické jako ve dvou proménnych.

Vsimneme si obrazku 1. Predpoklddejme, ze T je linearni transformace,t;.

aiy a2 a13 U b1
r = (21,22, 23) = T'(u1,u2,u3) = | az1 azs as3 us | + [ b2 | = Au+b.
as; asy 33 us b3

Na levé strané je ddna krychle tfemi vektory X1 —X, Xo— X, X3— X, které se zobrazi
na vektory T'(X;) —T(X),T(X2)—T(X), T(X3)—T(X). Piseme-li X = [uy, ug, us],
X1 = [ug + d,ug, us], Xo = [ug,us + d,us), X3 = [u1, uz,us + d], dostaneme
T(X1) - T(X) = A(u1 + d,u, us) + b — A(u, uz, uz) — b= A(d,0,0)
= dA(L 0, O) = d(au, asy, agl).
Analogicky
T(X2) - T(X) = d(a12, 1122,CL32)
T(X3) — T(X) = d(a13, azs, ass).
Objem krychle na levé strané obrazku 1 je V = d3. Z linearni algebry vime, ze
objem rovnobézniku na prava strané obrazku 1 je

dayy  dayz  dais
V/ = da21 da22 da23 = d3|d€t(A)| = V|d6t(A)|
da31 da32 dagg
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ug T3

T(X3)

T(Xy)

uy 1

OBRAZEK 1. Transformace krychle ve 3D.

Vezmeme nyni obecnou transformaci 7 : N — M,

T'(u1,u2,u3) = (p1(u, uz, uz), p2(u1, uz, uz), p3(u1, uz, uz)).
Povazujeme-li krychlicku na levé strané obrézku 1 za velmi malou, tj. X = [u1, ua, us],
X1 = [ur + dug, ug, usl, Xo = [ug, us + dusg, us], Xs = [u1, us, us + dug], dostaneme
z Taylorova rozvoje T' po zanedbani vyssich fadua

T(Xl) — T(X) = T(U,l =+ dul,uQ,u;),) — T(Ul,UQ,Ug)

T
= T(u1,u2,u3) + -— (u1, uz, uz)duy — T'(u1,uz, us)

8U1
oT 0 0
= aiul(ul,uzauza)dul = <£(U1,U27U3)7 £(ul’u2’u3)’ Tﬁ(ul,umw))dul-
Analogicky
0 0 0
T(X2)-T(X) = (Tﬁ(u1,u27u3)7 £(u17u2’u3)’ Tﬁ(ul,u2au3))dul
0 0
T(Xs) = T(X) = (G0 (), 57 (), 572 ) ) .
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Objem DV’ malého rovnobéznosténu” na pravé strané obrazku 1 je potom

Op1  Op1 Oy

det aﬁf a—ij a—i; duydusduz = J(uq, ug, uz)duydusdug.
Odps  Ops 3
8u1 8u2 8u3

A to je také vyraz, ktery se objevuje ve vété o substituci pro trojny integral.

VETA 9.1. Bud M, N C R® dvé omezené mnoziny, N C [~1,1]° := C, a necht
trojice funket @1 (u1,ug,us), p2(u1, us, us), 2(u1, uz, us) je transformace N na M.
Bud f(z1,2,23) : M — R definovand na M. Pak

///f (21,22, x3)dw1d2odT3

= // o1 (ur, ug, uz), 2 (ur, uz, u3), 2 (u1, uz, u3))J (w1, ug, ug)dui dusdus.
N

1. Cylindrické soutradnice

Zafixijeme-li jednu z os, tfeba z a proménné x, y pévedeme do polarnich suzdnic,
dostaneme tzv. cylindrické soufadnice. Jejich vyhodou je, ze prevadéji vélec (
s osou rovnobéznou s jednou soufadnicovou osou) na kvadr. Z obrazku 2 lehce

1
1
1
1
1
1
1
1
1
!

OBRAZEK 2. Cylindrické soutadnice.



106 9. VETA O SUBSTITUCI

uvidime, ze pro bod [z, y, 2] plati = rcosp, y = rsing, z = z. To jsou cylindrické
soufadnice pro osu z. Dals{ varianty (s osami z a y jsou uvedeny déle).

T = TCoSp, T = TCoSp, r=x
Yy = rsin, Yy=1, Z=TCoSyp
z=2z z=rsing z =rsinep.
Jakobian je
J=r

Spocitejme Jakobidn.

cose —rsing 0
J(r,o) = |det [ sing rcosp 0||=rcos?p+rsin®p=r.
0 0 1
Napisme jesté jeden dulezity vzorec:
2%+ y* = r?cos? p + r?sin’ p = 7.
PRIKLAD 9.2. Vypocitejte [[[,, zdxdydz, kde M = {[z,y, z]; /a? + y?> < 1,0 <
z < 1}.

Resend. Integrujeme pies vélec s osou z a podstavou z2 + y? < 1, viz obrézek
3. Pfevodem do cylindrickych soufednic

T =T oS,
y =rsingp,
z=2z
dostaneme
2 2m Z
/// zdxdydz —/ / / z r dzdrdy = / / 5 r drdy

s
[ [TE]) D=t [T

Piiklad ale Ize feSit i kombinaci Fubiniovy véty a subtituce. Nejprve integrujeme
pres z a dostaneme dvojny integral, ktery vypocitame pomoci poldrnich souradnic.
Viz nasledujici postup. Ty dva postupy jsou v podstaté stejné.

1 252=1
/// zdxdydz = / / zdzdxdy :/ {—] dxdy
M 224y2<1 Jo a24yr<1 b2 d2=0
1 1 27 1 27 2 r=1 1 27
:f/ dxdy:f/ /rdrdgoz/ V—} dgo:f/ dsa:z,
2 $2+y2S1 2 0 0 0 2 lr=0 4 0 2

O

PRIKLAD 9.3. Vypodcitejte [[[,, 2*y*zdxdydz, kde M = {[x,y, z]; /2% + y?> <
z <1}

Reseni. Pfevedeme dany integral do cylindrickych soufadnic. Viz obrazek 4.
Z obrézku vidime, ze pro dané [z, y] z dolnfho kruhu zapsaného pomoci nerovnosti
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4y <1

R e R N L L Ty Ty

[z, 9]

OBRAZEK 3. Oblast M.

22 + y? < 1 se z pohybuje mezi /22 + y2 a 1. Tedy integrdl miizeme ptepsat do
cylindrickych souradnic

T = 1COoS p,
Yy =rsing,

zZ =z
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OBRAZEK 4. Oblast M.

a dostaneme pouzitim vztahu r = /22 + 32

27
/// 2y2zdxdydz—/ / / 2 cos? o r2sin’ p r z dzdrdy
2
/ / 5 cos? o sin go[ ] drdy

o 5_ .7 2 2 LS S 2 2
. - in? o drdp = = -] i d
2/0 /0(r ') cos® p sin® ¢ drdy 2/0 6 T g, ¥ sin" g dp

2m 2
1 1 2¢p 1 —cos2
— cos? p sin ¢ dp = / +cosdp o8 2p dy

T8 48 2 2
1 27
=i | (1 — cos? 2¢) dp = 148 / sin? 2 dy
1 ™1 — cosdy d 1 [ sm4<p} 2r oW
T 148 J, 2 LTS T 848 192

Priklad ale lze opét fesit i kombinaci Fubiniovy véty a subtituce. Nejprve
integrujeme pres z a dostaneme dvojny integral, ktery vypocitame pomoci polarnich
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soufadnic.

1
2,2 2,2
ry“zdxdydz = // / xy“zdzdxdy
ﬂ/]w 22+4+y2<1 J /22 +y?

252=1 1
— 22[2‘;} dxd _7// 221_2_2dd
- " i — . N :
//mzﬂ,zq VT T =5 Y y?)drdy

1 2m 1 1 2m 1
=3 / / r?cos? ¢ r?sin? o (1 —r?)rdrdy = 3 / / cos® psin? p (r® — r")drdy
o Jo o Jo

1/2”[7"6 TST 2 i o d e s d
== —— = cos” ¢ sin =— cos® ¢ sin
2), 16 8l Y=g vy
1 [P 14cos2¢ 1—cos2p
- = dy
48 J, 2 2
1 27 27
=— 1 —cos®2¢p) dp = —— *2p d
448/0 (1 —cos”2¢p) dp 448/0 sin” 2 dp
1 /2”1—cos4apd 1 [ sm4aprﬂ_ 2row
448 J, 2 LT 2 Jo 848 192

PRIKLAD 9.4. Vypocitejte [[[,, z2\/2? + y?dedydz, kde M = {[x,y, z]; 2* +
y?+ 22 <2x y>0,2>0}.

Reseni. Upravme podminku 22 + y? + 22 < 2z ekvivalentné na tvar (x — 1)? +
y?+ 22 < 1. Z toho je vidét, Ze integraén{ oblast ¢tvrtina koule se stfedem [1,0,0] a
polomérem 1. Viz obrazek 5. Projekce M do roviny zy je kruh se stédem v [0,0] a
polomérem 1. Zvolime-li [z, y], spliiuje z podminku 0 < z < 2z —2% —y2. Pievedme
tento integral do cylindrickych soufadnic

T = TCOS P,
y =rsingp,
z=z.

Bod [z, y] spliiuje 2 + y? < 2z, tj. v poldrnich soufadnicich je ¢ € [0,7/2] a pro
r dostaneme 2 cos? p 4+ r2sin? ¢ < 2rcos ¢, coz déva 0 < r < 2rcos . Pro z pak
mame 0 < z < /2rcosp — r2. Po prevodu integrdlu do cylindrickych souradnic
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OBRAZEK 5. Oblast M.

dostaneme

5 p2rcosg  p4/2rcosp—r2
/// 2/ 12 + y2dadydz = / / / zr rdzdrdp
2r cos ¢ 2 z— 2r cos o — 7nz 2r cos Y1
/ / r2drde = / / 27" cos ¢ — r2)ridrdy
27 cos r T5 =27 COS ¢
/ / (2r® cos p — rt)drdp = / {? cosy — g} . dy

32 4 4 (%
= —/ <8cos o — ﬂ)dg@: —/ cos® pdp = - / (1 — sin? p)? cos @dyp
2 J, 5 5/, 5 Jo

4 (1 4 [t 4 3 591 4 2 1

= 1—t2)2dt = 1-224+tYdt=-{t—2—+—| ==(1-=+4=
5/0( )y 5/0( +t) 5[ 3+5}0 5( 3+5)
32

75"

2. Sférické souradnice

Na obrdzku 6 vidime bod v prostoru o soutadnicich [z,y,z]. Geometricky
vidime, ze k urceni souradnic z,y, z nam staci znat jiné tii veli¢iny. Jsou to tdhel
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o, tj. thel, ktery svird poloptimka PA’ s polopiimkou PX, tihel v, tj. thel, ktery
svira polopfimka PA s polopiimkou PZ a vzdalenost r bodu A od pocatku.

, A=I[xy.z]

OBRAZEK 6. Sférické soufadnice.

Velicinami r, p, v je bod [z, y, z] uréen. Najdéme pifslusné vztahy. Na obrdzku
6 vidime, ze o (vzdélenost bodu PA’) spliiuje

T Y )
— =cosp, = =singp.
o 0
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Dale vidime, ze

o . z
— =8smv, — = COS V.
T T

Z téchto vztahu plyne, zZe sférické souradnice jsou dany rovnicemi
T = T1Cospsiny,
y =rsingsiny,

Z =T cCcosv.

Pak

22 4+ 9% + 2% = r? cos® psin® v + r? sin? psin® v + % cos® v

= r?sin? v(cos? ¢ + r? sin? @) + r? cos® v
= r2sin® v + 12 cos® v = r2(sin® v + cos® v) = %
Spoctéme Jacobidn J := J(r, p,v).

ox ox ox

or g v cossiny —rsinesiny 17 cospcosv
_ 9y 9y Oy — 3 3 <o 3 .
J(r,p,v) = |det | 52 9% o || T det | sinpsiny  rcospsinv 7sin g cosy
9z 9z Oz cosv 0 —rsiny

or Op ov
= | — r? cos? psin® v — r?sin” p cos? vsinv — (12 cos®  cos? vsinv + r? sin? g sin® v)|
= | — 72 cos? psin® v — rZsin? pcos? vsinv — 12 cos? p cos® vsinv — 12 sin? psin® v
= | — 72 sin® v(cos? ¢ 4 sin? ) — 12 cos? vsin v(sin? ¢ + cos? )|

= | —7r?sin®v — r?cos® vsinv| = | — r¥sinv(sin? v + cos® v)| = r?sinv.

PRIKLAD 9.5. Vypocitejte [[[,, zdxdydz, kde M = {[z,y, z];2* + y* + 2* <
1,z > 0}.

Reseni. Dan4 oblast je polokoule v poloprostoru z > 0 se tfedem v pocatku a
polomérem 1. Viz obrézek 7. Prevedeme dany integral do sférickych soufadnic

T = T1COospsiny,
Yy =rsinypsinvy,

Z =TcCcosv.

Z obrézku 7 vidime, ze ¢ € [0,27], v € [0,7/2] a 7 € [0,1]. Pak

2n  pm/2
/// zdxdydz = / / / rcosv rlsiny drdvde
27 pm/2 27
:/ / / r3 cosv sinv drdvdye :/ /
o Jo 0 o Jo

1 27 pm/2 1 27 L 302 /2 1
1/0 /0 cosv sinv dvdy = Z/o {51112 VL:Odgp 3 [90} = %
d

PRIKLAD 9.6. Vypocitejte [[[,, /x* + y? + 22dadydz, kde M = {[z,y, z]; 2* +
Y+ 22 <223,

cos v sinv dvdy
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OBRAZEK 7. Sférické souradnice.

Reseni. Podminku 2 + 12+ 22 < 2z si upravime na tvar 22+ y> + (z—1)2< 1.
Potom je vidét, ze dand oblast je koule v poloprostoru z > 0 se tfedem v dbodé
[0,0,1] a polomérem 1. Viz obrizek 8. Prevedeme dany integrdl do sférickych
soufadnic

T = T1COospsiny,
Yy =rsinypsinvy,

Z = TrcCcosv.
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OBRAZEK 8. Sférické soutradnice.

Pokud zafixujeme ¢ a v, je r zavislé na téchto veli¢inach. ZpPodminky z2+y2?+22 <
2z dostaneme 72 < 2r cosv. Z obrizku 8 vidime, 7ze ¢ € [0,27] a v € [0,7/2]. Pak

27 pm/2  p2cosv
/// Va2 +y? + 22dxdydz = / / / rr¥siny drdvde
M o Jo 0

2 pm/2 r4q2cosv 2 pm/2
_ / / {_} sinv dvdy = 4/ / cos* vsinv dvdy
0 0 4 Jr=0 0 0

2 5 7\'/2 4 2w 4 8
B _cos’v _ 4 _ 4 op 8T
- 4/0 [ 5 L:od@ 5/0 do =73 el =5
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MuZeme ovSem pouzit i posunuté sférické souradnice

T =TCcospsinv,
Yy =rsingsinvy,
z=1+rcosv.
Potom geometricky vidime, ze ¢ € [0,27] a v € [0,7] a r € [0,1]. Jacobidn se
neméni, protoze zavisi pouze na derivacich apfi¢tenim jednicky se derivace nemén.
Potom
22 +y? + 2% = r? cos? psin® v 4 72 sin? psin? v + (1 4 r cos v)?
= r?sin® v(cos® ¢ + sin? @) + 1 + 2rcosv + 2 cos’ v

2 2

=7r?sin? v+ 14 2rcosv 4 12 cos®> v = r?(sin® v + cos? v) + 1 + 2r cos v

=724+ 2rcosv+1

2 ™ 1
/// Va2 +y? + 22dxdydz = / / / V12 4+ 2rcosv + 1 r2sinv drdvdye
M o Jo Jo
ol 9 t=cosv
_ ) : —|t=
,/0 /0 /0 72 4+ 2rcosv + 1 r*sinv dvdrdy ' dt = — sin vdy
2 1 -1
= / / / V12 2rt + 1 (—r?) dtdrdy
o Jo J1
o pl 1
/ / r? / V12 +2rt + 1 ditdrdp
o Jo -1

/271'/1 Z[Zi( 249 t+1)3/2]t:1 drd
0 0 " 32T " " t=—1 rae

r((r2 +2r + 1)3/2 — (r2 —2r+ 1)3/2)drd<p

Il
c\
y
B_‘
Wl =

¥
3
=

r(((r+ D)%) = ((r = 1))*?)drde

o
3
=

1 2m 1
r(lr 417 — (| — 1%)drdy = g/0 /O r((r+1)% — (1 r))drdy

r(r® +3r2 +3r +1— (1 —3r + 3r2 — 3))drdy

¥
3
=

3 5

4 [ 8
Z dp = .
5/0 =5

Vidime, ze na volbé metody nezavisi, ale prvni metoda byla pieci jen rychlejsi.

1 [27 9 r=1
(2rt + 6r2)drdy = = / [*7“5 + 27‘3} de
0

v
3

=y
AS)
|

Wl Wik Wk Wl Wl

S— 5 5— 55— 5—
3
Bo\o\Hc\o

o

O

PRIKLAD 9.7. Vypoéitejte [[[,, zdzdydz, kde M = {[z,y, z]; /a?+y? <z <
1},
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Reseni. Pievedeme dany integral do sférickych soufadnic

T = T1Ccospsiny,

y =rsingsiny,

Z =TCosvV.
Podivejme se na obrazek 9. Vidime, ze ¢ € [0, 2], v € [0,7/4]. Pokud je ¢, v dané,
plati pro 7 z podminky < z <1

rcosv <1,

tedy

1

cosv’

1
cos v

r <

Tedy délka modré ¢ary na obrazku 9 je a integral se po prevedeni do sférickych

soufadnic rovng

OBRAZEK 9. Kuzel ve sférickych souradnicich.
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27 pm/4  pl/cosv
/// zdxdydz :/ / / reosv r?siny drdvdy
M 0
2m l/cosu
/ / cosv sinv dvdyp
/2”/ sinv _1/2”[ 1 r/‘ld _1/2”d oo
cos? v <p—4 o L2cos?v v0 ¥ T8 0 T

Muzeme také dany integral prevézt do cylindrickych soufadnic. Oblast, ptes
kterou integrujeme, se uz objevila v ptikladu 9.3. Podivejme se tedy na pfislusny
obrazek 4 a dostaneme stejnemeze jako v prikladu 9.3. Pak

2m 2T
/// zdzrdydz = / / / r z dzdrdp = / / drd<p
27 7A2 1 27 T
/ / r—r ) drdy = / [E_Z}r:od@_é/o dgo-z.

Muzeme také dany integral spocitat klasickou Fubiniho vétou.

Vi—zZ 1
/// zdxdydz = / / / z dzdydx
1— IQ 2+y2
Vi—z? Vi—z?
/ / dydx = / / (1 — 2% —y?) dydx
2+y 1 12

:5/_1 [y—ny—y:gL/:@da:

:/1 ((1 —2?)/1— 22— %(1—1‘2)\/1—1‘2) dx

-1

:2/ (1 —2*)V1 - 22 de =

3

2 71'/2 4 ﬂ'/2 4 ﬂ'/2 1 2t 2
:7/ cost dt:f/ cost dt:f/ (ﬂ) dt
3 /2 3 Jo 3 Jo 2

1 w/2 1 /2 , u
:*/ (1—|—2cos?t+cos22t) dt:,/ (1+20082t+ﬂ> gt
0 0

3 3 2

1 sindt17/2 7
~3 8 } T4

Vidime, ze mame mnoho moznosti, jak integral spocitat.

r =sint
dxr = costdt

3
[§t+251n2t+

3. Zobecnéné sférické souradnice
. . ~ . . 2 2 2 ~ . ~ 7 . v
Pokud integrujeme pies elipsoid 5 + 4% + 2 < 1 nebo pfes jeho ¢ést, je casto
vyhodné pouzit tzv. zobecnéné sférické souradnice
T = apcospsiny,
y = bosinpsinv,

Z = CcQCos V.
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nebo i posunuté do néjakého stredu, viz

T =29+ apcospsiny,
Yy = yo + bosin psinv,

Z = zp + cocosv.
., z2 yz 22 2
Snadno lze spocist 75 + 3z + 2z = 0° a
J = abco® sinv.
PRIKLAD 9.8. Vypoctéte objem elipsoidu i—z + g—j + i—z <1.

Integracni oblast je zndzornéna na obrazku 10. Ziejmeé V = [[[,, dzdydz,

OBRAZEK 10. Elipsoid.

kde M = {[z,vy, z]; g—i + Z—j + z—; < 1}. Prevedeme dany integrdl do zobecnénych
sférickych soufadnic a mame

27 T 1
V= /// dxdydz = / / / abeo? sinv dodvde
M o Jo Jo

= 2mabc /07T {%};siny dv = gwabc[ — cos V}O = gwabc.
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PRIKLAD 9.9. Necht M = {[z,y, 2]; % + % + i—; <1,z > 0}. Vypoditejte

/// 2% dadydz.
M

119

Resend. Integracni oblast je zndzornéna na obrazku 11. Pfevedeme dany in-

OBRAZEK 11. Polovina elipsoidu.

tegral do zobecnénych sférickych souradnic
T = 2pc0s psinv,
y = 3osin psinv,
z=4pcosv,
J =2.3.40%sinv

a mame

2 pm/2 pl
/// 23 daxdydz = / / / 43 0% cos® v 2.3.40% sinv dodvdyp
M o Jo 0

/2 96 1 /2
=27 2.3.44/ [E} . cos®vsiny dv = 2.447r/ cos® vsinv dv
0 0

= 2437 = 128~.

4 /2
:2'44ﬂ_|:_COS V]
0







PREDNASKA 10
Aplikace trojného integralu.

1. Hmotnost télesa

Bud ddno v prostoru téleso M vselijakého tvaru (nazvéme ho tfeba ”bram-
boroid”, tj. téleso tvaru brambory), o némz vime, ze mé néjaké rozlozeni hustoty.
Co to ale je? Jde o to, definovat hustotu, kterd se méni v kazdém bodé. Jde
tedy o funkci p : M — R. Co to ale je hustota v bodé? Piedstavme si néjaky
”bramboroid” M s proménnou hustotou o(z,y,z). Zvolme bod [z,y,z] € M.
Vezmeme maly kvadr se stiedem v [z,y,z] se stranami dz,dy,dz. Pokud jsou
rozméry dx, dy, dz velmi malé, je mozné povazovat hustotu v kvadru za konstantni
a rovnou o(z,y, z). Hmotnost tohoto kvddru je potom rovna o(z,y, z)dzdydz a
hmotnost pak dostaneme poscitame ptes celé M, tj.

m = Z o(z,y, z)dxdydz.
|z,y,z]e M

Limitnim prechodem dz,dy,dz — 0 dostaneme z kone¢né sumy integral

_ /A! / o(z, y, z)dudydz.

PRIKLAD 10.1. Vypodététe hmotnost nehomogenniho rotacniho kuZele s polomérem
podstavy R a vyskou H, jestliZe hustota v kaZdém bodé kuZele je rovna vzddlenosti
tohoto bodu od roviny rovnobézné s podstavou kuZele a prochdzejici vrcholem kuzele.

Reseni. Dany kuzel postavme na $picku do po¢atku soustavy soufadnic tak,
7e osa kuzele lezi v ose z. Viz obrézek 1. Potom o(z,y,z) = z a dany kuzel je dédn

K= {[:1971/72];%\/w2+y2 SZSH}-

Hmotnost je potom
H

m = ///zdxdydzf I [ sauas

r24+y2<R?2 H 221 y2

R

2 H H2 H2 $2+y
-] Gl [ Gt we

2+y2<RZ I2+y2<R2
2m 2 2 2 2.2 2 .4
H H H22  H2p49R
/ / 3 )rdrde = 2n| = - T ]
H2R2 H2 R4 H2R?  H2R%\ =
:2( ): 7—7>27H2R2.
T4 T RG ”( 2 3 6

121
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OBRAZEK 1. Kuzel.

2. Objem télesa

Pokud je dédno homogenni téleso M s hustotou o(z,y,z) = 1, je hmotnost
télesa ciselné rovna jeho objemu. Tento fakt je tak zfejmy, Ze ho neni potieba
zduvidnovat.

PRIKLAD 10.2. Vypoctéte objem telesa M = {[z,y, 2]; 2% + y? + 2% < 4,22 +
y? + 2% <4z},

Reseni. Téleso je znizornéno na obrézku 2. Modfe je namalovana projekce
dané ”¢ocky” do roviny xy. Je to kruh. Jeho polomér spocteme z podminky

VA —x2 —y2=2— /4 — 22— 92 To znamens, ze 2% + y?> = 3 a ten modry kruh

mé polomér /3. Uzitim Fubiniovy véty a nasledné poldrnich soufadnic dostaneme

4— w27y
V= /// dxdydz = // / dzdzxdy
24y2<3J2—4/4— w27y
2
—2// VA= 22—y —1dxdy—2/ / —r2—1)rdrdg0
2+y2<3

2.3 1
= 471'[ —(4—r2)32 - r—] = —Oﬂ'.
3 2 1o 3

PRIKLAD 10.3. Vypoctéte objem koule s polomérem R.
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OBRAZEK 2. Cocka.

Resend. Pouzijme sférické souiadnice
T = 1Ccospsiny,
y =rsinpsiny,
Z = rCcosv.

Z obrézku 3 vidime ¢ € [0, 27], v € [0,7] a r € [0,1]. Potom

2
V= /// dxdydzf/ / / 2 sin vdrdyvde

= 271'/0 {3}0 sinvdy = ﬂrR / sinvdy = §7TR3

O

PRIKLAD 10.4. Vypoététe objem télesa M = {[x,y, 2]; 2 > 22 +1?, 2% < 2y, o >
0,y > 0}.

Resend. Zde si obrazek kreslit nebudeme, nenf to nijak jednoduché téleso. Ale
ze zadani mame 22 + y? < z < Vry. To znamend dvé véci. Jednak to dava
podminky na z a potom vidime, ze 22 4 y? < Ty, x>0, y > 0, coz je podminka
na projekci télesa do roviny xy. Oblast z2 + y? < VZY, © > 0, y > 0 si miaéme
namalovat. Viz obrazek 4. Popis této cervené oblasti v roviné je v polarnich
souidnicich dén vztahem z2 + y? < VY, 1. r?2 < \/rcosp rsin gy, z éehoz mame
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OBRAZEK 3. Koule.

p€0,m/2] ar € [0,4/cosy sinp]. Tedy lze psit

N
V= /// drdydz = // / dzdzdy
M 2 +y2 </zy Ja2+y?
— // (,/xy — (2 + y2))dmdy
z24+y2 <\ /Ty

x/2 p/CospEng
2 / / (r\/cos psinp — 7‘2)rdrdg0
0 0

/2 3 4. Joosgsing
:2/ [%\/cosgosinap—%] do
0 0
1 7T/2 9 9 T
= - i dy = —.
6/0 cos” psin” pdp = o

S mr;
P— il
r= znl

DM
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(.,1,2 + y'_))l <y

OBRAZEK 4. Oblast v roviné.

Bud déno v prostoru téleso M velijakého tvaru (nazvéme ho tfeba ”bramboroid”,
tj. téleso tvaru brambory), o némz vime, ze ma néjaké rozlozen{ hustoty. Chceme

Zx,y,z($7 Y, Z)Q(ZE, Y, Z)diﬂdydz
Zm,y,z Q(xu Y, Z)dmdydz

T =

Limitnim pfechodem dz,dy,dz — 0 dostaneme integral

_ Wy 2o, y, 2)dedydz

T = T ey, o) dodyd

Pokud tento vzorec rozepiseme do soufadnic, dostaneme

T fffM zo(x,y, z)drdydz fffM yo(z,y, z)dxdydz fffM zo(z,y, z)dxdydz
[y o,y 2)dadydz - [[f, o(x,y, z)dadydz " [[[,, o(x,y, z)dwdydz




126 10. APLIKACE TROJNEHO INTEGRALU.

Oznacme

Sy = /// zo(z,y, z)dzdydz,
M

Szz = /// yQ(l’7y7Z)d$dde7
M

Syz = /// xo(z,y, z)dzdydz.
M

Tyto vyrazy se nazyvaji statické momenty vzhledem k rovindm zy, xz, yz.

Vysvétlime si trochu, jak si to pamatovat. Nechf je ddna rovina . Oznaéme
d(x,y,z) vzdalenost bodu [z,y, 2] od roviny o. Pak staticky moment télesa M
vzhledem o roviné p definujeme vzorcem

So = /// d(z,y, z)o(z,y, z)dxdydz.
M

Uvazujme nyni roviny zy, yz a xz. Pak ve vyrazu pro staticky moment S, je
vzdéalenost bodu [z,y, z] od roviny xy. Ale to je pravé z, jak je uvedeno ve vzorci.
Jiz vime, ze hmotnost télesa je

m= ///M o(z,y, z)dzdydz.

PRIKLAD 10.5. Vypoctéte souradnice tézisté homogenniho télesa M = {[x,y, 2] €
R% x>0,y >0,2>0,24+ %42 <1},

Reseni. Na obrazky 5 je namalovné dané téleso, Jedna se o étyfstén. Z obrazku
vidime, Ze statické momenty a hmotnost jsou

g
b

b(1—2) pe(1—2—%)
Szy = /// zdxdydz—// / z dzdydx
b(1— 52 p(l_; u) b(1—
_/O/ dydx_—// 1—f—g)dydx
5L z bz e [
4qa 2
=S C-DI-DT =50

Cyklickou zdménou mezi a,b, ¢ (nebo si to muzeme spocitat, ale je to zbytecné)
dostaneme

ab?c
Sa:z = )

24
S,. = a?be

24
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z:c(lfer%)

xT

a’

OBRAZEK 5. Ctyfstén.

Jesté potfebujeme hmotnost.

b(1—2) pe(l—2—¥)
m = /// dxdydz—/ / / dzdydx

//12) 2}01_7_3 dydx—c// 1777%)dydx
o D2 [ )
S5l

2 2 2

a“bc  ab’c abc

24 24 24 | _ [a b f}
4’4’4

T =

abc 7 abc 7 abc

6 6 6

O

PRIKLAD 10.6. Vypoctete soutadnice tézisté homogenniho télesa M = {[z,y, 2] €
R3; 2% + 92 + 22 < 3a?, 22 + y? < 2az}.

Resend. Téleso je primik koule a rotaénfho paraboloidu, viz obrazek 6. Ziejmé
je diky symetrii T, = T, = 0. Spocitejme S, a m. Projekce oblasti do roviny zy
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OBRAZEK 6. Priinik koule a rotaéniho paraboloidu.

je ztejmé kruh. Spocitejme jeho polomér ¢ z rovnice

2,2
z= 3a2—x2—y2:u.
2a
Oznaéme o = x2 + y? a dostaneme
o o
3a2—g2:% & 3a2—92:@ o ot +4a0® —12a* =0

& ()12 = %( —4a® £ \/16a* + 48a%) = %( —4a® £ 8a%) = 2d°.

Tedy 0 = av/2.

V3aZ—z2—y?
Sy = /// z dxdydz = // / z dzdzdy
M 22 4y2<2a2 12;;1,2

21 av2 V3a2—r2 av'2 22 V3aZ—r2
z/ / / z rdrdy = 271'/ [—] ) rdr
o Jo 2 0 2
2a
V2

r=
2a

4

a 2,.2 4 6 a3
_ 9 9 T _ _[3a°r T T 5y
_”/0 (3“ - _4a2)rdT_7r[ 2 _1_24a2} — 3T
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Déle
V/3a2—z?—y2
m = /// z drdydz = // / dzdxdy
2492<2q2 z2+y2
27 av2 V3aZ2=r2 av@r V3aZ—r2
/ / / rdrdy = 27r/ [z} - rdr
prs
r2 1 rdqav2
— 2 _ 2 _ 1 — 2 2)3/2
271'/0 (\/ 3a? —r Qa) rdr = 277[ 3(3a %) sl
= 27r(\f — §)a3
6
Tedy
S Srat 5 5
T, ==Y = S = a=—(6vV3+5)a
m T 2r(VE- e ova—5" 83 )
a

5
T = 0,0, §(6ﬁ+5)a}
O

PRIKLAD 10.7. Vypoctete soutadnice tézisté homogenniho télesa M = {[z,y, 2] €
R3; 2% +y? + 22 < a?,2 > 0}.

Resend. Téleso je znazornéné na obrazku 7. Ziejmé je diky symetrii T}, = T, y =
0. Spocitejme S, a m. Prevodem do sférickych souradnic médme

Sy = ///M z dxdydz
2n  pm/2 pR
= / / / reosv r2siny drdvdy
2 pm/2
/ / / r3cosvsiny drdvdy = 27r— / cosvsinv dv

4 [sm 1/}7?/2 R*

= T— = mT—.

2 2 Jo 4
Déle
27 /2
m = /// dxdydz —/ / / r?sinv drdvdy
w/2 3
= 277— sinv dv = 27r— [ — cos V} = QWR—
3 Jo 3 0 3
Tedy
S, & 3
TZ = ry = 4 = —R
m 27rl%§ 8
a
3
T=10,0,5R]
8
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OBRAZEK 7. Polokoule.

4. Momenty setrvacnosti télesa

Necht mdme hmotmy bod v prostoru o hmotnosti m a pifmku o (nazyvame ji
osou). Oznacme vzdélenost tohoto bodu od o symbolem d. Pak moment setrvac¢nosti
tohoto bodu vzhledem k ose o je ddn vyrazem I, = md?.

Necht mame soustavu hmotnych bodi o hmotnostech m;, i = 1,2,...,n, a osu
0. Ozna¢me d; vzdalenosti téchto bodu od osy o. Pak moment setrva¢nosti tohoto

systému je roven
n
IO = E mzdf
i=1

Bud ddno v prostoru téleso M s proménnou hustotou o(z,y,2) a necht je ddna
piimka o. Ozna¢me d(x,y,z) vzdélenost bodu [z,y,z] od piimky o. Chceme
spocitat jeho moment setrvacnosti vzhledem k ose o. Zvolme bod [z,y,z] € M.
Vezmeme maly kvadr se stfedem v [x,y, z] se stranami dz,dy,dz. Pak moment
setrvacnosti télesa M vzhledem k piimce o je vzorcem

I, = dg(xa Y, Z)Q(I7 Y, z)dmdydz
Moment celého systému dostaneme opét souctem, coz dava integrél

I, =Y d*(z,y,2)o(x,y, z)dvdydz = ///M d*(z,y, 2)o(z, y, z)dzdydz.

T,Y,2
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My budeme ale v praxi poc¢itat jen specidlni momenty setrvaénosti, a to vzh-

ledem k soufadnicovym osam. Uvazujme tedy osy z, y a z soufadného systému.
Oznaéme I, I, a I, piislusné momenty setrvacnosti télesa. Protoze vzdalenost

bodu [z,y, z] od piimky x je y/y? + 22 (podobné od piimky y je vz2 + 22 a od

piimky z je y/z2 + y2), mame

o= [[[ 0+ e etz 1= [[[ 2+ 2ete. e
M M

I, = / / / (22 + y?)o(z, y, 2)dzdydz.
M

PRIKLAD 10.8. Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni koule o hmotnosti
m a poloméru R vzhledem k ose jdouct stredem.

Resend. Viz obrazek 3 z piikladu 10.3. Nezdlezi na tom, jakou vezmeme osu,

pokud ovSem jde stiedem koule. Vezmeme tieba osu z. Pak pomoci sférickych
soutadnic dostaneme

I= / / /M(:z:2 + y?)dxdydz

27 T R
= / / / (r® cos® psin® v + 1% sin? p sin® v)r? sin vdrdvdy
o Jo Jo

271 T R R5 27 T
= / / / rtsin® vdrdvdy = — / / sin® vdvdyp
o Jo Jo 5 Jo Jo

o ™ o L 8 4 2 2
=R '3d:—R5/ 1—t)dt = —7R° = —7R®> ZR? = ZmR>2.
3 /0 sin” vdy = — _1( ) T 3R ¢ £

O

PRIKLAD 10.9. Vypodctéte moment setrvacnosti homogenniho vdlce spolomérem
R a o hmotnosti m vzhledem k jeho vlastni ose.

Reseni. Viz obrazek 3 z pitkladu 9.2 (rozdil je jen v tom, Ze vélec v tomto
pifkladu mé polomér R a né&jakou obecnou vysku H). Osa vélce je z. Pak

2r (R H
I= /// (22 + y?)dzdydz = / / / r? rdzdrdyp
M o Jo Jo

2 R 21 4
1 HR' 1 1
- / / Hr3drdp = ~ |  HR*dp = """ — “2R®HR? = ~mR>.
o Jo A 2 2 2

O

PRIKLAD 10.10. Vypoététe moment setrvacnosti homogenniho kuZele spolomérem
R a o hmotnosti m vzhledem k jeho vlastni ose.
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Resend. Viz obrazek 1 z piikladu 10.1. Osa vélce je z. Pak

I= ///M(x2 + y?)dedydz = // /H (z% +y?) dzdzdy

$2+y2SR2 % ac2+y2
H 27 R H
// (2 +y?) (H - E\/xQ +y2)dxdy = / / 2 (H - ET)rdrdcp
22 4y2< R2 0 0
Hr* H R HR* HR* HR*
”[ 4 R 5}0 ”( 1 5 ) ™30
=2 (HT2 = Eﬁ) - (H2R4 = HQRQ) = TR = 2 LapegRr = 2
I R - A 3 )76 ~ 103" BEUE

O

PRIKLAD 10.11. Vypoététe moment setrvaénosti homogennt krychle o strané a
a hmotnosti m vzhledem k primce, kterd prochdzi hranou.

Reseni. Obréazek ani nemusime kreslit. To si sta¢i predstavit krychli o hrané a
v prvnim oktantu ”nalepenou” na souradnicové roviny.

I—/// x—i—y dmdydz—/// x—i—y dzdxdy—a// x—i—y Ydzdy

*a/{ +x r d *a/ ( +a )d *a[a3 +a—} *gasffmcf
Osyz:yo?)yy:ay 310" 3% T 3™M

O



PREDNASKA 11

Krivkovy integral prvniho druhu a jeho aplikace.

1. Motivace a definice

Nasim tikolem je nyni vyfesit nasledujici problém. Pfedstavme si, ze si néjaky
domadci kutil udélal plechovy plot ne zrovna rovny (tedy nelezi v roving) a jesté ke
viemu jeho vyska neni konstantni, zkratka tu vysku fezal ndhodné. Ted chce ten
plot z jedné strany nabarvit a potfebuje védét, kolik barvy ma koupit. Matematicky
to lze popsat takto: Je dand ktivka v roviné zy a v kazdém bodé [z, y] té kiivky je
ddna vyska toho plotu, tj. je dédna funkce dvou proménnych o(x,y). Viz obrdzek
1.

OBRAZEK 1. Kiivka.

Na tomto obrazku vidime ”kfivy” plot s proménnou vyskou o(z,y). Chceme ten
plot nabarvit fialovou barvou. Kolik barvy budeme potiebovat? Je celkem jasné,
ze mnozstvi barvy je umérné plosnému obsahu toho plotu. Jak to ale spocitat?

133
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Vrsek toho plotu vytvoii kiivku v prostoru, to je ta Cervena ¢ara, a dana kiivka
v roviné ja ta modra ¢ara. Nejprve je potieba védét, jaky je tvar té kiivky, to jest té
modré kiivky. Intuitivné tusime, ze kiivka v roviné je popsdna zobrazenim, které
kazdému bodu néjaké tsecky piifadi bod v roviné. Tedy modréd kiivka by méla
byt popséna parametricky [z(¢), y(t)], t € [c,d]. Ale funkce z(t),y(t) nemohou byt
libovolné. Meély by byt aspon spojité a vlastné ani to nestaci. Hladka kiivka (tj.
kiivka majici te¢nou pifmku) v roviné je popsdna nasledujici definici.

DEFINICE 11.1. Nechf r(t) = [z(t),y(t)] je spojité zobrazeni z [c,d] do R? a
necht 1 : [e, d] — R? spliuje:
(i) x(t),y(t) jsou spojité v e, d]
(ii) existugi 2'(t),y'(t) v kazdém intervalu [c,d] (v bodech ¢,d se mysli jednostranné
derivace).
Potom obraz k zobrazeni r, k := {[z(t),y(t)] € R%*t € [c,d]}, nazveme rovinnou
krivkou k.

Poznamenejme, Ze ve skutecnosti z existenci derivaci «’(t), 3/ (¢) plyne spojitost
x(t),y(t), ¢ili v té definici je spojitost jaksi navic. Ale ni¢emu to nevadi, tak ji tam
nechame. Pfiiklad takové krivky je na obrazku 2. Nyni se podivame, jak spocitat

OBRAZEK 2. Rovinné kfivka.

ten plosny obsah. Necht r(t) = [z(t),y(t)], t € [¢,d] , je rovinna kivka a o(x,y)
je dana funkce dvou proménnych. Podivejme se na obrézek 3. Rozdélme interval
[¢, d] na velky pocet malych dilku a vyberme si jeden dilek odpovidajici parametrim
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A= [z(t),y()] = r()
B = [x(t + dt), y(t + dt)] = r(t + dt)

OBRAZEK 3. Plocha pod kiivkou.

t,t + dt. Na obrdzku 3 vidime body A = [z(t),y(t)], B = [z(t + dt),y(t + dt)] na
modré kiivce. Bod A’ mé soufadnice [z(t),y(t), o(x,y)]. Nyni doplnime bod B’
tak, aby A, B, A’, B’ byl rovnobéznik. Plocha tohoto rovnobézniku je dédna

dP = o(x,y) |AB].
Jak ale spocitat vzddlenost bodu A, B? Protoze A = [z(t), y(¢)], B = [z(t+dt), y(t+
dt)] a dt je velmi malé, je
[AB| = /(a(t +dt) — x(1))? + (y(t + dt) — y(1))?
Ale my uz z prvniho semestru vime, ze

fon . x(tH4dt) — x(t)
oy = L =20,

tedy

z(t 4 dt) — x(t) = 2/ (t)dt
a analogicky

y(t +dt) —y(t) = o' (t)dt.
Dosazenim mame

[AB| = /(2/(t)dt)? + (y/ (t)dt)2 = /(' (t))? + (y/(¢))?dt.

d
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Vyraz \/(2/(t))2 + (v/(t))2dt budeme znaéit ds, tj.
ds = /(2 (1)) + (' (1))t

Nésledné

dP = o(z,y)ds = o(x(t),y(t))v/ (' (1))% + (y'(t))?dt.

Hledana plocha je prblizné rovna souctu téchto dP, tj.

P~ Y dP= Y olwyds= > olat),yt)V (@ 1)+ (v (1)t

délenf [c, d] déleni [c, d] déleni [c, d]

Zjemnovanim déleni dostaneme limitnim pfechodem ze sumy integrél, tj.

d
Pz/k@(xvy)th:/c o(a(t), y())V/ (2 (1) + (y' (1)) 2.

A to je vlastné definice kiivkového integrdlu 1. druhu.

Existence derivace v kazdém bodé nés ale trochu omezuje. To ndm neumozinuje
integrovat pres kfivky, které se mohou nékde lamat, tfeba trojuhelnik, obdélnik ¢i
jiny n-ihelnik nebo pies obvod polokruhu atd. K tomu slouzi nasledujici definice.

DEFINICE 11.2. Necht r(t) = (z(t),y(t)) je spojité zobrazeni z [c,d] do R? a
necht r : [c,d] — R? spliuge:

(i) x(t),y(t) jsou spojité v [e, d]

(i) existuje koneéné mnoho ¢&isel ¢1,¢a,...,¢n € (a,b), ¢ = cg < 1 < ¢3 <
coe < ey < Cpy1 = d, tak, Ze existugi ' (t),y'(t) v kazdém intervalu [c;, ciy1],
i=0,1,2,...,n.

Potom obraz k zobrazeni r, k := {[z(t),y(t)] € R%t € [c,d]}, nazveme rovinnou
krivkou k.

Nyni si definujme integral ptes takovou kiivku.

DEFINICE 11.3. Necht r(t) = (z(t),y(t)) je krivka ve smyslu definice 11.2
a o(z,y) : k — R? spojitd funkce. Definujme kiivkovy integrdl proniho druhu
predpisem

/@(w,y)ds = Z/Ciﬂ o(x(t),y(t))V/x"(t) + y2(t)dt
k =0 ¢

Ve specidlnim pripadé (z'(t),y'(t) existuji v celém intervalu [c,d]) je

d
/k o(z,y)ds = / o(w(t), y(H) Va2 (0) + 2B dt.

Kazd4 kiivka m4 ve skutecnosti mnoho parametrizaci. Napt. r(t) = [t,t2],t €
[0, 1] je taz kiivka jako r(t) = [s?,s%],s € [0,1]. Vysledny integral by nemél zdviset
na parametrizaci. To je hlavni smysl néasledujici véty.

VETA 11.4. Bud k kfivka parametrizovand dvéma zpiisoby:

k= {(z1(t),y1(t);t € [a,b], emistuji o (t), 1 (1)},
k= {(z2(5),y2(s)); s € [c,d], existuji x5(s),ys(s)}.
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Pak

b
/ f(z,y)ds = / S (0,91 () /2R (1) + y2 ()t
k a

d
- / F(22(5), 32())\ /22 (5) + yi2(s)ds.

Diikaz. Ptredpoklddejme pro jednoduchost, Ze k je prostd, tj. kazdému bodu
kiivky odpovidaji jednozna¢né hodnoty parametru. Vezmeme bod A € k. Pak
existuji jedind t, s takova, ze A = (z1(t)),y1(t)) = (x2(s),y2(s)). Timto zpusobem
jsme k ¢ piitadili s a existuje tedy funkece ¢ : [a,b] — [c, d] takovd, ze

z1(t) = z2(p(),  va(t) = 2(p(t)).

Dale
’ o ’ / _ xll(t)
£ (0) = a0 1) = ai() = T
a podobné yh(s) = :f,g; Potom
. s = so({)
[ Ham@ o) g = | 720
s=d=t=5b
d x! 2 / 2
-/ f<m1<so<t>>,yl<so<t>>>\/ (B) + (45 v a

b
- / F@1 (0,31 (O)\ 2P (1) + y2 ().

([l
Zcela analogicky se zavede kiivkovy integral 1. druhu pro prostorovou kiivku.
DEFINICE 11.5. Necht r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) je spojité zobrazeni z [c,d] do R3

a necht r : [c,d] — R? spliuge:

(1) x(t),y(t), z(t) jsou spojité v [c,d]

(ii) existuje koneéné mnoho ¢isel c1,ca,..., ¢y € (a,h), c=cp < c1 < g < -+ <
Cn < Cnt1 = d, tak, Ze existugi 2’ (t),y'(t), 7z (t) v kaZdém intervalu [c;, c;y1],
1=0,1,2,...,n.

Potom obraz k zobrazeni v, k := {[z(t),y(t), 2(t)] € R3;t € [c,d]}, nazveme pros-
torovou krivkou k.

Nyni si definujme integral ptes takovou kiivku.

DEFINICE 11.6. Nechf r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) je krfivka ve smyslu definice 11.5
a o(w,y,z) : k — R3 spojitd funkce. Definujme kiivkovsj integrdl pruniho druhu
predpisem

i+1

[ eteands =3 [ atalt). 0,20+ o0+ D

Ve specidlnim pripadé (x'(t),y'(t), 2'(t) existuji v celém intervalu [c,d]) je

d
/ke(ﬂ«“,y)ds =/ o(a(t), y(t), 2()V/a"2(t) + y2(t) + 2 (¢)dt.
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2. Priklady

PRIKLAD 11.7. Bud k horni polokruznice se stiedem v [0,0] @ polomérem 1,
flz,y) =y. Vypocitejme
I= /yds.
k

Resend. Rovnice kruznice je 24+1y? = 1. Ale uvazujeme pouze horni polokruznici,
tj. y > 0. Viz obréazek 4.

—

OBRAZEK 4. Pilkruznice.

1. parametrizace.

y=+1-1t2, te[-11].

Spoctéme

ds=\/1+(V1—12)2 dt = \/1+ (—\/%)2 dt.
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139
Potom
! JiTE to\2 ! JiTE 2
I= 1=\ 14 (- ——5) dt:/ =241+ —— dt
/_1 V1—t2 _1 1—¢2
1 1 1
:/ VI—2y dt:/ dt = 2.
—1 1—1¢2 —1
2. parametrizace.
T =Cosy
y=sinp, @el0,7].
Spoctéme
ds = \/(cos’ ©)2 + (sin’ )2 dp = \/sin? ¢ + cos? ¢ dp = dep.
Potom
I= / sinpdp = [~ cos ¢];_o = 2.
0
O

PRIKLAD 11.8. Vypodcitejme

/\/xQ—O—yQ ds, k:a?+y? =2
k

Jeden obéh.

Resend. Kiivka, pfes ktorou intgrujeme, je kruznice se stiedem [1, 0] a polomérem
1. Viz obréazek 5. 1. Parametrizace. Polarni soufadnice jsou

T =T1Cosp

. e s 7r]
=rsiny, ——, =]

Y 2 ¥ 279

Potom 72 = 2r cos ¢ a tedy r = 2cos ¢, z ¢ehoz mame

T = 2cospcosp

™

=2 i ) Sl it
Yy cos psin @ pe] 5’3
Spoctéme

.

ds = \/(2 cos p(—sin )2 + (2(cos? ¢ — sin® )2 dy

= \/élcsin2 20 +4cos?22p dp =2 dp.
Potom

3
I:/ \/4cos4<p+40082gosin2<p 2dp

jus
2

3z
:/ 24/ cos? ¢ 2d<pz4/
-%

[N

cosp dp = 8.
z
Nebo 2. parametrizace.

r=-cosp+1
y=sinp, ¢ €][0,2n].
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<

OBRAZEK 5. Kruznice.

Spoctéme

ds = \/(—sin ©)2 4+ (cosp)? do = de.
Potom

2m 2m
I:/ \/(cos<p+1)2+sin2g0dg0: 1+2cosp+1dp
0

2m 2m
1
= / v/ +cosgpd fQ/ ,/cosdecpfél/ ,/cosQ—dgo

4/ cos—dga_4[2s1n ]0
0 2

3. Hmotnost jednorozmeérného dratu

Nechf je nyni ddna kiivka k néjakou parametrizaci (z(t),y(t)), t € [c,d]. Co je
to hustota. Zvolme pevné ¢y a tomu odpovidé na kiivce bod (x(¢o), y(to)). Vezmeme
nyni interval (tg — &,tg + €) a vezmeme Cast kiivky k. (to) = {(z(t),y(t));to — e <
t < to+e}. Prumérnd hustota ¢dsti kiivky k. (tg) je jeji hmotnost m(k.(to)) délend
jeji délkou d(ke(tg)). Hustota v bodé (z(to),y(to)) je potom definovéna jako

m(k.(to))
o((2(t), y(to))) = liny d(T(too)).
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Pokusme se nyni ze znalosti tvaru dratu a ze znalosti hustoty zjistit hmotnost
drétu. Necht r(t) = (z(t),y(t)), t € [c,d] je kiivka a piedpoklédejme pro jednodu-
chost, Ze je hladka, tj. z/(t),y’(t) existujf pro t € (c,d). Necht je navic ddna funkce
dvou proménnych o(z,y) definovand pro [z, y] lezici na dané kiivce.

Rodélme interval [c,d] na "krétké” podintervaly ¢ = o < &1 < to < -+ <
tn < tpe1 = d. "Kratké” znamend, ze na podintervalech [t;,t;41] lze povazovat
kiivku ky(g,)r(t,,,) 2a Gsecku a hustotu za konstantni a rovnou o(x(t;), y(t;)). Potom
hmotnost kfivky je pfiblizné rovna

n

m=, o(x(t:), y(t)V/ (@(tisr) — o(£:)% + (y(tir) — y(t:))?

1=0
% \/(W)Z(tiH —t;)? + (W)Q(ti+l — )2
— ; Q(m(tz)vi‘/(b‘z))\/<$(tgj3 :Z(tz‘))Q N (y(tzt:rjz : tyftz))Z (tors — 1)

Pokud budeme zjemnovat déleni, dostaneme jiz zndmym zpusobem integral

d
m= / oz (t), y(1))

Analogicky pro prostorovou kiivku

d
m = / o(x(8), y(t), ()72 () + v (8) + 22(8) dt.

PRIKLAD 11.9. Vypoctéte hmotnost krivky

x =tcost,

y =tsint,

z=t, te[0,v2],
je-li hustota rovna o(z,y,z) = z.

Reseni. Kiivka je zndzornénd Gervenou barvou na obrazku 6. Modra barva je
jejl projekce do roviny xy, tj. pohled na danou kiivku shora.

V2
m= / x,Y, 2 ds—/ t \/(cost — tsint)2 + (sint + tcost)2 + 1 dt

:/ t \/cos2t—2tcost51nt+t2sm t+sin?t+ 2tsintcost + t2cos2t + 1 dt
0

s s =2+t
2 4
ds = 2tdt 1 12, 3.4 8—2V2
— 2 — — _ — —__|g2 - "
_/O tV24+1t2dt = f— 0= s—9 = /2\/§d8_23[32}2_ )
t=v2=s=4
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OBRAZEK 6. Kiivka v prostoru.

4. Délka jednorozmérného dratu

Pokud volime v piedchozim piipadé hustotu o(z,y,z) = 1, dostaneme délku
drétu (kfivky)
d= / ds.
k

PRIKLAD 11.10. Vypoctéte délku krivky (Sroubovice)

T = acost,
y = asint,
z = bt, t € [0,2n].

Reseni. Obrazek sroubovice je na obrazku 7. Cervend barva je prostorové
kiivka a modra je jeji projekce do roviny xy, v tomto piipadé je to kruznice.

2m
d= /ds = V/(—asint)? + (acost)? 4 b2 dt
k 0

2
= [ Va®+b2dt =2rVa? + b2

0
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OBRAZEK 7. Sroubovice.

PRIKLAD 11.11. Vypoctéte délku krivky

xr =1,
y = Int, tel,2.

Reseni. Na obrazku 8 je namalovana dané kiivka.

2 2 2
d:/@:/mdbblﬁ:/ I+
k 1 t2 1 t

s=V1+t2 t=1=s=+2 V5 9
s° ds
=Vs2—-1 t=2=s5=+/5 :/

ds

_ sd s2—1
dt = 225_1 V2
V5
1 1 —17v5
:/ (1+ 5 )ds: [s—i——lns—}
V3 s¢—1 2 s+1lv2

B 1 (VA-D(V2+1)
V5 ﬁ+f(ﬁ+Mﬁ—U




144 11. KRIVKOVY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU A JEHO APLIKACE.

M) @ mmmmmmmmmmmmmm e

OBRAZEK 8. Logaritmickd kiivka.

5. Statické momenty a tézisté jednorozmérného dratu

Odvozeni je analogické jako v ptipadu plechu ¢i télesa. Jsou déany v piipadé
rovinného dratu vzorcemi

Sy :/x@(x,y)ds, Sz :/yg(ff,y)ds,mz/g(w,y)d&
k k k

|

v piipadé prostorového dratu vzorcemi

Syz :/xQ(.T,:%Z)dS, Sz :/y@(xayaz)dsaswy:/Zg(xaywz)d&
k k k

&&]

)
m m

PRIKLAD 11.12. Vypoététe tézisté homogenniho drdtu tvaru polokruznice (hus-
tota rovna o(x,y) = 1) s polomérem 1.

Resenid. Viz obréazek 4. Parametrizujme danou kiivku (pilkruznici).
T = cosp

y=sinp, pel0,7]
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Spoctéme
ds = \/(—sinp)? + (cos )2 dp = dep.

Potom

m = / do =m.

0
Déle
Sy = /xds:/ cosdp =0

k 0

a

Sy = /yds :/ sin pdp = [—cos | = 2.
k 0

Tézisteé je tedy

6. Momenty setrvacnosti jednorozmérného dratu

Je-li ddna osa o a kiivka k s hustotou o(z,y, z), je moment setrvacnosti k
vzhledem k ose o roven

Ioz/dz(m,y,z)g(x,y,z)ds,
k

kde d(z,y,z) je vzddlenost bodu [z,y, z] od osy o. Uvedeme jen vzorce pro osy
x,Y, 2.

L - / (v + 2o, y, =)ds,
k

I, = / (@ + 22)o(e,y, 2)ds,
k

I, :/(xQ—i—yz)g(x,y,z)ds
k

Protoze rovinnd kiivka muze byt chdpédna jako prostorové, staci misto [z(t), y(¢)]
uvazovat [z(t),y(t), 0], nemusime uvadét zv1ast vzorce pro rovinnou kiivku.

PRIKLAD 11.13. Vypoctéte momenty setrvacnosti homogenniho drdtu tvaru
kruznice (hustota rovna o(z,y) = 1) s polomérem 1 vzhledem k ose y a k ose z.

Reseni. Viz obrazek 4. Opét parametrizujme danou kfivku (pilkruznici), to
uz jsme nékolikrat udélali.

x = cosy
y=sing, ¢ €][0,2n].

Spoctéme

ds = \/(—sing)? + (cos )2 dp = de.
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Potom

11. KRIVKOVY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU A JEHO APLIKACE.

2 2
1
I, = /x2g(x, y)ds = / cos? pdyp = / 5(1 + cos 2¢)dp
k 0 0

1 sin 727
77{ T ]0

5%

Nyni vzhledem k ose z. Parametriace (jakoZto prostorové kiivky) je

T = Cosp
y = sin ¢, v € (0,27,
z=0.

Potom ds = \/(— sin? ¢ + cos? p)dp =dyp a

2m 27
I, = /(m2 +9%)ds = / (cos? o + sin? p)dyp = / dp = 2.
k 0 0



PREDNASKA 12

Krivkovy integral druhého druhu

1. Prace konstantniho pole podél orientované tsecky

Jsou-li ddny vektory u, v, ozna¢me symboly |u|, |v| velikosti vektort u,v a u.v
jejich skaldrni soucin. Pripomeneme si jesté vzorec pro odchylku a vektoru u,v.
UV
cosoq = ———.
Ju.|v]
Zaéneme tlohou znamou snad uz ze zakladni skoly. Je dana tsecka CD a sila
F rovnobézna s useckou s s pocatecnim bodem C a koncovym D. Uvédomme si,
ze F i s jsou vektory. Jakd prace se vykond, pokud pfemistime téleso z C' do D
vlivem sily F'? Muzeme si to predstavit jako vlak na kolejich tazeny koném. Ze
zakladni Skoly vime, ze dand sila vykond préaci

A =|F| |s|.
Viz obrazek 1. Pokud sila F' pusobi s opa¢nou orientaci, vyjde vykonand prace
A=—|F| s

Zaroven si uvédomme, ze pokud premistime dané téleso v opaéném sméru, tj.
z bodu D do bodu C, tak budeme praci konat my. Fyzikalné to znamena, ze prace
pod vlivem sily F' je zaporna a je rovna

A=—|F|]s].

Bylo by dobrd mit na obé moznosti jediny vzorec. A to si ukdzeme v dalsim.

Predstavme si nyni malinko obecnéjsi situaci, kdy sila tdhnouci vlak neni
rovnobéznd s useckou C'D, tj. tifeba kdyz tazny kun tdhne vlak po cesté, kterd
je rovnobéznd s kolejemi. Viz obdzek 2. V tomto piipadé rozlozime silu F' na F,
a silu Fj kolmou k C'D. Ta kolma slozka F}, se ale neprojevi, ta je paralyzovana
pevnosti koleji. Potom prace je

A= |Fpl|s]
v pfipadé, kdy uhel o mezi vektory s a F' je ostry, a
A=—IF)| s

v piipadé, kdy thel o mezi vektory s a F' je tupy.
Ve viech tfech piipadech je dilezité, ze tsecka C'D je orientovand, bud z C' do
D nebo z D do C. To znamen4, ze s je vektor, ale to jsme jiz fikali. Jak vime, sila
je také vektor. Jak se d4 spocitat velikost F,,? Mdame tedy dva vektory, s a F' o
velikostech |s|, |F'|, které sviraji uhel a.
Necht je nejprve « ostry thel. Vime, Ze
F.s

cosq = .
|F.]s]

147
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OBRAZEK 1. Sila rovnobézbna s tseckou.

Déle muzeme psat
F.s

A= \Fp| |s| = [F|cosa [s| = |F| m

|s| = F.s,
tedy A je dand skaldrnim souc¢inem F' a s.
Necht je nejprve o tupy thel. Z analytické geometrie opét vime, ze

F.s

coso = .
|5

Déle muzeme psat
F.s
|F.|s]

A= —[Fp| |s| = =[F|cos B |s| = =|F|cos(m — ) |s| = |F| |s| = F.s,
tedy A je opét dand skaldrnim sou¢inem F a s. Pokud a = 0 ¢ a = 7, mame
platnost vzorecku A = F.s i v piipadé, ze F' a s jsou rovnobézné.

2. Pojem vektorového pole

Musime si nejprve fici, co to je vektorové pole. Je to predpis, ktery kazdému
bodu [z,y] € R? (nebo [z,y, 2] € R3) piifadi vektor F (tieba vektor sily). Vektor v
roviné je ddn svymi souradnicemi, tj. F' = (f(z,y),g(x,y)) (nebo v prostoru F' =
(f(x,y,2),9(x,y,2),h(x,y,2)) pro trojrozmérné pole). Dvourozmérné vektorové
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OBRAZEK 2. Sila nerovnobézbnd s tiseckou.

pole je tedy dané dvéma funkcemi dvou proménnych

(f(z,9),9(z,y))

a trojrozmérné vektorové pole je dané tfemi funkcemi tii proménnych

(f(x,y,2),9(x,y,2), h(z,y, 2)).

Piedstavujeme si to tak, ze do bodu [z,y] umistime vektor (f(z,y),g(x,y)) s
pocateénim bodem [z,y]. Koncovy bod vektoru je pochopitelné [z + f(z,y),y +
g(z,y)]. Analogicky si to mizeme predstavit v prostoru. Formdln{ definice by byla
nasledujici.

DEFINICE 12.1. Dvourozmérné vektorové pole je zobrazeni z F : R — R? dané
dvéma funkcemi dvou proménngjch [z, y] — (f(x,y), g9(z,y)).

Trojrozmérné vektorové pole je zobrazeni z F : R3 — R3 dané tremi funkcemi
tri proménnych [z, y, 2] = (f(2,y,2), 9(x,y, 2), h(z,y, 2)).

3. Orientovana krivka

Definujme si nyni regularni hladkou prostou orientovanou kiivku. Nechf je
déna kiivka r(t) = [z(t),y(t)],t € [c,d]. "Prostd” kiivka znamend r(t) # r(s)
prot # s, t,s € [c,d] a "hladkd” znamend, ze existuji z'(¢),y'(t). ”Reguldrni”
znamens, ze tecny vektor (2/(¢),4/(t)) neni nulovy, coz by slo vyjadfit podminkou
22(t) + y'?(t) # 0, pro t € [¢,d]. Oznaéme r(c) = C, r(d) = D. Potom pocatecni
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bod je C a koncovy je D. Rikdme, ze kiivka je orientovéna od bodu C' do bodu D.
Poradi bodu C, D ndm tedy zadava orientaci kiivky.

Tato definice orientace ale zdvisi na podmince r(c) # r(d). Ale v praxi je
casto potfeba integrovat pres uzaviené kiivky, tj. r(c) = r(d). Jak ale defino-
vat orientaci pro uzavienou kiivku? Pomoci teénych vektorua. Muzeme v kazdém
bodé (z(t),y(t)) dané kiivky setrojit dva jednotkové teéné vektory, ?(t) a f?(t),

kde t(t) = M Vezméme nyni mnozinu vsech zobrazen{ 7 : k —
N a’2(t)+y'2(t)

{t(¢), 77(15)} Nejaké takové zobrazeni si predstavime tak, Ze si v kazdém bodé
kiivky sestrojime jednotkovy te¢ny vektor. Orientaci si zvolime naprosto ndhodné.
Pifklad néjakého takového zobrazeni (vybéru tecnych vektori) je na obrdzku 3.
Modré tecné vektory maji orientaci proti sméru hodinovych rucicek, zelené po

) e \\.

OBRAZEK 3. Piiklad jednotkovych te¢nych vektort ke kiivce.

sméru hodinovych ruc¢icek. Takovych obrazku si muzeme namalovat spousty. Na-
malujeme si dva vyznaéné obrézky. jsou to obrazky 4 a 5. Na obrazku 4 jsou
vSechny teéné vektory orientovany proti sméru hodinovych rucicek u obou kiivek
(tedy i u té uzaviené) a Na obrazku 5 jsou vSechny tecné vektory orientovdny po
sméru hodinovych rucicek.

Vratme se k mnoziné viech zobrazeni 7 : k — {?(t), —?(t)} Je veelku videét
(a lze to i dokézat), ze pouze dvé z téchto zobrazeni jsou spojitd. Zvolme jedno z
nich. Rikdme, ze jsme kiivku orientovali. Muzeme si orientaci kiivky predstavit
jako smér, kterym tu kfivku probéhneme.
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OBRAZEK 4. Piiklad jednotkovych teénych vektord.

Je-li tedy dédna kiivka k, muzeme na ni zadat dvé orientace. Volbou jedné z
nich jsme kfivku orientovali. Orientovanou kiivku budeme znacit (k) (nebo kcp,
pokud C # D).

Stejné bychom orientovali kiivku v prostoru.

Zatim jsme uvazovali pouze hladké kiivky. Ale umime si predstavit, Ze potiebujeme
pocitat préaci pole i pres trojuhelnik ¢i ¢tverec atd. To jsou po ¢astech hladké kiivky,
viz nasledujici definice.

DEFINICE 12.2. Nechi r(t)
bud prosté nebo pripustime (c)
spliiuge:

= (x(t),y(t)) je spojité zobrazeni z [c,d] do R? je
= r(d) (uzaviend krivka) a necht r : [c,d] — R?

(i) x(t),y(t) jsou spojité v e, d]

(ii) emistuje konecné mmnoho ¢&isel ¢1,co,...,¢n € (¢,d), ¢ = ¢og < ¢1 < ¢3 <
con < e < Cpy1 = d, tak, Ze existugi ' (t),y' (t) v kazdém intervalu [c;, ciy1],
i=0,1,2,...,n.

Je jasné, ze ptimo parametrické rovnice nam dévaji smér, kudy kiivku probihame,
¢ili davaji orientaci. Pokud bychom chtéli opa¢nou, museli bychom to pfeparametrizovat
tak, abychom kfivku probéhli v opa¢ném sméru.

Poznamenejme, ze bychom mohli zkusit orientovat k pomoci tecného vektoru.
Ten ale v bodech ¢; nemusi existovat a nemusime tedy mit spojitost zobrazeni,
které v kazdému bodu k ptifadi jednotkovy te¢ny vektor. To by slo prekonat tak,

Ze zvolime na kazdém podintervalu [¢;, ¢;+1] orintaci pomoci teéného vektoru a nynf
d4 trochu prace navéazat to v bodech c;.
Je zfejmé, ze na kiivce k jsou pravé dvé orientace.
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oY
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OBRAZEK 5. Piiklad jednotkovych teénych vektord.

D

S
S

4. Prace pole podél prosté orientované kiivky

vevs

- prestavme si tfeba graviténi pole dané nékolika hmotnymi body. Zvolime v
roviné (prostoru) néjakou kfivku k s pocatecnim bodem C' a koncovym bodem
D a predpokladejme, ze C # D. Piedstavme si, ze hmotny bod o hmotnosti m
se pohybuje po dané kiivce z bodu C' do body D vlivem daného pole. Otazka je,
jakou préci toto pole vykona? Viz obrézek 6.

Necht je ddno silové pole (pro jednoduchost v roviné x,y). To znamend, Ze v
kazdém bodé roviny je dén vektor (f(x,y), g(z,y)) sily a necht je ddna orientovana
kiivka k ve smyslu definice 12.2. Piedstavme si, ze mame spocitat, jakou fyzikalni
praci vykona silové pole, pokud se hmotny bod bude pohybovat po orientované
kiivce k z bodu C' do bodu D.

Nechf kiivka k je dand pro jednoduchost hladkym zobrazenim r : [¢,d] — R?
a silového pole ?(m,y) = (f(z,v),9(z,y)). Rodélme interval na "kratké” pod-
intervaly ¢ = tp < t; < to < --- < t, < tpy1 = d. "Kréatké” znamend, zZe na
podintervalech [t;,t;11] lze povazovat kiivku k., )r@,,,) za tsecku a pole za kon-
stantni{ a rovno (f (z(ts), y(t:)), g(z(t:), y(tl))) Viz obrézek 7. Prace je pv riblizné
rovna souctu praci pfes vSechny malé kousky s = r(t;41) — r(¢;). Ale na tomto
malém kousku je prace dand skaldrnim souc¢inem F.s. Potom celkova prace A je
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OBRAZEK 6. Piiklad orientované kiivky a silového pole.

ptiblizné rovna souctu

n

A=Y P =3 (F((t).y(t:).g(x(t). y(t:) ) (#(te) = 2(t). y(tinn) — u(t:))

=0

i=0

y(tiy1) — y(tz‘)(
tit1 — t;

= Zf(x(ti)’ y(t:)) o' (t:) (tipr — ti) + g(2(ts), y(t:)) ' (t) (tigr — ti).

+g(z(t:), y(t:) i1 — i)

N
I
<

Pokud budeme zjemiiovat déleni, dostaneme jiz zndmym zpusobem integral

A= [ (7a().0)'0) + g(o(0)y(e)y' ® ).

Tento vzorec vlastné definuje kiivkovy integral druhého druhu.
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F=(f(2(t:), y(t:), 9(x(t:), y(t:)))

r(t) = (x(t),y(t))

OBRAZEK 7. Piface v silovém poli.

DEFINICE 12.3. Necht je ddno pole (f(x,y),g(z,y)) a orientovand k¥ivka k ve
smyslu definice 12.2. Potom kiivkovy integrdl druhého druhu je definovdn

fag)da + gy =3 [ (F@(0, 02O + oal0), 9 0)y' © ).
i=0 v ¢

kep

Pokud je k hladkd, je

d
Faa)do -+ gy = [ (7o) (0)'0) + o(alt) y()y' ).

kcp

Nynf udéldme nékolik véci. Nejprve si tuto definici zobecnime pro kiivky v R3
a potom si ukdzeme, ze na parametrizaci kiivky nezalezi.

DEFINICE 12.4. Necht r(t) = (z(t),y(t), z(t)) je spojité zobrazeni z [c,d] do R3
a necht r : [c,d] — R? spliuje:
(1) (), 5(2), 2(¢) jsou spojité v [c,d
(i) existuje konecné mnoho éisel cy,ca,...,cn € (a,0), a=cp <1 <ca < - <
Cn < Cpy1 = b, tak, Ze existuji ' (t),y'(t), 2'(t) v kazdém intervalu [c;,cit1],
i=0,1,2,...,n.
Oznaéme C = r(c),D = r(d). Zvolme poradi bodi C,D. Potom obraz k
zobrazeni r s timto zvolenym potadim nazveme orientovanou kiivkou v prostoru.

DEFINICE 12.5. Necht r(t) = (x(t),y(t), 2(t)) je orientovand krivka a necht
je ddno (f(z,y,2),9(z,y,2), h(z,y,2)) : k — R spojité pole. Definujme krivkovy
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integral druhého druhu predpisem

Fap,2)do + 9oy, 2)dy + hoy )z =Y [ T (F.v0, 202 )

kcp i=0

+ 9(@(1), y(1), 2(O)' (1) + hlx(t), y(0), 2()=' (1)) dt.
Pokud je k hladkd, je

d
Fap,2)do + (o, 2y + by )z = [ (£, 0(0),20)20)

+9(@(t), y(t), 2(0)y (t) + h(x(t), y (1), Z(t))Z'(t)) dt.

V dalsim si ukazeme, ze kiivkovy integral druhého druhu nezéalezi na parametrizaci
dané kiivky, ale jen na jejim tvaru a orientaci. Dokazeme to jen pro hladkou rovin-
nou kfivku.

kcp

VETA 12.6. Bud ddno pole (f(x,y),g(x,y)). Nechf je orientovand kiivka kcp
parametrizovand dvéma zpusoby:

k= {(z1(t),y:(t));t € [a,b], existuji z7(t), vy ()},
k= {(z2(5),92(5)); s € [c,d], existuji x5(s),y5(s)},
[‘rl(a)vyl(a’)] = [xQ(C)va(C)] = C’ [xl(b)7y1(b)] = [mQ(d),yQ(d)] =D.
Pak
b
: f(@,y)dz + g(z,y)dy = / F@(t), yr(8)z (1) + g(@1(t), y1(t))yy (t) dt

d
=/ f(@2(5), y2()21(s) + g(x2(5), y2(s))21 () ds.

Diikaz. Ptredpoklddejme pro jednoduchost, Ze k je prostd, tj. kazdému bodu
kiivky odpovidaji jednozna¢né hodnoty parametru. Vezmeme bod A € k. Pak
existuji jedind ¢, s takova, ze A = (z1(t)),y1(t)) = (x2(s),y2(s)). Timto zpusobem
jsme k ¢ piitadili s a existuje tedy funkece ¢ : [a,b] — [c, d] takovd, ze

z1(t) = z2(0(),  va(t) = v2(p(t)).

Dale
2(t) = 2O (1) = ah(s) = 2D
it =2 2= 2
a podobné yh(s) = Z%Eg Potom
. 5= w(t/)
[ (). m(60)05) + gloa(s)aas)ats) as = | 72N
‘ s=d=t=b
" (P ®) 1) D 1 g0 SV (o) at
N 0 #0)

b
- / s (), (D)2 (6) + gl (8), 91 () (8) dt.
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VETA 12.7. Bud ddno pole (f(z,y),9(x,y)) a orientovand krivka kcp. Pak
[z y)de + gz, y)dy = — [z y)dz + g(z, y)dy
kCD kDC
Diikaz. Necht je orientovand, pro jednoduchost hladka, kiivka kcp,C # D
parametrizovand:
k= {(z(t),y(t);t € [c,d], existuji 2} (t),y1(t)},
[z(c),y(0)] =C,  [x(d),y(d)] = D.

Pak opaé¢né orientovana je dana

k={(z:(t),4: () := (x(=1),y
[z1(c),p1(c)l = D, [2a(d), 0
(@1 (8), 11(1) := = (2" (1), 4 (1))

d
| tawdn+ gty = [ (560,50)'® + g(ao0),u0)/ () de
kcp c

t=—s, dt = —ds
=|t=c=>s=—cC
t=d=s=—d

—d
= [ (s p=s)a’(=5) + gla(=s). u(—5)y' () ) (~ds)

—C

- / (F )60 (5) + 9 (5), ()i 5)) s

—d

= — flz,y)dx + g(z,y)dy.

kpc

5. Priklady

PRIKLAD 12.8. Je ddna krivka k : x = 3cost, y = 2sint, t € [0, 5] orinento-
vand od bodu A =[0,2] k bodu B = [3,0]. Spocti

/ (y — 1)dz + zdy.
kap

Resend. Kiivku chceme probéhnout opaénym smérem, nez jaky dava t € [0, Z].
Viz obrazek 8. Zeleny vektor dava orientaci ¢ervené kiivky, modré vektory jsou
zadané vektorové pole. Lze tedy psat

0
/ (y — Ddx + zdy = / ((2 sint — 1).(—3sint) + 3 cost. 2cost) dt
kas

™

™

:/2(6sin2t73sint7600s2t) dt:/ (—6cos2t — 3sint) dt
0 0

[NE]

= [-3sin 2t + 3cost]0% = —3.
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D =0,2]s

OBRAZEK 8. Préce v silovém poli.

PRIKLAD 12.9. Je ddna krivka k : © = t2, y = 2t,z = 4¢3, t € [0, 1] orinento-
vand od bodu A =10,0,0] k bodu B = [1,2,4]. Spocti

/ zdx + ydy + (zz — y)dz.
kap
Reseni. Obréazek kreslit nebudeme, je to néjaké prostorova kiivka. Lze psat

1
/ zdx + ydy + (2 — y)dz = / <t2. 2t 4 2t. 2 4 (4t° — 2t)12t2> dt
kaB 0

11 12 }1_5
==

1
= / (2t + 4t + 487 — 24¢°%) dt = [ R
0 2 2 Jo

O

PRIKLAD 12.10. Je ddno silové pole (z+vy,2x). Spoditejte prici, kterou vykond
toto pole podél horni polokruznice o poloméru R se stredem v bodé [0,0], kterd je
orientovand od bodu C = [0, R] do bodu D = [0, —R).
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Reseni. Viz obrazek 9. Orientaci cervené kiivky je od bodu C' do bodu D,
modré vektory jsou zadané vektorové pole. Kiivka je parametrizovand napi. po-

OBRAZEK 9. Préce v silovém poli.

moci

T = —t, t € [-R,R],
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Protoze z'(t) = -1 ay = \/ﬁ’ lze psét

/kCD(x +y)dz + 2xdy = /4{ ((~t+ VRE=2)(-1) + 2(—1&)\/%) dt

R 2 :
2t =

VRZ — 2 dt = Rcos s ds
= 9R2 gin?
:/2 Rsinszcoss+m)Rcoss ds
z Rcoss

smscos 5 —cos® s + 2sin® s)ds

1 2 1-— 2
/ 781112 B + cos s+2 cos 3) ds

e m\:l

2 2

[NE] NH

[SE]

3 1 3
— fs1n25— 5(:0525) ds = R2E — 1(:0325— ZsiHQS}

m\ﬁ

=
2

1 3 1 3
= R? ((Z —gcosT— sinm) — (—% ~1 cos(—m) — 1 sin(—ﬂ'))) = ng'
Ptirozengjsi parametrizace je ovSem

x = Rcost, t € [-0,7],

y = Rsint.

Pak ' = —Rsint, y' = Rcost a
/ (x 4+ y)dzr + 2zdy = / ((Rcost + Rsint)(—Rsint) + 2R cost R cos t) dt
ko 0
= RQ/ (—costsint —sint 4+ 2cos?t) dt
0

T 1—cos2t 1 ot
:RQ/ (—Lsingt — 082 ,lH oSty
) 2 2 2

1 1 t 1 i
:R2/0 (i—gsin%-l—gcos%) dt:R2[§+10082t+ZSin2t}o

1 1
:R2((g + Zc0527r+ Zsin27r) — (g + ZcosOJr %sinO))

*R2(2 +ifi) :gRQ’

coz je stejny vysledek.






PREDNASKA 13

Krivkovy integral druhého druhu pres uzavienou
orientovanou krivku

1. Préace pole podél uzaviené orientované kiivky

Zatim jsme vzdy pracovali s kiivkami, jejichz pocateéni a koncové body ne-
splyvali. Je ovSem uzite¢né umét spocitat praci pole podél uzaviené kiivky.

Vezmeme si nyn{ uzavienou orientovanou kiivku r(t) = [z(t),y(t)],t € [c,d],
r(t) #r(s) prot # s, t,s € [c,d), C =r(c) =r(d) = D. Orientace je ddna pomoci
tecnych vektoru (z'(t),y'(t)).

DEFINICE 13.1. Necht r(t) = (z(t),y(t)) je spojité zobrazeni z [c,d] do R? a
necht r : [c,d] — R? sphiuje:

r(c) = r(d)

x(t),y(t) jsou spojité v [c,d]

existuje konecéné mnoho cisel c1,ca,...,cn € (a,b), ¢ = cg < 1 < ¢2 <
coe < ey < Cpy1 = d, tak, Ze existugi ' (t),y'(t) v kazdém intervalu [c;, c;y1],
1=0,1,2,...,n.

Oznacime-li C = r(c), D = r(d), pak C = D. Oznaéme jesté C; = r(¢;). Oznacéme
ki = {r(t);t € [ci,cit1]} hladké cdsti. Rekneme, Ze ki, kiy1 jsou souhlasné oriento-
vané, pokud bod Cii1 je koncovy bod jedné z nich a pocdtecni té druhé. Orientujme
nyni néjakou k; poradim bodi C;, Cir1. Vedlejsi, ki1, k;r1 orientujme souhlasné s
k; a tak pokracujeme. Nakonec jsme zorientovali celé k.

Snadno je vidét, ze orientaci uzaviené kiivky muzeme zadat pomoci tii na ni
lezicich bodu A, B, C' tim, ze zaddame poradi téchto bodu, napi. ABC'. PiSme pak
kapc-

PRIKLAD 13.2. Vypocitejte kaBC xydx + ydy, kde kapc je uzaviend oriento-
vand krivka spojujict dseckami body A = [0,0], B = [1,0],C = [0, 1].

Reseni. Kiivka je zndzornénd na obrazku 1. Cervend kiivka je dand orientovana
uzaviend kiivka (orientace je v pofadi A, B, ') a modré vektory jsou zadané pole.
Na dolni tsecce je pole nulové, tak tam ziadné modré vektory nejsou. Kiivka se

161
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OBRAZEK 1. Préce v silovém poli.

nam rozpadne na t¥i hladké kiivky (isecky)

ki:xz=t, t€[0,1],

y =0,

ky:ax=1-t, t € [0,1],
y=t,

ks :x =0, t €0,1],
y=1—-1.

Tedy

1
/xydx—i—ydy:/ t.0+0=0,
kl 0

1 1
1
/xydx—!—ydy:/(l—t)t(—l)—i-(l—t)dt:——,/ zydz + ydy :/ 04+0=0.
k2 0 6" Jks 0
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Tedy
1
/xydm+ydy:/ mydm+ydy+/ xydac—i—ydy-i—/ xydr + ydy = ——.
k k1 ko k,g 6
(I
PRIKLAD 13.3. Nechi oo > 0. Vypocitejte [, 2xdx + 2ydy, kde ko = kapc
je uzaviend orientovand kiivka spojujici body A = [0,0],B = [1,1],C = [4,1]
parametricky

ki:2=t, t €10,1],

y =17,
ko:ax=1-t, t €10,1],
y=1—1

Reseni. Jednd se o nekone¢né mnoho kiivek pro riznéd «. Pro nékolik « jsou zo-
brazeny na obrazku 2. Pro a = 0.2 je zobrazena pomoci zelenych vektor orientace.
Tedy

1 1
/ 2xdx+2ydy:/ 2% + 2.t dt+/ 21— 1)(=1) + (1 — t)(~1) dt,
ko 0 0

1 1
:/ ot + 2021 dt+2/ 2t — 2 dt = [t? + 2% + 2(t> — 2t)] = 0.
0 0

2. Greenova véta

Nejprve si promluvime o orientaci. Zakladnim kamenem je orientace vek-
torového prostoru. Uvazujme vektorovy prostor R a bud B mnozina vsech bazi
R3. Kazdé bazi B = [u, v, w], kde u = (uy,ug,u3),v = (v1,v2,v3),w = (w, wg, w3),
muZzeme pritadit jeji determinant

uy ug us
det(B):=det | v1 w2 w3
wy w2 w3

Protoze jde o bézi, determinant neni roven nule. Je tedy bud det(B) > 0 nebo
det(B) < 0. Mnozina vSech baz{ se ndm tim rozpadne na dvé tiidy, ty s kladnym
determinantem a ty se zdpornym determinantem. Jednu z téchto tiid oznacime
za kladnou a tim jsme zvolili orientaci prostoru R3. Je zvykem volit za klad-
nou tu tiidu, pro kterou je determinant kladny. Takovym bazim budeme fikat
pravotocivé baze ¢i pravotocivé systémy. Uvazujme nyni kiivku k£ ve smyslu definice
13.1(pfedstavujme si tieba elipsu, trojihelnik, ... ). Ta ndm rozdéli rovinu na dvé
casti, vnitfek Q kfivky k a jeji vnéjsek, tj. ta neomezend Cast. Volbou normaély
k Q (tj. zvolime bud vektor (0,0,1) & (0,0, —1)) orientujeme oblast Q. Oznacme
ez = (0,0,1). Budeme fikat, ze Q je kladné orientovand, pokud zvolime vektor e
za kladnou orintaci.

Krivka k& nemd obecné teénu ve vSech svych bodech, existuje ale maximélné
kone¢nd mnozina bodu, ve kterych tec¢na neni. Hladkym bodem nazveme bod, ve
kterém tecna existuje.
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Y

OBRAZEK 2. Préce v silovém poli.

DEFINICE 13.4. Nechi Q je oblast v R? kladné orientovand a necht jeji hranice
k je uzaviend kfivka k ve smyslu definice 13.1. Orientujme néjaok krivku k pomoct
tecnych vektori. Rikdme, Ze kiivku k je souhlasné orientovand s S0, pokud ve viech
hladkijch bodech krivky k vektory [n,t,es] tvori pravotodivy systém (n je jednotkouvy
vektor vnéjsi normaly).

Podivejme se, co to znamend prakticky. Viz obrazek 3. Aby byla baze [n,t, es]
kladna, musime vektor ¢ orientovat ”proti” sméru hodinovych rucicek, pokud se na
oblast © divdme ”shora”, tj. proti vektoru es. Jinak by byl det[n, —t, e3] zdporny.
Mame-li tedy oblast Q v roviné, tak kladné orientovanou hranici pozname tak, ze
jsme ktivku probéhli ”proti sméru chodu” hodinovych rucicek.

Nyni si vyslovime Greenovu vétu. Prevadi kiivkovy integral pies hranici k£ na
dvojny integral pies oblast (2.

VETA 13.5. Necht Q je kladné orientovand oblast se souhlasné orientovanou
hranici k = 0. Necht je ddno hladké pole f(x,y),g(z,y). Pak

_ 99 0y 9
- f(z,y)dx + g(x,y)dy = //Q (ax (z,y) 9y (z, y))dmdy.
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€3

€3

€9 Yy

€1 t

OBRAZEK 3. Souhlasné orientace hranice.

Dikaz. Dukaz provedem pouze ve specidlnim piipadé pro konvexni oblast s
hladkou hranici (konvexni znamend, Ze s libovolnymi dvéma body A, B € Q tam
lezi celd tsecka s koncovymi body A, B). Takovou néjakou oblast si namalujeme na
obrazku 4. Zeleny vektor davé orientaci. Oznaéme jesté k; "dolni” ¢dst hranice,
ks horni. Nyni pocitejme.

of b <P2($)af
I:://—:lc7 ddmz// —(z,y)dydx
1 Qay( y)dy o ay( )
b

b
— [ Bl = [ (feealo) - Fapi(@) )
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S

OBRAZEK 4. Obrizek k dikazu Greenovy véty.

Déle pocitejme (pozor na opaénou orientaci ks)

rx=t r=t
/ fapde= [ fayde+ [ fagde=|y=ot) y=pat)
k k1 ko dx = dt dx = dt

b b
= [ steeropit =~ [ stspatenin = 1

_//Q g_z(x’y)dydx:/kf(x,y)dx.

Analogicky muzeme dokazat

J[ Gtttz = [ st

Tedy
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coz dohromady dava

[ Gt = Ghw)asty= [ sto.pas + gty

O

PRIKLAD 13.6. Necht k je kladné orientovand uzaviend krivka 2—2 + bLj =1.
Spocitejte

/k(at +y)dz — (z — y)dy.

Resend. Kiivka je namalovana na obrézku 5. Zeleny vektor je orientace a modré
vektory jsou zadané vektorové pole. Podle Greenovy véty je

OBRAZEK 5. Obréazek ke Greenové véte.

™
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/(x+y)dx— (w—y)dy=/(w+y)dx+(y—w)dy
k k

_ //M (a(ya; x) 8(1;9;; y)) dudy — //M(_l — 1) dady
=92 //M dxdy = —2 /:Tr /01 abododp = —2mab.

PRIKLAD 13.7. Necht k je kladné orientovand hranice oblasti M = {[z,y];1 <
22 +y? < 4,2 <y <3z} Spocitejte

O

1 2
/ —arctg gd:c + —arctg Edy.
kT € Y Y

Resend. Kfivka je namalovand na obrazku 6. Zeleny vektor je orientace a modré
vektory jsou zadané vektorové pole. Spocitejme

Y

OBRAZEK 6. Obrazek ke Greenové véte.
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2 1 1 2
6—<7arctg*> :§1+Zé§ .’L'2+y2’
Y 1 1 1 1
;(farctg5> :;1+%§5 212

Podle Greenovy véty je

1 2
/ —arctg galx + —arctg Edy
kX z Y )

2 1 1
://M (w2+y2 - x2+y2) dxdy://M z? +y? ey
71‘/3 2 1 7!‘/3 21
:/ / — 1 drdp = / — drdy
T 1T m/a J1 T

/4

/3 In2
= Inrj2p =22 = 22,
[, et =malelzfi = T

O

Je ovSem mozné pouzit Greenovu vétu i na mezikruzi ¢i jinou oblast, ze které
je vytiznutd dira ¢i nékolik dér. Musime si ale uvédomit orientaci hranice. Na
obrazku 7 vidime oblast €2, ktrera vznikla vyfiznutim mensi elipsy z vétsi. Jde nam
o orientaci hranice. Cést k; je stejnd jako na obrézku 3. Ale aby byla orientace
n,t,es kladna u krivky ks, musi vektor ¢ sméfovat po sméru hodinovych rucicek.
Prakticky to vidime na obrazku 8. Jde o oblast se dvéma otvory. Zelené vektory
udéavaji kladnou orientaci. Jako piiklad si muzeme spocitat nasledujici.

PRIKLAD 13.8. Nechi k je kladné orientovand hranice oblasti M = {[z, y]; x> +
y? <9,(x —1)%2 +9y% > 1}. Spocitejte

/deac + z2dy.
k

Reseni. Dand kiivka je na obrazku 9. Zelené vektory urcuji kladnou orientaci.
Ziejmeé je kiivka k slozend ze dvou kiivek, ky a k. Ktivka ki je krunice se stfedem
[0,0] a polomérem 3. Parametrické rovnice jsou

Ky : x = 3cost dx = —3sintdt t €0, 27]
y = 3sint dy = 3costdt.
Tato parametrizace nam probéhne kiivku k; proti sméru hodinovych rucicek, ¢ili
kladné. Déle kiivka ko je také kruznice se sttedem [1,0] a polomérem 1, ovSem
musime ji probéhnout po sméru hodinovych ruc¢icek. To nam udéld nésledujici
parametrizace.
ko : x =1+ cost dxr = —sintdt t € [0,2n]
y = —sint dy = —costdt.

Potom lze psat

/y2dx + 22dy = / yide + 22 dy + / yide 4+ 22dy =1, + L.
k k1 ko
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OBRAZEK 7. Souhlasné orientace hranice.

Daéle

2m
L = (9sin® ¢(—3sint) + 9 cos® t(3 cost))dt
0

=27 /27T ((1 — cos®t)(—sint) + (1 — sin®t)(cost))dt
0

27 27 27 27
= 27{ — / sin tdt + / cos? tsin tdt + / cos tdt — / sin® ¢ cos tdt}
0 0 0 0

3 -3
cos”t sin® 127
} :0_

+ sint +

= 27| cost —
0
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OBRAZEK 8. Souhlasnd orientace hranice.
Dalsi integrél je

I, = /27r (sin®t(—sint) + (1 4 cost)?(— cost))dt

/ (1 — cos®t)(—sint) + (1 + 2cost + cos® t)(— cost))dt
0

27 27
{ / sin tdt + / cos? tsin tdt
0
27 27 27
/ cos tdt — / cos? tdt — / (1 —sin*t) cos tdt}
0 0 0
27
= { - / sin tdt + / cos? tsin tdt
0 0
27 27 27 27
— / cos tdt — 2/ cos? tdt — / costdt + / sin? ¢ cos tdt}
0 0 0 0
2 2
= { — / sin tdt + / cos? tsin tdt
0 0

2m 2 2 2m
— / costdt — / (14 cos2t)dt — / costdt + / sin? t cos tdt}
0 0 0 0

os®

sin 2t . sin® ¢72

t I
—sint —t — —sint + } = 2.
0

= {cost—
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172
y
3
///// \\\\\
/ \\
// — \\\
| Q / \ \\
| c“/ \ |
S
\ 1 /2 |3 x
‘ \ / |
\ \ / /
\ \\ A : /
\\\ //’ kl
\ /
N -
OBRAZEK 9. Souhlasna orientace hranice.
Tedy

/dex + 22dy = —2m.
k

Dany kiivkovy integral ovSem muzeme spocitat pomoci Greenovy véty. Oznacme

912{[$,y];$2+y2§9}, 922{[$7y]§($—1)2+y221}~
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UzZijeme postupné polarni soutadnice x = 3rcosy, y = 3rsinpax = 14rcosyp, y =
rsin . Dostaneme

/dex + 2?dy = // (22 — 2y)dxdy = // (2x — 2y)dxdy — // (22 — 2y)dxdy
k Q o) Qo

2m 3 2 1
= / / 2(r cos p — rsinp)rdrdy —/ / 2((1 + rcosp) —rsinp)rdrdyp
o Jo o Jo

2 2 3 2m 2 1
= / [3 3(cos p — sin @)} Od<p - /0 [7‘2 + §r3(cos<p — sin @)} Od<p

r=

27 27
2
/ cosgo—sincp)dcp—/ (1+ f(coscp—singo))dgo
0 0 3

2 2 27
18[—sint—cost} - [t+§(sin<p+cos<p)}
0 0

2w

27 2 27
18[—sint—cost} — M + g{sinw—&—coscp} = —97.
0 0

0

3. Fyzika a Greenova véta

Zatim jsme uvazovali pouze kiivkovy integral jako prace, kterou vykona pole
podél orientované kiivky. My si zde popiSseme trochu jinou fyzikalni interpretaci.
Pfedstavme si, ze sledujeme proudici kapalinu (tfeba vodu) v potoce. Samoziejmé
vidime jen proudici hladinu. Pfedpokladejme, ze se rychlost proudéni s ¢asem
neméni. Vyberme si bod o soufadnicich [z,%] na hladiné a hodme tam zrnko
prachu. V momenté, kdy se zrnko zacne pohybovat, zméfime jeho rychlost. To
je vektor o souradnicich (f(x,y),g(x,y)). Tim jsme dostali dvourozmérné pole. To
je dvourozmérné rychlostni pole proudici kapaliny. Predstavme si néjaké takové
rychlostni pole. Viz obrazek 10. Fixujme néjaky bod S. Zvolme polomér r a
opisme kruznici k se stfedem S a polomérem r. Zvolme si na ni bod [z,y]. V
tomto bodé uvazujme zadané rychlostni pole F = (f(z,y),g(z,y)), viz modra
Sipka. Vezmeme elementarni maly tetny vektor ds ve sméru tecny ke kruznici
v bodé [z,y]. To je oranzové Sipka. Vime, ze projekce F do ds je dana skalarnim
sou¢inem F.ds = f(z,y)dz + g(x,y)dy, to je ta zelend Sipka. Pocitejme nym jakou
thlovou rychlost{ se pohybuje bod [z, y] kolem S. Jeho rychlost je v = F.ds a vime
uz ze stredni §koly, ze hlova rychlost w je dana vzorcem

v
w(z,y) =w= -
Tedy

Fds 1
w(z,y) =w=——="(f(z,y)dz + g(z,y)dy).
Spocitejme nyni prumérnou thlovou rychlost pres danou kruznici. Tu dostaneme
tak, ze poscitame jednotlivé ihlové rychlosti a vydélime to délkou kruznice k. Na
obrazku 11 vidime néjaké modré rychlostni pole a jeho projekce do tecnych vektoru,
to jsou zelené vektory. SeCtenim zlenych vektort a vydélime to délkou kruznice k

dostaneme (ml'sto konecné ho souctu je zde integrél)

Wpriimer := 27rrr /f (z,y)dz + g(z,y)dy = /f (z,y)dz + g(x,y)dy.

2772
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y
(f(z,9), 9(x,9))

5 = (dz, dy)
ds = f(z,y)dz + g(w,y)dy

ST

OBRAZEK 10. Rotace pole.

Veli¢ina wpramer ale ve skutecnosti fikd, jak moc se dané pole otacci kolem bodu
S. Tato veli¢ina se ale d4 pomoci Greenovy véty spocitat nasledovné. Oznaéme

(S,7) kruh o poloméru r a se sttedem S. Pak

Wpriimeér = 271'7"2 /f €,y d$+g( ay)d

27rr2 //B(Sr) Y) = g(l‘,y))dﬂﬁdy-

dy
Oznecme na moment soufadnice bodu S =
r k nule, mizeme povazovat 3 99 I(z,y) — af

[0, yo]- Pokud zacneme jit s polomérem
+ (x,y) priblizné za konstantni v B(S,r) a

tedy
09, O P 0
8111( ,y) - %(xay) ~ ox (‘ranO) 8y ($0,y0)~
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OBRAZEK 11. Rotace pole.

Pak

11 dg _of
pimer = gz [ [ (G = Gy ) sy

27”"2//3(5,r) (%<x07y0) - By (xo,yo))dmdy

11 5/ 0g af
72 ™ (%(55072/0) - a*y(%ﬂo))

1,0 0
= 5((%(9307240) - aT];(Io,Z/O))

Q

s L dg af [ . . e
Z toho vidime, ze vyraz 5% (wo,y0) — a—y(xo,yo) nam popisuje miru otdceni pole
kolem bodu [zg,yo], jinak FeGeno popisuje miru rotace. Takze se zavadi oznacen{
rotace pole

Jg of

rot F(o, yo) = rot(f (2o, y0)9(z0,%0)) = %(xo,yo) - 87}(9503110)
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A pro lokdln{ thlovou rychlost rotace v bodé [z, yo] plati

w(zo, yo) = %rot(f(xo,yo)g(xo,yo))

Pole, které ma v kazdém bodé nulovou rotaci, neméa zadné viry a proto se nazyva
nevirové pole, viz nasledujici definice.

DEFINICE 13.9. Necht ﬁ(z,y) = f(z,y)g(x,y) je dané rovinné pole. Potom

~ 0 0
totF(z,9) = 52 (z.0) - G 2.0)

Pokud rot(F(z,y)) = 0 pro kazdé [z,y], nazjvime pole F(x,y) nevirové.

Greenovu vétu pak muzme prepsat do tvaru

/ﬁd_:s = // rotﬁ(a:,y)dxdy.
k Q

Takto to pisou fyzikové.

4. Nezavislost integralu na cesté, potencial

Jisté si pamatujete uz ze zadkladni skoly, ze potencidlni energie télesa o hmot-
nosti m ve vysce h nad povrchem Zemeé je dan vzoreckem E = mgh. Na to, abychom
tuto energii zizkali, je nutné, abychom téleso do té vysky vytahli. Na obrazku 12 je
vidét nékolik kiivek, po kterych jsme vytahli téleso do vysky h. Potfebna energie
je mgh, coz je ale vyraz, ktery viubec nezavisi na tom, po které kiivce jsme téleso
vytahli. Uvédomme si, ze energie je rovna préci, kterou na vytazeni vykonadme v
silovém poli Zemé. To je déno F = (0, —myg). Prace A se spoéita jako kiivkovy

integral
m:/ﬁ@ @:/ﬁ@ @:/ﬁ@
k1 k2 ks

Protoze energie mgh se rovné préci, je A = Ay = As = mgh. Cili nezévisi na
kiivce, po které integrujeme. Vysledek zavisi jen ne vysce h, tj. na pocatecnim
bodu a koncovém bodu.

Predstavme si, ze napf. po kfivce k1 vytdhneme téleso do vysky h a po kiivce
ko jej spustime doli. Nejprve vykondme praci A; a potom zase pole kond préci
Ay, ¢li vykondme praci —As. Protoze A; = As, je celkové prace rovna nule. To
by slo také formulovat takto: v homogennim tithovém poli Zemé je kazdy kiivkovy
integrdl ptfes uzavienou kfivku nulovy.

V prikladu 13.3 jsme vidéli, ze integrél pres uzavienou kiivku k. byl vzdy
nulovy. To neni ndhoda. Dalo by se vypocitat, ze vyjde nula pro libovolnou
uzavienou kiivku. Ukazeme si nazorny piiklad.

Je déno pole (2zy, z2+%2). Necht o > 0 a bud k, kiivka z = t,y = t, ¢t € [0, 1]
orientovand od C' = [0,0] do D = [1,1]. Vypocitejme

/ 2zydr + (2% + y*)dy.
kcp
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Zeme

OBRAZEK 12. Potencidl nad povrchem Zemé.

Ziejme je

1
/ 2rydr + (2% + y*)dy = / (2t t* + (2 + 2ot 1)) at
kcp 0

1
2+« o) 1
_ 9 sl o gpda—1\gp — [ ja+2 7t3a}
/0 (2+a) + ) i +taat,
1 4
= to‘+2 7t3a:| E———
{ + 3 o 3

Vidime, ze vysledek nezavisi na a.

MuZeme ucinit zdveér, ze pro nékterd pole prace (¢ili kiivkovy integrdl) zdvisi
na pocatecnim a koncovém bodé a na ni¢em jiném, a pro néktera pole zavisi prace
na pocatecnim a koncovém bodé a také na kiivce, po které integrujeme.

Proc¢ to tak je? Jsme schopni odhalit néjaky hlubsi argument? Zkusme to zcela
obecné. Bud kep orientovand kitvka, k = (x(t),y(t)), t € [¢,d], [z(c),y(c)] = [0,0]
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(d)] = [1,1]. Pak

(d),y
d
/ 2zydz + (2 +y )dy=/ (2z()y(t)a' (1) + (@*(t) +y*()y' (1)) dt

= 2 L) dt = [0t + @)
= [“ou + oy = [oun + Syo)

= (@) + 35°@) ~ (P(wle) + 35°@)) = 5.

Takze jsme ukazali, ze tento integral zavisi jenom na pocatecnim a koncovém bodé,
ne uz na kfivce, po které integrujeme.

Pokud napiseme z(t) = z, y(t) =y, «/(t)dt = dz, y'(t)dt = dy, lze psit
0y +39°) 0’y + 3°)
dx +
ox oy
a tedy 2zydr+ (2% +y?)dy je totélni diferencidl funkce 2y + %yg’. Ptedchozi vypocet

jsme pak mohli napsat takto:

[

| W~

2zydr + (2% + y*)dy =

dy

1 3:| [1’1] _ 4
00 3

/ 2zydr + (2% + y?)dy = {ny + -y
kcp 3
Funkce 2y + %y?’ se nazyva potencidlem pole (2zy,z? + y?) a samotné pole se
nazyva konzervativnim ¢i potencialnim.

DEFINICE 13.10. Bud (f(z,y),9(x,y)), resp. (f(2,y,2),g(x,y,2), h(z,y,2)),
pole v  C R? resp. Q C R, Q oteviend. Necht existuje funkce P(z,y), resp.

P(z,y,z) v Q takovd, Ze

op_, P _
813_ ’ ay_ga
resp.

oprP oprP or

o oy T 5 T

Pak funkci P nazgvdme potencidlem pole (f,q), resp. (f,g,h), v Q a Fikdme, Ze
dané pole je potencidlni ¢i konzervativnd.

VETA 13.11. Bud (f(2,y),9(,9)), resp. (f(2,y,2),9(z,y,2),h(z,y,2)), po-
tencidlni pole v Q C R2, resp. Q C R® s potencidlem P. Bud kcp libovolnd
orientovand krivka lezici v Q, kterd spojuje body C, D orientovand od C do D. Pak

. f(x,y)dx+g(x,y)dy:P(D)—P(C’),
Tesp. :

CD
Drikaz. Jen pro rovinny piipad. Necht kcp je ddna parametricky z(t), y(t), t €
[07 d], C= [:E(c),y(c)], D= [;C(d),y(d)] Pocitejme
d oP oP

S P E®):y(1) = 2 ((t), y(6))a'(t) + afy(x(t),y(t))y’(t)
a protoze
orP oP
% f7 ay 9,
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mame

Potom plati

d
P, y)da + gla, y)dy — / F(t),y(0)2’ () + g(x(t), y (D) (1) dt

kcp
d g )
(]
Tim jsme dokazali nasledujici vétu.

VETA 13.12. Necht je ddno v néjaké oblasti Q0 potencidlni pole. Potom pro
libovolnou uzavrenou krivku k plati

/kf(l‘, y)dz + g(x,y)dy = 0.

Tato véta plati i naopak a lze tedy vyslovit toto:

VETA 13.13. Necht je ddno v néjaké oblasti Q pole. Potom ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni:
(i) [, f(z,y)dz + g(z,y)dy = 0 pro kazdou uzavienou krivku.
(ii) Pole je potencidind.

Diikaz. Implikace (i4) = (i) je dokdzana ve vété 13.12. Dokazeme opacnou
implikaci. Pfedpoklddejme, Ze pro kazdou uzavienou kfivku plati

/ f(t,s)dt + g(t,s)ds = 0.
k

Zvolme [z0,y0] € Q. Zvolme [z,y] € Q a necht k je libovolnd kiivka spojujici
pocétecni bod [z, yo] s koncovym bodem [z,y]. Definujme potom

Pla) = [ F(t.s)at + gt 5)ds

Pokud si nékdo zvolf jinou kfivku k; s po¢dtecnim bodem [zg,yo] a koncovym
bodem [z,y], tak diky pfedpokladu (i) mame

/ ft,s)dt + g(t,s)ds — [ f(t,s)dt + g(t,s)ds =0
k

k1
a tedy je

/ f@t,s)dt+g(t,s)ds = [ f(t,s)dt + g(t,s)ds.
k

k1
Hodnota F(z,y) tedy nezévisi na kiice, ale pouze na poc¢atecnim bodu [zo,yo] a
koncovém bodu [z, y]. Je tedy dobife definovana.
Vezmeme nyni body [z,y] a [z + h,y]. Necht k; je kiivka s po¢dteénim bodem
[0, yo] @ koncovym bodem [z, y], k2 8 po¢dteénim bodem [zg, yo] a koncovym bodem
[z 4+ h,y] a | bud tsecka s pocitecnim bodem [z,y] a koncovym bodem [z + h,y].
Viz obrazek 13. Zelené sipky udévaji orientaci. Poc¢itejme

%(P(a? +h,y) — P(z,y)) = %( . f(t,s)dt + g(t, s)ds — . f(t, s)dt + g(t, s)ds).
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[yl 1 [z+hy]

[0, yo]

OBRAZEK 13. Dikaz existence potencislu.

Diky piredpokladu (i) plati

= [ s gtesias+ [ f(es)de+gleds - [ 5)dt+ gt s)ds =0,
k1 ko l

z ¢ehoz plyne
— [ f@t,8)dt+g(t,s)ds+ [ f(t,s)dt + g(t,s)ds = /f(t, s)dt + g(t, s)ds.
k1 ko l
Potom lze psat

%(P(m +h,y) — P(z,y)) = %/lf(t, s)dt + g(t, s)ds.

Parametrizace [ je (z +t,y), t € [0, h]. Tedy

1 I
G (Pt hy) = Pla) = 3 [ o+t
0
Na obou stranach nyni pfejdeme k limitnimu pfechodu pro h — 0. Vime uz déavno,
ze
oP

lim —(P(z + h,y) ~ P(z,y) = 5—(2,9).
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Pokud je h malé, muzeme na intervalu [0, h] povazvat hodnotu f(z+t, y) za priblizné
konstantni a to rovnou f(x,y). Prava strana pak vyjde

1 [h I 1
i [ et g [t = ghiey = s,

Vyslo ndam tedy

P
Uplné stejné by nam vyslo

P

a P(x,y) je tedy potencidl zadaného pole.

([l
PRIKLAD 13.14. Bud (2xy,z? + y?) pole v roviné. Najdéte potencidl.
Resend. Musi byt %—I; = 2zy, %—I; =22 + y%. Tedy
P(z,y) = /2:1:yda: = 2%y + c(y).
Déle
a mame ¢ (y) = y?, z éehoz c(y) = %yg + c. tedy
P(x,y) = 2%y + %y?’ +ec.

(I

Predchozi postup nam dost pfipominé postup pii feSeni exaktni diferencidlni
rovnice. Ono je to v podstaté podobné. Ale jako nemusi byt kazdd rovnice exaktni,
nemusi byt kazdé pole potencidlni. To se béhem vypoctu skuteéné projevi.

PRIKLAD 13.15. Bud (2zy, —x2 + y?) pole v roviné. Najdéte potencidl.

Resend. Musi byt ?TI; = 2y, %—ij = —z% +y2. Tedy

P(z,y) = /2xydaf = 2%y + ¢(y).

Déle

a mame ¢ (y) = 22 +y2. Protoze ¢/(y) je pouze funkce y a pravd strana explicitné
zavisi na x, nelze nikdy tuto rovnici splnit. Z toho vidime, ze dané pole nema
potencial.

O

Lze ale néjak poznat na daném poli (tea uz se omezime pouze na rovinnd pole),

zda ma potencidl, aniz bychom integrovali? To skutecné jde. Piedstavme si néjaké
potencidlni pole (f(x,y),g(x,y) s potencidlem P(x,y). Potom

OP(z,y) 0P (z,y)

Oz :f(x’y)v Ty :g(xvy)'
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Potom
0°P(x,y) _ Of(xy)  PPlay) _ 0f(z.y)
Oxdy oy Oyox oxr
Zaménnost parcialnich derivaci dava
Of(z,y) _ dg(x,y)
Oy ox

VETA 13.16. Necht (f(z,y),g(z,y)) je pole tridy C1(Q) (tj. funkce 6f(:w;)

af(m"y)), 99@.y) Bg(x Y) jsou spojité funkee v oblasti Q). Potom plati zmplzkace

oy ox
Je-li toto pole potenczalm pak af z y) = 89((;;‘7’).

Tato véta se da obratit, ale pouze na specidlnich oblastech. Jde to na tzv.
jednoduse souvislych oblastech. To jsou v podstaté oblasti, které nemaji diry. Je
to napf kruh, obdélnik, trojuhelnik, vnitiek elipsy atd. Ale neni to tieba mezikruzi.

VETA 13.17. Necht (f(x,y),9(x,y)) je pole tridy C1 (), kde Q je jednoduse
Je-li 8fgr:,y) — Bgér,y)
y T

souvisld oblast. Potom plati implikace: pak toto pole je

potencidlni.

Dukaz. Typicky piiklad jednoduse souvislé oblasti je konvexni oblast. Dokazme
to tedy na ukazku jen pro konvexni oblast. Zvolme k libovolnou uzavienou kiivku
v Q. Protoze Q je konvexni oblast, je cely vnitiek G kiivky k podmnozinou {2 a
tedy hranice G je tedy pouze k (¢ili G je jednoduse souvisld). Podle Greenovy véty
(viz vétu 13.5 - dikaz byl udéldn pro konvexn{ oblasti) dostaneme

[ s+ aads = [[ (5L - 5w daay

Diky predpokladu af("L’y) % méame

/kf(x, y)dx + g(w,y)dy = 0.

Pro kazdou uzavienou kiivku k. Podle véty 13.13 je pole (f(z,y),g(x,y)) po-
tencialni.

([
Pro oblasti, které nejsou jednoduse souvislé, je to trochu slozitéjsi. Jak ukazuje
ndsledujici priklad, tak obecné neplati. Vezmeme pole (f,g) := <ﬁ, —%)
definované v Q = R?\ {[0,0]}. Pifmym vypoctem dostaneme

of(w,y) 22 +y? —(x4+y)2y 2® —2zy—y?

dy (z2 +y?)? (22422
dg(z,y) 2 +y*—(x—y)2z 2°—2ay—y°
or (22 4+ y?)? (22 +y2)?
Tedy 8f((99;,y) _ Bgézy)'

Pocitejme nyni potencial.

z+y 9 9 x
P(x,y) = dx ln T+ + arctan — + ¢(y).
(z,y) /xg_,’_y ( y°) v (y)
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Déle

OP(z,y y 1 T
( ): 2 .2 = 5 )=
dy 2ty 145y

r—y
x2+y2

r—y
x2+y2'

+d(y) =

Tedy ¢'(y) = 0 a lze vzit ¢(y) = 0. Pokud tedy existuje potenciél, je
1 9 9 x
P(z,y) = 3 In(z* 4+ y*) + arctan —.
Yy
Toto ale neni potencidl v 2. Zvolme pevné z > 0. Spoctéme

)

0ol

1
lim P(x,y) = lim = In(2? 4 3?) + arctan L e+
y—=04 y—04 2 Y

. . 1 2 2 T s
yg%l, P(z,y) = ylil%li B In(z® + y*) 4+ arctan v Inx — 5
Pro z < 0 méme
1
yl_i)r&r P(z,y) = yl_i)r& 3 In(z? + %) + arctang =Inz - g,
™

y—04 2 '

1
lim P(z,y) = yl_i}gl+ 3 In(z® +y?) + arctang =Ilnz+

Funkci P tedy nelze spojité navéazat pies y = 0.
Nicméné v horni poloroviné to potencial je (a v dolni pochopitelné taky), ale
nejde to svazat. Pokud definujeme napf.

$In(z? +y?) + arctan § pro y > 0,
P(z,y) = { 3In(a® +y°) +arctan £ —7  pro y <0,
Inz+ 5 pro y =0, z <0,

je toto potenciél v oblasti R? \ {[x,y];z > 0,y = 0}.

Spoctéme jesté
r+y r—vy
dr — dy,
Aﬁ+ﬁx 2+

kde k je kruznice se stfedem v pocatku a polomérem 1. Tedy k : z = cost,y =
sint, ¢ € [0, 2x]. Dostaneme

2™ cost + sint . cost —sint
0 cos?t +sin” t cos?t +sin“t
2 2m
= / (—costsint — sin®t — cos? t 4 costsint)dt = — dt = —27.
0 0

Integral ptfes uzavienou kiivku neni roven nule. Z toho také vidime, ze nemuze
existovat potencial.

Obrécend véta plati jen pro specidlni oblasti. My si uvedeme jen velmi specidlni
pripad.

Poznamenejme, ze véty 13.16 a 13.17 se daji vyslovit takto.

VETA 13.18. Nechi Q je jednoduse souvisld oblast a (f(z,vy),g(x,y)) bud pole.
Pak toto pole je potencidlni pravé kdyz je nevirové.
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PRIKLAD 13.19. UvaZujme nyni gravitaéni pole v roviné s centrem [0,0]. Je
_3

zndmo, Ze toto pole se dd zapsat (me x(x? + y2)7% ,—kM y(z? +y?) "2 ) Jakou
rychlosti musime vystrelit téleso o hmotnosti m ze vzddlenosti R od bodu [0,0], aby
se uz nevrdtilo?

Reseni. Snadno se ovér, ze funkce P(x,y) = «M (2% +y2)"2 je potencidl
nasSeho pole. Tedy energii potiebnou k tomu, abychom piemistili nase téleso ze
vzdélenost R od centra gravitace do nekoneéné vzdalenosti, je m(P (R, 0)—P(c0,0)) =
sMm - Ale to musi byt rovno kinetické energii tohoto télesa ve vzdalenosti R, tj.
%mv? Tedy

1 5 KkMm
—mov* = ,
2 R
z ¢ehoz méame tzv. druhou kosmickou rychlost v = Q’EM .



PREDNASKA 14

Plosné integraly 1. druhu - bonus pro zvédavce

1. Plosny integral 1. druhu

DEFINICE 14.1. MnoZina L C R? se nazijvd hladky list, pokud eristuje oblast
Q € R? s hladkou hranici OQ a tFi funkce dvou proménngch x(u,v),y(u,v), z(u,v) :
R2 — R3 takové, ze
(i) L={(z(u,v),y(u,v),z(u,v)); (u,v) € QU N},
(ii) parcidlni derivace viech funkci x,y,z podle vech proménngch jsou spojité
funkce v R?,
(iii) tecné vektory t,(u,v) := (%Zv %, g—Z) aty(u,v) = (%, %, %) jsou linedrné
nezdislé pro kazdé (u,v) € QU 0NQ.
Piipomerime jesté, ze t,, (u, v) Xty (u, v) znaci vektorovy soucin vektort t,, (u, v), t,(u, v),
t).

oy oz ox 0z ox Oy
taluso) x o) = (det (85 G2 )—des () e (B )
v v v v v Ov
a ||ty (u, v) X ty,(u,v)| je velikost tohoto vektoru, tj.

[t (u, v) X tu(u, V)|

dydz 9yo 010z 0z 0 9rdy 0z 0
V(oo ) * ot ) * (o avon)

DEFINICE 14.2. Necht L C R3 je hladky list a x(u,v),y(u,v), z(u,v) : R> — R3
je jeho parametrizace. Necht je ddna funkce f(z,y,z) : R3 — R. Potom definujeme
plosny integrdl 1. druhu predpisem

//L f(z,y,z)do = //Qf(m(u, v),y(u,v), z(u, v))||ty(u, v) X t,(u,v)||dudv.
PRIKLAD 14.3. Je ddno ¢islo a > 0. Vypoéitejte
|| v iin
kde L = {(z,y, 2) € R3; 2% +y? + 22 = 2,2 > 0}.

Reseni. Parametrizujme polosféru (v podstaté pomoci sférickych souradnic s
pevnym polomérem a).

T = acospsiny, v € 10,27,
y = asinpsiny, 1/6[0,5}7
Z = acosv.
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186 14. PLOSNE INTEGRALY 1. DRUHU - BONUS PRO ZVEDAVCE

Dale jsou derivace (te¢né vektory)
t; = a(—sin psinvy, cospsinv, 0),
to = a(cos ¢ cos v, sin p cos v, — sinv).

Potom t; x ty = a?(— cos psin® v, —sin psin? v, —sinvcosv) a

t1 X to|| = a® \/0052 psin® v+ sin? psin® v 4 sin? v cos? v = a®sin v.
Potom

2m 5
m= / / a cos 1/\/(12 cos? psin? v + a?sin? psin® v a? sinv dy dv
o Jo

s

27 27 z
2 2
= a4/ cosvVsin? v sinv dp dv = a4/ / cosv sinv dyo dv
o Jo o Jo

1 3 2
= 9ra* {f sin® u} = “rmat.
3 0 3



PREDNASKA 15

Aplikace plosného integralu 1. druhu

Necht je dan list L s plosnou hustotou o(z,y, ).

1. Hmotnost plochy

Hmotnost je ddna vzoreckem

m = //L o(z,y, z)do.

PRIKLAD 15.1. Je ddno éislo a > 0. Vypoéitejte hmotnost povrchu koule x2 +
y? + 22 = a?, je-li hustota o(x,y,2) = ¥%y>.

Resend. Parametrizujme sféru (v podstaté pomoci sférickych souradnic s pevnym
polomérem a).

T = acospsiny, v €10, 2],
Yy = asinpsinv, v € [0,mx],
2 = acosv.

Déle jsou derivace (te¢né vektory)

t1 = a(—sin psiny, cos psinv, 0),

to = a(cos ¢ cos v, sin p cos v, — sinv).

2 2

Potom t; X t9 = aQ(— cos p sin” v, — sin p sin” v, —sinv cos V) a

2 2

lt1 x ta]| = a2\/c052 @sin® v +sin? psin v + sin? v cos? v = a®sin v.
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188 15. APLIKACE PLOSNEHO INTEGRALU 1. DRUHU

Potom

2
m= / / acos psinv)?(asin p sin v)%a? sin vdpdy
o Jo

2 27 ™
a® / cos? psin? ¢ sin® vdpdy = a8 / cos?  sin’ <pd<p/ sin® vdy
o Jo 0 0

2m ™
1 20 1— 2
aG/ +cos L it d<p/ (1 — cos? v)? sin vdv

. 2
27 1— 9 —
- aﬁ/ 1-cos®2p / (1= 2)%(—dt)
0 1

1 1
= §a6/ sin 2<pdcp/ (1— 262 +t*)dt
0 —1

1 2T 1— 4 1
=7a6/ il P .2/ (1— 262 + t4ydt
2 0 2 0
1 471 1 2m 23 21 1 2 1 4
- b= bana]} -2 5 B )
2“{2“0 g, 3 "5l 24T\ T3 ) T ™
O
2. Velikost plochy
Polozime-li v pfedchozim vzorci o(x,y, z) = 1, dostaneme plosny obsah listu

5= //da

PRIKLAD 15.2. Vypodcitejte povrch pldsté kuZelové plochy s polomérem R a
vyskou H (bez podstavy).

Resend. Parametrizujme plochu (v podstaté pomoci cylindrickych soufadnic).

T =T COS(, v € [0,27],

y = rsin psin v, r € [0, R],
_H

z = ET.

Dale jsou derivace (te¢né vektory)

H
E)v

to = r(—sin g, cos @, 0).

t1 = (cos p, sin ¢,

Potom ¢1 x ty = r(—% cosp, =2 sinp, 1) a

H? H2 VR? 4+ H?
751><t2||:7“\/R2 cos? ¢ RQ sin go—i—l—T—’_r

Potom

2w R 2 2 2 2 2w
_ / / 7VRR+H rdrdp = Y= H” + il / ledw — 7RV/R? + H2.
0 0
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Statické momenty jsou dany vzorecky

Syz:// xg(l’,y,z)dO', sz:// yg(x,y,z)da, Smy:// zg(m,y,z)da
L L L

Potom

kde m je hmotnost listu.

PRIKLAD 15.3. Je ddno éislo a > 0. Vypoéitejte tézisté plochy kde L =
{(z,y,2) e R% 2z = /22 + 2,22 + y? < ax}.

Reseni. Parametrizace je

el T 77]
T =rcos -, =
%07 <)0 2?27
y =rsingp, r € [0, acos ¢,
z=r.

Dale jsou derivace (te¢né vektory)

tl = (COS %Sin ©s 1)7
to = (—rsinp,rcos,0).

Potom t; X ty = (—rcosp, —rsinp,r)
momenty a hmotnost.

a cos ¢ 5 1
m = / / V2 rdrdy = \[/ a? cos? pdp = V/2a? / ydg@
—z z 0
2
\f }% _ \[71’ o2

a ||t; x ta]| = V2 r. Pocitejme nynf statické

1
= 2 [gp+§cos2<p

M)

5 a cos ¢
SyZ:/ / Tcosgo\/irdrdgo:g / cos* pdyp
_ 0
2
2v/2 21 200 2
:fag/(+CObg0>d
3 2
V2 o,

[3 +sin 20 + 4 F
= — Qa Sln *Sln =
b P+ g sindg

to\=|

2 1 54
@:i / 1—|—2C082§0+M)d@
6 2
7'('

a .

8

5 acos ¢ 2 5
Sy, = / / rsin @ V2 rdrdy = % a3/ sin ¢ cos® pdyp
—= Jo —
2
V2 3[cos4ap}%
=—a
3 4

[N

=0.

INE
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acos ¢ 5
Sy = / / r V2 rdrdy = \f cos wdp
\[

z
:—a‘n’/ (1 —sin? gp)cosgod(p——
3 0

2v2 [t t3} 42
= - = —a
3 3lo 9
Souradnice tézisté pak jsou

\/§7r 3
Tm: Syz = 8 a :g
m ‘/i”aQ 2
Sz 0
Ty = m \/ierQ =0
T :Szy — %az& 7&
om \/iwaz 9

Tedy T = (1a,0, L7 1a).

4. Momenty setrvacnosti plochy

Jako obvykle si uvedeme momenty setrvac¢nosti jenom vzhledem k soufadnym
osam. Plati
Sy = // <y2 + ZQ)Q(IayaZ)dUa
L

Jy = //L(ac2 + 2%)o(x, y, 2)do,
7. = [[ @+ ety 21

PRIKLAD 15.4. Jsou ddna éisla 0 < b < a a ploch (anuloid ¢ili "pneumatika”)
rovnici (v/x2 +y2 — a)? + 22 = b2. Vypoditejte jeji moment setrvacnosti vzhledem
k ose z.

Reseni. Parametrizace je dana napf.
x = cos p(a + bcos)), ¢ €[0,27n], % €[0,2x].
y = sin(a + bcos ),
z = bsiny.
Spocitejme parcidlni derivace a dostaneme
ty,(¢,1) = (—sinp(a+ beos ), cos p(a + beos)), 0),
ty(p, ) = (—bcospsiny, —bsin g cos P, d cos ).
Déle
(0, ¥) X ty(p,¥) = (bsin® psintb(a + beos ) + beos® psiny(a + beosp),
bsin g cos(a + beos),beos p cos(a+ beos))
= b(a + beos)(sin 1, sin p cos 1), cos ¢ cos 1)
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[t (2, 9) X ty(0,9)|| = bla + beos1h)y/sin ¢ + (sin® ¢ + cos? p) cos? ¢
=b(a+ bcos).

Moment setrvacnosti potom je

2 27
S, = / / (cos? p(a + beosh)? + sin® p(a + beos1)?)b(a + beos ) dpdy
o Jo
27 2w 2m
= b/ / (a4 beos ) dpdyp = 27rb/ (a4 beosp)3dy
o Jo 0

27
= 27rb/ (a® + 3a®bcostp + 3ab? cos? 1 4 cos® ¥)dip
0

1+ cos2vy

27
= 27rb/ (a3 + 3a%bcos 1 + 3ab? 5
0

+ cos (1 — sin? w))dw

T

1 1 2
= 27h [a31/) + 3a%bsiny + %abz(w + 3 sin 2¢)) + siny — 3 sin3 z/))} .
= 27%ab(2a* + 3b%)



