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1. Prostory se skalárńım součinem a Hilbertovy prostory 19
2. Lebesgue̊uv prostor L2(M) 19
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2. Derivováńı a integrováńı mocninných řad 69
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3. Bodová konvergence 76
4. Konvergence v L2(0, l) 80

Kapitola 12. Rovnice vedeńı tepla 81
1. Odvozeńı 81
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4. Existence řešeńı Fourierovou metodou 84

Kapitola 13. Rovnice struny 87
1. Odvozeńı 87
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KAPITOLA 1

Hlubš́ı studium matic

1. Základńı definice a vlastnosti

V této části budeme mimořádně pracovat s komplexńımi č́ısly C. Označme pro
z = a + bi č́ıslo komplexně združené z = a − bi, velikost z je dána |z| =

√
zz =√

a2 + b2. Označme ještě Re z = a, Im z = b reálnou a imaginárńı část z.

Definice 1.1. Buď x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn, y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Cn.
Označme symbolem

(x, y) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn =
n∑

i=1

xiyi

skalárńı součin vektor̊u x, y a

‖x‖ =
√

x1x1 + x2x2 + · · ·+ xnxn =

√√√√
n∑

i=1

xixi =

√√√√
n∑

i=1

|xi|2

velikost (nebo normu) vektoru x.

Tvrzeńı 1.2 (Vlastnosti skalárńıho součinu). Buď x, y, z ∈ Cn, a ∈ C. Pak

(i) (x, y) = (y, x);
(ii) (x + y, z) = (x, z) + (y, z);
(iii) (ax, y) = a(x, y);
(iv) (x, x) ≥ 0 a (x, x) = 0 jenom pro x = 0.

D̊ukaz. Snadný.

¤
Poznamenejme, že z těchto vlastnost́ı ihned plyne (x, x) ∈ R, (x, ay) = a(x, y)

a (x, y + z) = (x, y) + (x, z).

Věta 1.3 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Buď x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Cn,
y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Cn. Pak

|(x, y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖.
D̊ukaz. Zvolme x, y ∈ Cn. Dı́ky tvrzeńı 1.2 máme

|(x, y)|2 = Re 2(x, y) + Im 2(x, y) =
( (x, y) + (x, y)

2

)2

+
( (x, y)− (x, y)

2

)2

1
2
(
(x, y)2 + (x, y)

2)
=

1
2
(
(x, y)2 + (y, x)2

)
.
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6 1. HLUBŠÍ STUDIUM MATIC

a opět užit́ım tvrzeńı 1.2 dostaneme pro libovolné t ∈ R
0 ≤ (x− ty, x− ty) = (x, x)− t(x, y)− t(y, x) + t2(y, y)

= ‖x‖2 − t
(
(x, y) + (y, x)

)
+ t2‖y‖2.

Tedy diskriminant je nekladný, tj.
(
(x, y) + (y, x)

)2 − 4‖x‖2‖y‖2 ≤ 0.

Dı́ky předchoźı identitě je
(
(x, y) + (y, x)

)2 = (x, y)2 + (y, x)2 + 2(x, y)(y, x)

= 2|(x, y)|2 + 2(x, y)(x, y) = 4|(x, y)|2

což dává spolu s nekladnost́ı diskriminantu

4|(x, y)|2 − 4‖x‖2‖y‖2 ≤ 0.

což je ekvivalentńı s požadovanou nerovnost́ı.

¤

Věta 1.4. Buď x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn dán a nechť pro každý vektor =
(h1, h2, . . . , hn) ∈ Rn plat́ı

(x, h) = 0.

Pak x = 0.

D̊ukaz. Buď x dán. Za h volme postupně ei = (0, 0, . . . , 1, . . . , 0) vektory
kanonické báze. Dostaneme

0 = (x, ei) = xi

a tedy xi = 0 pro všechna i.

¤

Definice 1.5. Buď A matice typu n× n. Definujme normu matice

‖A‖ = sup{‖Ax‖; ‖x‖ ≤ 1}
Věta 1.6. Buď A matice typu n×n, x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, y = (y1, y2, . . . , yn) ∈

Rn. Pak
|(Ax, y)| ≤ ‖A‖ ‖x‖ ‖y‖.

D̊ukaz. Ze Schwarzovy nerovnosti dostaneme

|(Ax, y)| ≤ ‖Ax‖ ‖y‖.
Vezmeme x 6= 0 a položme z = x

‖x‖ . Zřejmě ‖z‖ = 1 a d́ıky definici ‖A‖

‖Ax‖ =
∥∥∥∥A

x

‖x‖

∥∥∥∥ ‖x‖ = ‖A z‖ ‖x‖ ≤ sup{‖Az‖; ‖z‖ ≤ 1} ‖x‖ = ‖A‖ ‖x‖

a tedy
|(Ax, y)| ≤ ‖Ax‖ ‖y‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ ‖y‖.

¤
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2. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic

Definice 1.7. Buď A čtvercová matice komplexńıch č́ısel řádu n. Řekneme,
že λ ∈ C je vlastńı č́ıslo matice A, pokud existuje nenulový n-rozměrný komplexńı
vektor u takový, že

(1.1) Au = λu.

Je-li λ vlastńı č́ıslo matice A, pak se každý vektor , kteý splňuje (1.1), nazývá
vlastńım vektorem.

Věta 1.8. Nechť λ je vlastńı č́ıslo matice A, pak množina všech vlastńıch vek-
tor̊u př́ıslušných k λ tvoř́ı vektorový podprostor v Cn.

Věta 1.9. Buď A matice typu n× n. Nechť u 6= o splňuje (1.1), Pak

(A− λE)u = 0, tedy det(A− λE) = 0.

Př́ıklad 1.10. Buď A =
(

2 2
1 3

)
. Najděte vlastńı č́ısla a k nim př́ıslušné

vlastńı vektory.

Řešeńı. Vezmeme matici

A− λE =
(

2− λ 2
1 3− λ

)
.

Pak

det(A− λE) = (2− λ)(3− λ)− 2 = λ2 − 5λ + 4 = (λ− 1)(λ− 4).

Tedy vlastńı č́ısla jsou λ1 = 1, λ2 = 4. Spočtěme k nim př́ıslušné vlastńı vektory.

λ1 = 1 :
(

1 2
1 2

)(
u1

u2

)
=

(
0
0

)

což dává u1 + 2u2 = 0. Např. vektor (2,−1) je tedy vlastńı vektor př́ıslušný k
λ1 = 1.

λ1 = 4 :
(−2 2

1 −1

)(
u1

u2

)
=

(
0
0

)

což dává u1−u2 = 0. Např. vektor (1, 1) je tedy vlastńı vektor př́ıslušný k λ1 = 4.
¤

3. Symetrické a pozitivně definitńı matice

Nejprve si definujeme pojem symetrické pozitivně definitńı matice.

Definice 1.11. Matice typu n × n se nazývá symetrická, pokud AT = A. Sy-
metrická matice A se nazývá pozitivně definitńı, pokud existuje c > 0 takové, že

(Ax, x) ≥ c‖x‖2.
Zabývejme se nyńı řešeńım problému Ax = b, kde A je čtvercová matice typu

n × n reálných č́ısel, b ∈ Rn je zadaný vektor a x ∈ Rn je hledaný vektor. Tuto
úlohu už umı́me řešit Gaussovou eliminaćı. My si zde najdeme trochu jiné metody
pro speciálńı matice A, které bodou fungovat i v teorii parciálńıch diferenciálńıch
rovnic.

Uvažujme nejprve jednodimenzionálńı př́ıpad, tj. rovnici

ax = b(1.2)
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v R. Každý v́ı, že pro a 6= 0 je x = b
a . Náš speciálńı požadavek na a je a > 0.

Utvořme kvadratickou funkci

F (x) = ax2 − 2bx.(1.3)

Snadno zjist́ıme, že y ∈ R je řešeńım (1.2) pokud F (y) je minimem F (x). Skutečně,
jelikož F ′′(x) = 2a > 0, je ay = b právě tehdy, je-li F ′(y) = 2ay − 2by = 0 a y je
tedy bodem minima F . Můžeme tedy vyslovot tvrzeńı:

Tvrzeńı 1.12. Nechť a > 0. Buď b ∈ R dáno. Definujme F (x) = ax2 − 2bx.
Pak

ay = b ⇐⇒ F (y) = min{F (x); x ∈ R}.
Vezmeme nyńı dvou dimenzionálńı př́ıpad. Chceme naložit na matici A =(

a b
c d

)
takové předpoklady, že plat́ı analogie tvrzeńı (1.12).

Nechť je tedy dána matice A =
(

a b
c d

)
, vektor b =

(
b1

b2

)
∈ R2 a hlede-

jme vektor y =
(

y1

y2

)
∈ R2 tak, že Ay = b. Utvořme kvadratickou funkci dvou

proměnných
F (x) = (Ax, x)− 2(b, x),

tj.
F (x1, x2) = ax2

1 + (b + c)x1x2 + dx2
2 − 2b1x1 − 2b2x2.

Chceme, naj́ıt minimum F (x), pokud existuje. Předevš́ım muśıme naj́ıt stacionárńı
bod. Tedy

∂F

∂x1
= 2ax1 + (b + c)x2 − 2b1 = 0,

∂F

∂x2
= 2dx2 + (b + c)x1 − 2b2 = 0,

což je ekvivalentńı se soustavou(
a b+c

2
b+c
2 d

)(
x1

x2

)
=

(
b1

b2

)

Tato soustava je ekvivalentńı se soustavou(
a b
c d

) (
x1

x2

)
=

(
b1

b2

)

jedině pro symetrickou matici A. Chceme-li tedy zachovat tvrzeńı 1.12, muśıme od
začátku předpokládat, že A je symetrická matice.

Nechť tedy A =
(

a b
b c

)
je symetrická matice. Utvořme pro vektor b =

(
b1

b2

)

kvadratickou formu

F (x1, x2) = (Ax, x)− 2(b, x) = ax2
1 + 2bx1x2 + cx2

2 − 2b1x1 − 2b2x2.

Snadno ověř́ıme ,že soustava rovnic Ax = b je totéž jako
∂F

∂x1
= 2ax1 + 2bx2 − 2b1 = 0,

∂F

∂x2
= 2bx1 + 2cx2 − 2b2 = 0,
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Tedy vektor y ∈ R2 jeřešeńım rovnice Ax = b právě když je stacionárńım bodem
kvadratické funkce F (x) = (Ax, x) − 2(b, x). Na to, abychom zaručili, že existuje
nějaký stacionárńı bod, stač́ı vědět např.,že F (x) má minimum (maximum, sedlový
bod). Za chv́ıli si ukážeme, že pokud A je pozitivně definitńı matice, pak F (x)
má pro každé b ∈ R2 jednoznačně určené minimum. Pokud by A byla negativně
definitńı matice, pak F (x) má pro každé b ∈ R2 jednoznačně určené maximum,
ale to je totéž jako pro pozitivně definitńı matice, protože matice −A je pozitivně
definitńı, pokud A je negativně definitńı. Stač́ı nám tedy vědět něco o pozitivně
definitńıch matićıch. Poznamenejme, že zde zcela pomineme mimochodem velmi
zaj́ımavý, př́ıpad indefinitńı matice.

Nyńı si zformulujme dvě kĺıčové věty, ovšem již pro matice typu n× n.

Věta 1.13. Byď A symetrická pozitivně definitńı matice a b ∈ Rn. Položme
F (x) = (Ax, x)− 2(b, x). Pak

Ay = b ⇐⇒ F (y) = min{F (x); x ∈ Rn}.
D̊ukaz. Dokažme nejprve implikaci Ay = b ⇒ F (y) = min{F (x); x ∈ Rn}.

Nechť tedy Ay = b. Volme x ∈ Rn libovolné. Pak

F (x) = (Ax, x)− 2(b, x) = (A(x− y), x− y) + (Ax, y) + (Ay, x)− (Ay, y)− 2(b, x)

=symetrie= (A(x− y), x− y) + 2(Ay, x)− (Ay, y)− 2(b, x) =použijemeAy=b

= (A(x− y), x− y)− (Ay, y) = (A(x− y), x− y) + (Ay, y)− 2(Ay, y)

=použijemeAy=b= (A(x− y), x− y) + (Ay, y)− 2(b, y) ≥pozitivńı definitnostA

≥ c‖x− y‖2 + (Ay, y)− 2(b, y) = c‖x− y‖2 + F (y) ≥ F (y).

Dokažme opačnou implikaci F (y) = min{F (x); x ∈ Rn} ⇒ Ay = b. Předpokládejme,
že y je takové, že F (y) ≤ F (x) pro každé x ∈ Rn. Označ́ıme-li h = x− y, máme

F (y + h) ≥ F (y) pro každé h ∈ Rn.(1.4)

Pak můžeme psát

(A(y + h), y + h)− 2(b, y + h) ≥ (Ay, y)− 2(b, y)

⇔(A(y + h), y + h)− 2(b, y + h)− (Ay, y) + 2(b, y) ≥ 0

⇔2(Ay, h) + (Ah, h)− 2(b, h) ≥ 0

⇔2(Ay, h)− 2(b, h) ≥ −(Ah, h)

⇔(Ay − b, h) ≥ −1
2
(Ah, h).

Pǐsme na moment v posledńı nerovnosti −h mı́sto h a dostaneme

(Ay − b,−h) ≥ −1
2
(A)− h),−h)

⇔(Ay − b, h) ≤ 1
2
(Ah, h)

což dává pro každé h ∈ Rn

−1
2
(Ah, h) ≤ (Ay − b, h) ≤ 1

2
(Ah, h).

Pǐsme v posledńı nerovnosti th mı́sto h a dostaneme pro každé h ∈ Rn a pro každé
t ∈ R

−1
2
t2(Ah, h) ≤ t(Ay − b, h) ≤ 1

2
t2(Ah, h).
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Z toho plyne, že pro každé h ∈ Rn a pro každé 0 6= t ∈ R je

−1
2
t(Ah, h) ≤ (Ay − b, h) ≤ 1

2
t(Ah, h).

Limitńım přechodem t → 0 źıskáme pro každé h ∈ Rn vztah

(Ay − b, h) = 0.

Dı́ky větě 1.4 máme
Ay − b = 0

což jsme chtěli.
¤

Věta 1.14. Buď A symetrická pozitivně definitńı matice a b ∈ Rn. Položme
F (x) = (Ax, x)− 2(b, x). Pak existuje jednoznačne určené y ∈ Rn takové, že

F (y) = min{F (x); x ∈ Rn}.
D̊ukaz. Položme a = inf{F (x); x ∈ Rn}. Zřejmě plat́ı

F (x) = (Ax, x)− 2(b, x) ≥A je pozitivně definitńı≥ c‖x‖2 − 2(b, x)

≥ Cauchyova nerovnost ≥ c‖x‖2 − 2‖b‖ ‖x‖ = c
(
‖x‖ − ‖b‖

c

)2

− 1
c
‖b‖2 ≥ −1

c
‖b‖2

a tedy a ∈ R (neńı −∞).
Poč́ıtejme pro x, y

F (x) + F (y)− 2F
(x + y

2

)
= (Ax, x) + (Ay, y)− 2(b, x + y)

− 2
(
A

(x + y

2

)
,
x + y

2

)
+ 4

(
b,

x + y

2

)

= (Ax, x) + (Ay, y)− 1
2
(A(x + y), x + y)

= (Ax, x) + (Ay, y)− 1
2
(Ax, x)− 1

2
(Ay, y)− (Ax, y)

=
1
2
(
(Ax, x)− 2(Ax, y) + (Ay, y)

)
=

1
2
(A(x− y), x− y).

Nechť posloupnost vektor̊u slňuje F (xn) → a. Pak
1
2c
‖xn − xm‖2 ≤A je pozitivně definitńı≤ 1

2
(A(xn − xm), xn − xm)

= F (xn) + F (xm)− 2F
(xn + xm

2

)
≤ F (xn) + F (xm)− 2a.

Protože F (xn) → a, F (xm) → a, plat́ı F (xn)+F (xm)−2a → 0 a tedy ‖xn−yn‖2 →
0. To znamená, že posloupnost xn je Cauchyovská a protože Rn je úplný, existuje
y = limn→∞ xn. Protože F je spojitá funkce n proměnných, máme F (y) = a a
tedy

F (y) = inf{F (x); x ∈ Rn} (= min{F (x); x ∈ Rn} )
neboť minima se nabývá pro y.

Nyńı ukážeme jednoznačnost y. Nechť z splňuje z = min{F (x); x ∈ Rn}. Pak
F (z) = F (y) a

1
2
‖z − y‖2 ≤≤ 1

2
(A(z − y), z − y) = F (z) + F (y)− 2F

(z + y

2

)
≤ 2a− 2a− 0

a tedy z = y.
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KAPITOLA 2

Lebesgue̊uv integrál v RN

1. Lebesgueova mı́ra v R

Je celkem přirozené, že délka intervalu (a, b) je b − a. Asi se shodneme na
tom, že délka množiny, která obsahuje jeden bod, je 0. Ale jaká je délka libovolné
podmnožiny R. A jde to v̊ubec udělat rozumně?

Snaha je připsat délku co neǰsirš́ı tř́ıdě množin tak, aby to bylo rozumné. Délku
(mı́ru) budeme značit m a tedy m(A) je mı́ra množiny A. Jak jsem již řekli, je
m((a, b)) = b − a. Nechť množina A =

⋃n
i=1(ai, bi) (sjednoceńı konečně mnoha

interval̊u), kde intervaly (ai, bi) jsou po dvou disjunktńı. Potom je jasné, že m(A) =∑n
i=1(bi − ai). Ale skutečně podstatná je následuj́ıćı vlastnost. Nechť

A =
∞⋃

i=1

(ai, bi)

(sjednoceńı nekonečně mnoha interval̊u), kde intervaly (ai, bi) jsou po dvou dis-
junktńı. Pak definujme

m(A) =
∞∑

i=1

(bi − ai).

Definice 2.1. Řı́káme, že G ⊂ R je otevřená, pokud pro každé x ∈ G existuje
δ > 0 tak, že (x− δ, x + δ) ⊂ G.

Věta 2.2. Buď G otevřená množina v R. Pak existuje konečný či nekonečný
počet α disjunktńıch interval̊u (ai, bi), i = 1, 2, . . . , α tak, že

G =
α⋃

i=1

(ai, bi).

Takže m(G) =
∑α

i=1(bi − ai) a my umı́me změřit délku libovolné otevřené
množiny.

Definice 2.3. Řı́káme, že F ⊂ R je uzavřená, pokud R \ F je otevřená.

Umı́me tedy změřit délku libovolné uzavřené omezené množiny. Vı́me totiž že
F ⊂ (−K, K) pro dostatečně velké K a je celkem přirozené, že m(F ) = m(−K, K)−
m((−K, K) \ F ). Podotkněme, že (−K, K) \ F je oteřená množina a tedy umı́me
změřit jej́ı délku. Naučili jsme se tedy změřit délku otevřené a omezené uzavřené
množiny.

Definice 2.4. Buď A ⊂ R libovolná. Definujme

m∗(A) = inf{m(G); A ⊂ G a G je otevřená}
a

m∗(A) = sup{m(F ); F ⊂ A a F je omezená uzavřená}.
13
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Definice 2.5. Buď A ⊂ R libovolná omezená. Rı́káme, že A je (Lebesgueovsky)
měřitelná, pokud

m∗(A) = m∗(A).
a definujeme m(A) = m∗(A).

Věta 2.6. Existuje M ⊂ (0, 1) taková, že 0 = m∗(M) < m∗(M) = 1.

D̊ukaz. Toto tedy vynecháme, neboť to neńı dostupné.
¤

Předchoźı věta vlastně ř́ıká, že existuje neměřitelná množina.

Definice 2.7. Buď A ⊂ R libovolná. Rı́káme, že A je (Lebesgueovsky) měřitelná,
pokud A ∩ I je (Lebesgueovsky) měřitelná pro každý omezený interval. Pak definu-
jeme m(A) = m∗(A).

Věta 2.8. Nechť A,B, An ⊂ R jsou měřitelné množiny. Pak

(i)
∞⋃

n=1
An a

∞⋂
n=1

An jsou měřitelné;

(ii) A \B je měřitelná;
(iii) ∅ je měřitelná;
(iv) R je měřitelná.

Věta 2.9. Nechť A ⊂ B jsou měřitelné množiny, m(B) < ∞. Pak

m(B \A) = m(B)−m(A).

Věta 2.10. Nechť An jsou po dvou disjunktńı měřitelné množiny. Pak

m
( ∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑
n=1

m(An).

Věta 2.11. Nechť A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . jsou měřitelné množiny, A =
∞⋃

n=1
An.

Pak
m(A) = lim

n→∞
m(An).

2. Lebesgueova mı́ra v RN

Konstrukce je skoro stejná jako v př́ıpadě R, jenom mı́ra otevřených množin se
muśı udělat opatrněji.

Definice 2.12. Obdélńıkem v RN nazveme každou množinu [a1, b1]× [a2, b2]×
· · ·×[an, bn]. Dva obdélńıky O1, O2 nazveme skoro disjunktńımi, pokud se ”dotknou”
maximálně nějakou ”stěnou”, tj. O1, O2 neobsahuje žádnou otevřenou množinu.

Množinu P nazveme polyedrem, pokud existuje konečně mnoho vzájemně po
dvou skoro disjunktńıch obdélńık̊u O1, O2, . . . , On takových, že

P =
n⋃

j=1

Oj .

Je celkem přirozené, že mı́ra M(O) obdélńıku O = [a1, b1]×[a2, b2]×· · ·×[an, bn]
je

m(O) = (b1 − a1)(b2 − a2) . . . (bn − an).



2. LEBESGUEOVA MÍRA V RN 15

a mı́ra polyedru P =
⋃n

j=1 Oj je

m(P ) =
n∑

j=1

m(Oj).

Definice 2.13. Nechť G ⊂ RN je otevřená. Definujme

m(G) = sup{m(P ); P ⊂ G,P polyedr}.
Snaha je opět připsat mı́ru co neǰsirš́ı tř́ıdě množin tak, aby to bylo rozumné.

Definice 2.14. Řı́káme, že F ⊂ RN je uzavřená, pokud R \ F je otevřená.

Umı́me tedy změřit délku libovolné uzavřené omezené množiny. Vı́me totiž
že F ⊂ (−K, K)n pro dostatečně velké K a je celkem přirozené, že m(F ) =
m

(
(−K, K)n

)−m((−K,K)\F ). Podotkněme, že (−K,K)n\F je oteřená množina
a tedy umı́me změřit jej́ı délku. Naučili jsme se tedy změřit délku otevřené a
omezené uzavřené množiny.

Definice 2.15. Buď A ⊂ RN libovolná. Definujme

m∗(A) = inf{m(G); A ⊂ G a G je otevřená}
a

m∗(A) = sup{m(F ); F ⊂ A a F je omezená uzavřená}.
Definice 2.16. Buď A ⊂ RN libovolná omezená. Rı́káme, že A je (Lebesgueovsky)

měřitelná, pokud
m∗(A) = m∗(A).

a definujeme m(A) = m∗(A).

Definice 2.17. Buď A ⊂ RN libovolná. Rı́káme, že A je (Lebesgueovsky)
měřitelná, pokud A∩ I je (Lebesgueovsky) měřitelná pro každý obdélńık. Pak defin-
ujeme m(A) = m∗(A).

Věta 2.18. Nechť A,B, An ⊂ RN jsou měřitelné množiny. Pak

(i)
∞⋃

n=1
An a

∞⋂
n=1

An jsou měřitelné;

(ii) A \B je měřitelná;
(iii) ∅ je měřitelná;
(iv) RN je měřitelná.

Věta 2.19. Nechť A ⊂ B jsou měřitelné množiny, m(B) < ∞. Pak

m(B \A) = m(B)−m(A).

Věta 2.20. Nechť An jsou po dvou disjunktńı měřitelné množiny. Pak

m
( ∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑
n=1

m(An).

Věta 2.21. Nechť A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . . jsou měřitelné množiny, A =
∞⋃

n=1
An.

Pak
m(A) = lim

n→∞
m(An).
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3. Lebesgue̊uv integrál v RN

Definice 2.22. Buď M ⊂ RN . Definujme charakteristickou funkci χM množiny
M předpisem

χM (x) =

{
1 pokud x ∈ M

0 pokud x /∈ M.

Definice 2.23. Buď f : RN → [−∞,∞]. Řı́káme, že f je měřitelná funkce,
pokud je množina

{x ∈ RN ; f(x) > a}
měřitelná pro každé reálné a.

Definice 2.24. Buď f : RN → [−∞,∞]. Řı́káme, že f je jednoduchá funkce,
pokud má konečně mnoho hodnot, tj. existuje konečně mnoho množin M1, M2, . . . , Mn

po dvou disjunktńıch a č́ısel a1, a2, . . . , an tak, že

f(x) =
n∑

j=1

ajχMj
(x).

Definice 2.25. Buď f : RN → [−∞,∞] jednoduchá,

f(x) =
n∑

j=1

ajχMj (x).

Pak f je měřitelná právě tehdy, pokud Mj jsou měřitelné pro všechna j.

Věta 2.26. Buď f, g : RN → [−∞,∞] měřitelné, pak Pak f ± g, fg, f/g,
max(f, g), min(f, g) a |f |α jsou měřitelné.

Věta 2.27. Buď fn : RN → [−∞,∞] měřitelné a f(x) = limn→∞ fn(x). Pak
f je měřitelná.

Věta 2.28. Buď f : RN → [−∞,∞] měřitelná a buď H = {[x, y];x ∈ Rn ∧ y ≤
f(x)}. Pak H je měřitelná množina v Rn+1.

Vybudujeme nyńı integrál, nejprve pro nezáporné funkce.

Definice 2.29. Buď f : RN → [0,∞] jednoduchá měřitelná, f(x) =
∑n

j=1 ajχMj (x).
Definujme ∫

RN

f(x)dx =
n∑

j=1

ajm(Mj).

Definice 2.30. Buď f : RN → [0,∞] měřitelná. Definujme∫

RN

f(x)dx = sup
{ ∫

RN

g(x)dx; g je jednoduchá nezáporná měřitelná
}

.

Věta 2.31. Buď f : RN → [0,∞] měřitelná. Pak existuje posloupnost jednoduchých
měřitelných nezáporných funkćı fn takových, že pro každé x je

f1(x) ≤ f2(x) ≤ f3(x) ≤ . . . , lim
n→∞

fn(x) = f(x).

Nav́ıc, ∫

RN

f(x)dx = lim
n→∞

∫

RN

fn(x)dx
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Definice 2.32. Buď f : RN → [0,∞] měřitelná a M ⊂ Rn měřitelná. Definu-
jme ∫

M

f(x)dx =
∫

RN

f(x)M (x)dx.

Věta 2.33. Buď f : M ⊂ RN → [0,∞] měřitelná a H = {[x, y]; x ∈ Rn ∧ 0 ≤
y ≤ f(x)}. Pak ∫

M

f(x)dx = m(H).

Nav́ıc ∫

M

dx = m(M).

Nyńı zavedeme Lebesgue̊uv integrál pro funkce, které mohou mı́t i záporné
hodnoty. Nechť f : M ⊂ RN → [−∞,∞]. Označme

f+(x) = max(f(x), 0), f−(x) = −min(f(x), 0).

Zřejmě je f+ ≥ 0, f− ≥ 0 a
f = f+ − f−.

Nav́ıc je |f | = f+ + f−.

Definice 2.34. Buď f : M ⊂ RN → [−∞,∞] měřitelná. Definujme∫

M

f(x)dx =
∫

M

f+(x)dx−
∫

M

f−(x)dx

pokud výraz vpravo má smysl, tj. neńı to neurčitý výraz ∞−∞.

Věta 2.35. Buď f : M ⊂ RN → [0,∞] omezená a M buď oblast po částech
hladká. Nechť existuje Riemann̊uv integrál

(R)
∫

M

f(x)dx.

Pak f je měřitelná a existuje Lebesgue̊uv integrál
∫

M
f(x)dx. Nav́ıc

∫

M

dx = (R)
∫

M

f(x)dx.





KAPITOLA 3

Prostory funkćı

1. Prostory se skalárńım součinem a Hilbertovy prostory

Definice 3.1. Buď V vektorový prostor a (., .) : V × V → R zobrazeńı. Pak
toto zobrazeńı nazýváme skalárńım součinem, pokud splňuje

(i) (x, y) = (y, x);
(ii) (x + y, z) = (x, z) + (y, z);
(iii) (ax, y) = a(x, y);
(iv) (x, x) ≥ 0 a (x, x) = 0 jenom pro x = 0.

Věta 3.2. Buď V vektorový prostor a (., .) : V × V → R skalárńı součin.
Položme

‖x‖ =
√

(x, x).

Pak

(i) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖;
(ii) ‖ax‖ = |a| ‖x‖;
(iii) ‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0.

Výraz ‖x‖ nazýváme normou x.

Definice 3.3. Buď V vektorový prostor a (., .) : V × V → R skalárńı součin a
‖x‖ =

√
(x, x). Řı́káme, že posloupnost xn ja Cauchyovská, pokud

∀ε > 0 ∃n0 ∀n,m
(
n > n0 ∧m > n0 =⇒ ‖xn − xm‖ < ε

)
.

Definice 3.4. Buď V vektorový prostor a (., .) : V × V → R skalárńı součin.
Řı́káme, V je úplný prostor, pokud každá Cauchyovská posloupnost xn má ve V
limitu, tj. existuje x ∈ V tak, že limn→∞ xn = x.

Každý úplný prostor se skalárńım součinem nazýváme Hilbertovým prostorem.

2. Lebesgue̊uv prostor L2(M)

Nechť M ⊂ Rn je měřitelná množina. Definujme

L 2(M) =
{

f ;
∫

M

f2(x)dx < ∞
}

.

Věta 3.5. Polož

(f, g) =
∫

M

f(x)g(x)dx.

Pak (f, g) je zobrazeńı z L 2(M) ×L 2(M) → R, které splňuje vlastnosti (i), (ii),
(iii) z definice 3.1, ale nesplňuje (iv).

19
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D̊ukaz. Vlastnosti (i), (ii), (iii) jsou snadné. Připomeňme, že nulový prvek v
L 2(M) je nulová funkce. Vezmeme nyńı např. Derichletovu funkci definovanou

f(x) =

{
1 pokud x ∈ Q
0 pokud x /∈ R \Q.

Protože m(Q) = 0, je ∫

R
f2(x)dx = 0

přestože f neńı identicky rovna nulové funkci.
¤

Definice 3.6. Řekneme, že dvě funkce f, g jsou ekvivalentńı, pokud existuje
množina M nulové mı́ry taková, že

f(x) = g(x) pro x /∈ M.

Tato definice nám definovala rozklad L 2(M) na jednotlivé podmnožiny (tř́ıdy
ekvivalence) takový, že libovolné dvě funkce v nějaké podmnožině jsou ekvivalentńı.

Definice 3.7. Definujme prostor L2(M) jakožto množinu všech tř́ıd ekviva-
lence. Čili prvkem L2(M) je tř́ıda ekvivalentńıch funkćı.

Z každé tř́ıdy lze vybrat reprezentanta f . Označme pak tuto tř́ıdu [f ]. Je jasné,
že pokud f(x) = g(x) s vyj́ımkou množiny nulové mı́ry, je [f ] = [g].

Definice 3.8. Definujme nyńı

([f ], [g]) =
∫

M

f(x)g(x)dx a ‖ [f ] ‖ =
( ∫

M

f2(x)dx
)1/2

.

Tato definice nezáviśı na výběru f, g a splňuje vlastnosti (i), (ii), (iii) z definice
3.1. Nav́ıc nám odpadla pot́ıž s vlastnost́ı (iv) a plat́ı tedy věta:

Věta 3.9. L2(M) je prostor se skalárńım součinem.

Následuj́ıćı věta je hluboká, jej́ı d̊ukaz se oṕırá o větu 2.31.

Věta 3.10. L2(M) je Hilbert̊uv prostor (tj. úplný se skalárńım součinem).

3. Slabé derivace funkce

Definice 3.11. Označme symbolem C1
0(0, 1) množinu všech funkćı ϕ(x) defi-

novaných na [0, 1] s vlastnostmi

existuje ϕ′(x)v každém bodě x ∈ (0, 1);

funkce x 7→ ϕ′(x)je spojitá ;

existuje δ > 0 takové, že ϕ(x) = 0 v intervalech [0, δ] a [1− δ, 1].

Věta 3.12. Nechť f ∈ L2(0, 1) a nechť plat́ı pro každou ϕ ∈ C1
0(0, 1)

∫ 1

0

f(x)ϕ(x)dx = 0.

Pak f(x) = 0 skoro všude (tj. f(x) = 0 s vyj́ımkou množiny nulové mı́ry).
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D̊ukaz. Jen náznak. Předpokládejme, že f je spojitá a fixujme bod x0 ∈ (0, 1).
Buď ε > 0 a zvolme ϕε(x) takto

ϕε(x) =





0 v intervalu (0, x0 − ε);
1
ε + 1

ε2 (x− x0) v intervalu (x0 − ε, x0);
1
ε − 1

ε2 (x− x0) v intervalu (x0, x0 + ε);
0 v intervalu (x0 + ε, 1);

Funkce ϕε(x) je spojitá po částech lineárńı a
∫ 1

0
ϕε(x)dx = 1. Bohužel nemá spoji-

tou prv́ı derivaci a ϕ′ε(x) dekonce neńı definovaná v bodech x0 − ε, x0, x0 + ε. Ale
tak si ji v těchto bodech zhlad́ıme tak, aby integrál byl pořád 1 a aby zhlazená
funkce byla nenulová pouze v intervalu (x0 − ε, x0 + ε). (Takové zhlazeńı se sice
lehce namaluje, ale ve skutečnosti to je hluboká věc! )

Podle předpokladu v́ıme, že
∫ 1

0

f(x)ϕε(x)dx = 0

pro každé ε > 0. Protože f(x) je spojitá, jej́ı hodnota se na intervalu (x0−ε, x0+ε)
př́ılǐs nezměńı, pokud ε je malé. Lze tedy psát f(x) .= f(x0) v (x0 − ε, x0 + ε) pro
malá ε. Potom je tedy

0 =
∫ 1

0

f(x)ϕε(x)dx
.= f(x0)

∫ 1

0

ϕε(x)dx = f(x0).1 = f(x0).

Tedy f(x0) = 0 v každém bodě x0 a f je nulová. Nyńı by se musel tento postup
precizovat i pro měřitelné funkce, nejen pro spojité. To je daľśı netriviálńı krok a
oṕırá se např. o tzv. Luzinovu větu.

¤
Buď nyńı f(x) diferencovatelná funkce definovaná na intervalu (0, 1). Pak pro

každou ϕ ∈ C1
0(0, 1) plat́ı

∫ 1

0

f ′(x)ϕ(x)dx =
[
f(x)ϕ(x)

]1
0
−

∫ 1

0

f(x)ϕ′(x)dx = −
∫ 1

0

f(x)ϕ′(x)dx.

To nám s předchoźı větou umožńı definovat derivaci pomoćı integrálu. Předpokládejme
že f(x) je daná diferencovatelná funkce a g(x) je někjaká funkce (v̊ubec nepředpokládáme,
že je to derivace f), pro kterou plat́ı

(3.1)
∫ 1

0

g(x)ϕ(x)dx = −
∫ 1

0

f(x)ϕ′(x)dx pro všechny ϕ ∈ C1
0(0, 1).

Užit́ım per-partes a jednoduché úpravy máme

−
∫ 1

0

f(x)ϕ′(x)dx =
∫ 1

0

f ′(x)ϕ(x)dx

a následně ∫ 1

0

(g(x)− f ′(x))ϕ(x)dx = 0.

Dı́ky předchoźı větě je nutně g(x)− f ′(x) = 0 v (0, 1) a tedy g je derivace f .
Integrálńı vztah (3.1) ale nepotřebuje, aby f měla derivaci. Stač́ı, aby byla

měřitelná. To nám umožňuje definovat derivaci funkćı z L2(0, 1).
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Definice 3.13. Nechť f ∈ L2(0, 1). Řı́káme, že g je slabá derivace f , pokud
plat́ı ∫ 1

0

g(x)ϕ(x)dx = −
∫ 1

0

f(x)ϕ′(x)dx

pro všechny ϕ ∈ C1
0(0, 1).

Tatop definice má ještě jednu nevýhodu. Jak bychom definovali f ′′? Př́ıslušná
integrálńı identita by měla tvar

∫ 1

0

g(x)ϕ(x)dx =
∫ 1

0

f(x)ϕ′′(x)dx

a platila by pro všechny ϕ ∈ C2
0(0, 1). Oproti předchoźı definici požadujeme vyšš́ı

hladkost ϕ. Pro f ′′′ bychom chtěli ϕ ∈ C3
0(0, 1) atd. Abychom tomu dali jednotný

rámec, zavedeme jednotný prostor testovaćıch funkćı.

Definice 3.14. Označme symbolem C∞0 (0, 1) množinu všech funkćı ϕ(x) defi-
novaných na [0, 1] s vlastnostmi

existuje ϕ(k)(x)v každém bodě x ∈ (0, 1) pro každé k ∈ N;

existuje δ > 0 takové, že ϕ(x) = 0 v intervalech [0, δ] a [1− δ, 1].

Následně plat́ı, že funkce x 7→ ϕ(k)(x) jsou spojité v každém bodě x ∈ (0, 1) a
pro každé multiindex k ∈ N.

Definice 3.15. Nechť f je měřitelná. Řı́káme, že g je slabá derivace f (popř.
slabá derivace f řádu k), pokud plat́ı

∫ 1

0

g(x)ϕ(x)dx = −
∫ 1

0

f(x)ϕ′(x)dx

pro všechny ϕ ∈ C∞0 (0, 1), popř.
∫ 1

0

g(x)ϕ(x)dx = (−1)k

∫ 1

0

f(x)ϕ(k)(x)dx

pro všechny ϕ ∈ C∞0 (0, 1).

Věta 3.16. Nechť f má spojitou derivaci f (k) a nechť g je slabá derivace řádu
k, tj. plat́ı ∫ 1

0

g(x)ϕ(x)dx = (−1)k

∫ 1

0

f(x)ϕ(k)(x)dx

pro všechny ϕ ∈ C∞0 (0, 1). Pak g(x) = f (k)(x) pro skoro všechna x.

D̊ukaz. Jenom upozorněńı. Tato věta je poněkud obt́ıžněǰśı, neboť máme méně
testovaćıch funkćı a přesto je nutné, aby platila analogie věty 3.12 pro ϕ ∈ C∞0 (0, 1)
(ne tedy jen pro ϕ ∈ C1

0(0, 1)).
¤

Nyńı si zavedeme pojem slabých parciálńıch derivaćı. Buď dána otevřená
množina Ω ⊂ RN . Buď M ⊂ Ω. Uzávěrem M množiny M nazýváme pr̊unik
všech uzavřených množin F , M ⊂ F . Je to tedy nejmenš́ı uzavřená množina ob-
sahuj́ıćı M . Omezenou uzavřenou množinu nazýváme kompaktńı. Označme ještě
pro ϕ : Ω → R

suppϕ = {x ∈ Ω; f(x) 6= 0}
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Protože v daľśım budeme potřebovat parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u, přijmeme
toto značeńı. Nechť α = (k1, k2, . . . , kN ), k1, k2, . . . , kN ∈ N0, je tzv. multiindex a
k = k1 + k2 + · · ·+ kN . Pak

Dαϕ(x) =
∂kϕ(x)

∂xk1
1 ∂xk2

2 . . . ∂xkN

N

.

Č́ıslo k je řád multiindexu α a budeme ho značit |α|. Označme M množinu všech
multiindex̊u.

Definice 3.17. Buď Ω ⊂ RN otevřená množina. Symbolem C∞0 (Ω) označme
množinu funkćı ϕ : Ω → R splňuj́ıćı

existuje Dαϕ(x) v každém bodě x ∈ Ω a pro každý multiindex α ∈M
suppϕ je kompaktńı podmnožina v Ω.

Následně plat́ı, že funkce x 7→ Dαϕ(x) jsou spojité v každém bodě x ∈ Ω a pro
každý multiindex α ∈M.

Definice 3.18. Buď Ω ⊂ RN otevřená množina. Nechť f : Ω → R je měřitelná.
Řı́káme, že g : Ω → R je slabá derivace f podle multiindexu α, pokud

∫

Ω

f(x)Dαϕ(x)dx = (−1)|α|
∫

Ω

g(x)ϕ(x)dx

pro všechny ϕ ∈ C∞0 (Ω). M̊užeme psát g = Dα
wf .

Věta 3.19. Buď Ω ⊂ RN otevřená množina. Nechť f : Ω → R a nechť f má
klasickou derivaci Dαf pro nějaké α ∈M. Pak f má slabou derivaci Dα

wf a plat́ı

Dαf(x) = Dα
wf(x)

pro skoro všechna x ∈ Ω.

4. Sobolevovy prostory

Dále budeme psát Dαf(x) mı́sto Dα
wf(x) a všechny derivace budeme chápat

slabě.

Definice 3.20. Definujme Sobolev̊uv prostor W 1,2(0, 1) jako množinu funkćı
f ∈ L2(0, 1), které maj́ı slabou derivaci f ′ a nav́ıc f ′ ∈ L2(0, 1). Skalárńı součin
ve W 1,2(0, 1) je definován vztahem

(f, g)
W1,2(0,1)

=
∫ 1

0

(
f(x)g(x) + f ′(x)g′(x)

)
dx.

Ze skalárńıho součinu m̊užeme definovat normu

‖f‖
W1,2(0,1)

=
( ∫ 1

0

(
f2(x) + f ′2(x)

)
dx

)1/2

.

Nyńı tuto definici zobecńıme jednak do RN a jednak pro vyšš́ı derivace. Nejprve
pro prvńı derivace.

Definice 3.21. Buď Ω ⊂ RN otevřená množina. Definujme Sobolev̊uv prostor
W 1,2(Ω) jako množinu funkćı f ∈ L2(Ω), které maj́ı slabé parciálńı derivace ∂f

∂xi
,
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i = 1, 2, . . . , N a nav́ıc ∂f
∂xi

∈ L2(0, 1). Skalárńı součin ve W 1,2(Ω) je definován
vztahem

(f, g)
W1,2(Ω)

=
∫

Ω

[
f(x)g(x) +

N∑

i=1

∂f(x)
∂xi

∂g(x)
∂xi

]
dx.

Ze skalárńıho součinu m̊užeme definovat normu

‖f‖
W1,2(Ω)

=
( ∫

Ω

[
f2(x) +

N∑

i=1

(∂f(x)
∂xi

)2]
dx

)1/2

.

Nyńı v plné obecnosti.

Definice 3.22. Buď Ω ⊂ RN otevřená množina. Definujme Sobolev̊uv prostor
W k,2(Ω) jako množinu funkćı f ∈ L2(Ω), které maj́ı slabé parciálńı derivace Dαf ,
|α| ≤ k a nav́ıc Dαf ∈ L2(0, 1). Skalárńı součin ve W k,2(Ω) je definován vztahem

(f, g)
W k,2(Ω)

=
∫

Ω

(
f(x)g(x) +

∑

|α|≤k

Dαf(x)Dαg(x)
)
dx.

Ze skalárńıho součinu m̊užeme definovat normu

‖f‖
W k,2(Ω)

=
( ∫

Ω

[
f2(x) +

∑

|α|≤k

(Dαf(x))2
]
dx

)1/2

.

Věta 3.23. Prostor W k,2(Ω) je Hilbert̊uv prostor.

Poznamenejme, že v předchoźı větě je nejzaj́ımavěǰśı vlastnost úplnost. Ta
souviśı s úplnost́ı prostoru L2(Ω) a proto uvažujeme všechny integrály Lebesgueovy
a všechny derivace slabé.

Definujme si ještě Sobolevovy prostory s nulou na hranici ∂Ω, ale jen pro prvńı
derivaci.

Definice 3.24. Buď Ω ⊂ RN otevřená množina. Definujme Sobolev̊uv prostor
W 1,2

0 (Ω) jako uzávěr množiny C∞0 (Ω) v prostoru W 1,2(Ω).

Předchoźı definici chápeme takto: Pokud f ∈ W 1,2
0 (Ω), pak f ∈ W 1,2(Ω) a

nav́ıc f(x) = 0 pro x ∈ ∂Ω. Muśıme si ovšem uvědomit, že pojem f(x) = 0 je značně
nepřesný, protože např. pro kruh Ω = {x ∈ R2; |x| ≤ 1} je ∂Ω = {x ∈ R2; |x| = 1}
(tj. kružnice) mı́ry nula a tud́ıž pokud funkci f ∈ W 1,2(Ω) změńıme právě na ∂Ω,
jedná se vlastně o stejnou funkci, protože jsme ji změnili na nulové množině. A
přesto chceme vědět, co jsou funkce s nulovou hodnotou právě na ∂Ω.



KAPITOLA 4

Elementy funkcionálńı analýzy

1. Lineárńı a bilineárńı formy na Hilbertových prostorech

Definice 4.1. Nechť H je Hilbert̊uv prostor a b : H → R zobrazeńı. Řı́káme,
že b patř́ı do duálu H, znač́ıme b ∈ H∗, pokud

(i) b(x + y) = b(x) + b(y) pro každé x, y ∈ H;
(ii) b(αx) = αb(x) pro každé α ∈ R a x ∈ H;
(iii) existuje konstanta B > 0 tak, že |b(x)| ≤ B‖x‖ pro všechna x ∈ H.

Definice 4.2. Zobrazeńı A(., .) : H ×H → R se nazývá symetrická bilineárńı
forma, pokud

(i) (Ax, y) = (Ay, x) pro každé x, y ∈ H;
(ii) (A(x + y), z) = (Ax, z) + (Ay, z) pro každé x, y, z ∈ H;
(iii) (Aαx, y) = α(Ax, y) pro každé α ∈ R a x, y ∈ H;
(iv) existuje konstanta C > 0 tak, že |(Ax, y)| ≤ C ‖x‖ ‖y‖ pro všechna x, y ∈ H.

Lemma 4.3. Buď A(., .) : H ×H → R symetrická bilineárńı forma a b ∈ H∗.
Položme F (x) = (Ax, x) − 2b(x). Pak F : H → H je spojitá, tj. xn → x v H, pak
F (xn) → F (x) v H.

D̊ukaz. Nechť xn → x. Pak ‖xn − x‖ → 0 a v́ıme. že konvergentńı posloup-
nost reálných č́ısel je omezená. Existuje tedy D > 0 takové, že ‖xn − x‖ ≤
D pro všechna n. Z toho máme

(4.1) ‖xn‖ = ‖xn − x + x‖ ≤ ‖xn − x‖+ ‖x‖ ≤ D + ‖x‖ := L.

Dokažme spojitost A. Snadno máme

|(Axn, xn)− (Ax, x)| = |(A(xn − x), xn) + (Ax, xn)− (Ax, x)|
= |(A(xn − x), xn) + (A(x, xn − x)| ≤ |(A(xn − x), xn)|+ |(A(x, xn − x)|
≤ K‖xn − x‖ ‖xn‖+ K‖x‖ ‖xn − x‖ ≤ (KL + K‖x‖)‖xn − x‖.

Jelikož ‖xn−x‖ → 0, nutně |(Axn, xn)−(Ax, x)| → 0. Protože b ∈ H∗, je zobrazeńı
x → (b, x) spojité a tedy F (x) je spojité jakožto rozd́ıl dvou spojitých zobrazeńı.

¤

Definice 4.4. Symetrická bilineárńı forma A(., .) : H × H → R se nazývá
pozitivně definitńı (či eliptický), pokud

(v) existuje konstanta c > 0 tak, že (Ax, x) ≥ C ‖x‖2 pro všechna x ∈ H (pozitivńı
definitnost).

25
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2. Kvadratické funkcionály na Hilbertových prostorech a existence
minima

Věta 4.5. Buď A(., .) : H × H → R symetrická pozitivně definitńı bilineárńı
forma a b ∈ H∗. Položme F (x) = (Ax, x) − 2b(x). Pak následuj́ıćı podmı́nky jsou
ekvivalentńı:

(i) (Ay, x) = b(x) pro každé x ∈ H;
(ii) F (y) = min{F (x); x ∈ H}.

D̊ukaz. Dokažme nejprve implikaci (Ay, x) = b(x) pro každé x ∈ H ⇒ F (y) =
min{F (x); x ∈ H}. Nechť tedy (Ay, x) = b(x) pro každé x ∈ H. Volme x ∈ H
libovolné. Pak

F (x) = (Ax, x)− 2b(x) = (A(x− y), x− y) + (Ax, y) + (Ay, x)− (Ay, y)− 2b(x)

=symetrie= (A(x− y), x− y) + 2(Ay, x)− (Ay, y)− 2b(x) =použijeme (Ax,y)=(x,Ay)

= (A(x− y), x− y)− (Ay, y) = (A(x− y), x− y) + (Ay, y)− 2(Ay, y)

=použijeme (Ax,y)=(x,Ay)= (A(x− y), x− y) + (Ay, y)− 2(b, y) ≥pozitivńı definitnostA

≥ c‖x− y‖2 + (Ay, y)− 2(b, y) = c‖x− y‖2 + F (y) ≥ F (y).

Dokažme opačnou implikaci F (y) = min{F (x); x ∈ H} ⇒ (Ax, y) = (x,Ay)
pro každé x ∈ H. Předpokládejme, že y je takové, že F (y) ≤ F (x) pro každé x ∈ H.
Označ́ıme-li h = x− y, máme

F (y + h) ≥ F (y) pro každé h ∈ H.(4.2)

Pak můžeme psát

(A(y + h), y + h)− 2b(y + h) ≥ (Ay, y)− 2b(y)

⇔(A(y + h), y + h)− 2b(y + h)− (Ay, y) + 2b(y) ≥ 0

⇔2(Ay, h) + (Ah, h)− 2b(h) ≥ 0

⇔2(Ay, h)− 2b(h) ≥ −(Ah, h)

⇔(Ay, h)− b(h) ≥ −1
2
(Ah, h).

Pǐsme na moment v posledńı nerovnosti −h mı́sto h a dostaneme

(Ay,−h)− b(−h) ≥ −1
2
(−Ah,−h)

⇔(Ay, h)− b(h) ≤ 1
2
(Ah, h)

což dává pro každé h ∈ H

−1
2
(Ah, h) ≤ (Ay, h)− b(h) ≤ 1

2
(Ah, h).

Pǐsme v posledńı nerovnosti tx mı́sto h a dostaneme pro každé x ∈ H a pro každé
t ∈ R

−1
2
t2(Ax, x) ≤ t

(
(Ay, x)− b(x)

) ≤ 1
2
t2(Ax, x).

Z toho plyne, že pro každé h ∈ H a pro každé 0 6= t ∈ R je

−1
2
t(Ax, x) ≤ (Ay, x)− b(x) ≤ 1

2
t(Ax, x).
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Limitńım přechodem t → 0 źıskáme pro každé x ∈ H vztah

(Ay, x)− b(x) = 0,

což jsme chtěli.
¤

Věta 4.6. Buď A(., .) : H × H → R symetrická pozitivně definitńı bilineárńı
forma a b ∈ H∗. Položme F (x) = (Ax, x)−2b(x). Pak existuje jednoznačně určené
y ∈ H takové, že

F (y) = min{F (x); x ∈ H}.
D̊ukaz. Položme a = inf{F (x); x ∈ H}. Zřejmě plat́ı

F (x) = (Ax, x)− 2b(x) ≥A je pozitivně definitńı≥ c‖x‖2 − 2b(x)

≥ Cauchyova nerovnost ≥ c‖x‖2 − 2‖b‖ ‖x‖ = c
(
‖x‖ − ‖b‖

c

)2

− 1
c
‖b‖2 ≥ −1

c
‖b‖2

a tedy a ∈ R (neńı −∞).
Poč́ıtejme pro x, y

F (x) + F (y)− 2F
(x + y

2

)
= (Ax, x) + (Ay, y)− 2b(x + y)

− 2
(
A

(x + y

2

)
,
x + y

2

)
+ 4b

(x + y

2

)

= (Ax, x) + (Ay, y)− 1
2
(A(x + y), x + y)

= (Ax, x) + (Ay, y)− 1
2
(Ax, x)− 1

2
(Ay, y)− (Ax, y)

=
1
2
(
(Ax, x)− 2(Ax, y) + (Ay, y)

)
=

1
2
(A(x− y), x− y).

Nechť posloupnost vektor̊u slňuje F (xn) → a. Pak
1
2c
‖xn − yn‖2 ≤A je pozitivně definitńı≤ 1

2
(A(xn − xm), xn − xm)

= F (xn) + F (xm)− 2F
(xn + xm

2

)
≤ F (xn) + F (xm)− 2a.

Protože F (xn) → a, F (xm) → a, plat́ı F (xn)+F (xm)−2a → 0 a tedy ‖xn−yn‖2 →
0. To znamená, že posloupnost xn je Cauchyovská aprotože H je úplný, existuje
y = limn→∞ xn. Protože F je podle lemmatu 4.3 spojitá funkce na H, máme
F (y) = a a tedy

F (y) = inf{F (x); x ∈ H} (= min{F (x); x ∈ H} )

neboť minima se nabývá pro y.
Nyńı ukážeme jednoznačnost y. Nechť z splňuje z = min{F (x); x ∈ H}. Pak

F (z) = F (y) a
1
2c
‖z − y‖2 ≤ 1

2
(A(z − y), z − y) = F (z) + F (y)− 2F

(z + y

2

)
≤ 2a− 2a− 0

a tedy z = y.
¤





KAPITOLA 5

Rovnice nosńıku

Malé prohnut́ı vodorovného nosńıku zat́ıženého silou f(x) a stlačeného silou F
je dán rovnićı

−EIy′′ = Fy +
∫ x

0

(x− t)f(t)dt,

kde E je Young̊uv modul pružnosti materiálu a I moment setrvačnosti pr̊uřezu.
Dvojnásobným derivováńım máme

−EIy′′′′ = Fy′′ + f(x).

29





KAPITOLA 6

Aplikace na obyčejné diferenciálńı rovnice

1. Úvod

Z teorie rovnice nosńıku máme rovnici

(6.1) −u′′ + λu = g(x)

s okrajovými podmı́nkami

(6.2) u(0) = u(l) = 0.

řešeńı budeme chápat ve slabém smyslu.

2. Př́ıpad λ > 0

Definice 6.1. Nechť g ∈ L2(0, l). Funkci u ∈ W 1,2
0 (0, l) nazveme slabým

řešeńım problému (6.1) a (6.2), pokud pro každou funkci v ∈ W 1,2
0 (0, l) plat́ı

(6.3)
∫ l

0

(
u′(x)v′(x) + λu(x)v(x)

)
dx =

∫ l

0

g(x)v(x)dx.

Věta 6.2. Nechť λ > 0. Potom zobrazeńı A(u, v) : W 1,2
0 (0, l)×W 1,2

0 (0, l) → R
definované předpisem

A(u, v) =
∫ l

0

(
u′(x)v′(x) + λu(x)v(x)

)
dx

je symetrická pozitivně definitńı bilineárńı forma.

D̊ukaz. Ověř́ıme postupně platnost (i), (ii), (iii) a (iv) z definice (4.2) a potom
(v) z definice (4.4).

Vlastnost (i).

(Au, v) =
∫ l

0

(
u′(x)v′(x) + λu(x)v(x)

)
dx

=
∫ l

0

(
v′(x)u′(x) + λv(x)u(x)

)
dx = (Av, u)

Vlastnost (ii).

(A(u + v), w) =
∫ l

0

(
(u′(x) + v′(x))w′(x) + λ(u(x) + v(x))w(x)

)
dx

=
∫ l

0

(
u′(x)w′(x) + v′(x)w′(x) + λu(x)w(x) + λv(x)w(x)

)
dx

=
∫ l

0

(
u′(x)w′(x) + λu(x)w(x)

)
dx +

∫ l

0

(
v′(x)w′(x) + λv(x)w(x)

)
dx

= (Au,w) + (Av,w)

31
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Vlastnost (iii).

(Aαu, v) =
∫ l

0

(
αu′(x)v′(x) + λαu(x)v(x)

)
dx

= α

∫ l

0

(
u′(x)v′(x) + λu(x)v(x)

)
dx = α(Au, v)

Vlastnost (iv).

|(Au, v)| =
∣∣∣
∫ l

0

(
u′(x)v′(x) + λu(x)v(x)

)
dx

∣∣∣

≤
∫ l

0

|u′(x)v′(x)|dx + λ

∫ l

0

|u(x)v(x)|dx ≤Schwarzova nerovnost

≤
( ∫ l

0

u′2(x)dx
)1/2( ∫ l

0

v′2(x)dx
)1/2

+ λ
( ∫ l

0

u2(x)dx
)1/2( ∫ l

0

v2(x)dx
)1/2

≤
( ∫ l

0

u′2(x) + u2(x) dx
)1/2( ∫ l

0

v′2(x) + v2(x) dx
)1/2

+ λ
( ∫ l

0

u′2(x) + u2(x) dx
)1/2( ∫ l

0

v′2(x) + v2(x) dx
)1/2

≤ (1 + λ)
( ∫ l

0

u′2(x) + u2(x) dx
)1/2( ∫ l

0

v′2(x) + v2(x) dx
)1/2

= (1 + λ)‖u‖W 1,2
0 (0,l)‖v‖W 1,2

0 (0,l).

Vlastnost (v) z definice (4.4).

(Au, u) =
∫ l

0

u′2(x) + λu2(x) dx

≥ min(1, λ)
∫ l

0

u′2(x) + u2(x) dx = min(1, λ)‖u‖2
W 1,2

0 (0,l)
.

T́ım je d̊ukaz hotov.
¤

Věta 6.3. Nechť g ∈ L2(0, l). Potom zobrazeńı b(v) : W 1,2
0 (0, l) → R defino-

vané předpisem

b(v) =
∫ l

0

g(x)v(x)dx.

Potom A(., .) : W 1,2
0 (0, l)×W 1,2

0 (0, l) → R je prvek (W 1,2
0 (0, l))∗.

D̊ukaz. Vlastnost (i) z definice (4.1):

b(u + v) =
∫ l

0

g(x)(u(x) + v(x))dx =

∫ l

0

g(x)u(x)dx +
∫ l

0

g(x)v(x)dx = b(u) + b(v).

Vlastnost (ii) z definice (4.1):

b(αv) =
∫ l

0

g(x)(αu(x))dx = α

∫ l

0

g(x)u(x)dx = αb(u).
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Vlastnost (iii) z definice (4.1):

|b(v)| =
∣∣∣
∫ l

0

g(x)u(x)dx
∣∣∣ ≤Schwarzova nerovnost

≤
( ∫ l

0

g2(x)dx
)1/2(∫ l

0

u2(x)dx
)1/2

≤
( ∫ l

0

g2(x)dx
)1/2(∫ l

0

u′2(x) + u2(x)dx
)1/2

.

Protože g ∈ L2(0, l), je C :=
∫ l

0
g2(x)dx < ∞. Nav́ıc

∫ l

0
u′2(x) + u2(x)dx =

‖u‖2
W 1,2

0 (0,l)
a tedy |b(v)| ≤ √

C‖u‖W 1,2
0 (0,l), což dokazuje (iii).

¤

Věta 6.4. Buď g ∈ L2(0, l) a λ > 0. Potom existuje jednoznačné slabé řešeńı
problému (6.1) a (6.2).

D̊ukaz. Slabé řešeńı definované (6.3) problému (6.1) a (6.2) lze přepsat takto:
hledáme u ∈ W 1,2

0 (0, l) tak, že

(Au, v) = (g, v), v ∈ W 1,2
0 (0, l).

protože dle věty 6.2 je (Au, v) symetrická pozitivně definitńı bilineárńı forma a dle
věty 6.3 je (g, v) prvkem

(
W 1,2

0 (0, l)
)∗, existuje dle vět 4.6 a 4.5 jedoznačné slabé

řešeńı.
¤

3. Př́ıpad λ = 0

V př́ıpadě λ = 0 se nedá použ́ıt př́ımo věta 4.6, protože věta 6.2 nám nezaručuje,
že bilineárńı forma (Au, v) =

∫ l

0
u′v′ je positivně definitńı na W 1,2

0 (0, l). Ale pokud
se nám to podař́ı dokázat nějak jinak, pak máme opět existenci a jednoznačnost
slabého řešeńı. Věta 6.6 ukazuje, že tomu tak skutečně je. Nejprve si ale dokážeme
lemma.

Lemma 6.5. Pro všechna u ∈ W 1,2
0 (0, l) plat́ı

∫ l

0

u2(x)dx ≤ l2
∫ l

0

u′2(x)dx.

D̊ukaz. Protože u(0) = 0, plat́ı

u(x)− u(0) =
∫ x

0

u′(t)dt ⇒ u(x) =
∫ x

0

u′(t)dt

a tedy

u2(x) =
( ∫ x

0

u′(t)dt
)2

≤Schwarzova nerovnost

≤
( ∫ x

0

1dt
)( ∫ x

0

u′2(t)dt
)
≤

( ∫ l

0

1dt
)(∫ l

0

u′2(t)dt
)

= l
( ∫ l

0

u′2(t)dt
)
.
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Integraćı máme
∫ l

0

u2(x)dx ≤ l

∫ l

0

( ∫ l

0

u′2(t)dt
)
dx = l2

∫ l

0

u′2(t)dt = l2
∫ l

0

u′2(x)dx.

¤
Věta 6.6. Zobrazeńı A(u, v) : W 1,2

0 (0, l)×W 1,2
0 (0, l) → R definované předpisem

A(u, v) =
∫ l

0

u′(x)v′(x)dx

je symetrická pozitivně definitńı bilineárńı forma.

D̊ukaz. Ověř́ıme postupně platnost (i), (ii), (iii) a (iv) z definice (4.2) a potom
(v) z definice (4.4).

Vlastnosti (i), (ii) a (iii) se ověř́ı analogicky jako ve větě 6.2.
Vlastnost (iv).

|(Au, v)| =
∣∣∣
∫ l

0

u′(x)v′(x)dx
∣∣∣ ≤

∫ l

0

|u′(x)v′(x)|dx ≤Schwarzova nerovnost

≤
( ∫ l

0

u′2(x)dx
)1/2( ∫ l

0

v′2(x)dx
)1/2

≤
( ∫ l

0

u′2(x) + u2(x) dx
)1/2( ∫ l

0

v′2(x) + v2(x) dx
)1/2

= ‖u‖W 1,2
0 (0,l)‖v‖W 1,2

0 (0,l).

Vlastnost (v) z definice (4.4). Dı́ky lemmatu 6.5 máme
∫ l

0

u2(x)dx ≤ l2
∫ l

0

u′2(x)dx ⇒ 1
l2

∫ l

0

u2(x)dx ≤
∫ l

0

u′2(x)dx.

Přičteme nyńı 1
l2

∫ l

0
u′2(x)dx a děĺıme 1 + 1

l2 . Dostaneme

1
1 + l2

( ∫ l

0

u′2(x)dx +
∫ l

0

u2(x)dx
)
≤

∫ l

0

u′2(x)dx

a tedy

(Au, u) =
∫ l

0

u′2(x) ≥ 1
1 + l2

( ∫ l

0

u′2(x)dx +
∫ l

0

u2(x)dx
)

=
1

1 + l2
‖u‖2

W 1,2
0 (0,l)

.

T́ım je d̊ukaz hotov.
¤

Věta 6.7. Buď g ∈ L2(0, l) a λ = 0. Potom existuje jednoznačné slabé řešeńı
problému (6.1) a (6.2).

D̊ukaz. Slabé řešeńı definované (6.3) problému (6.1) a (6.2) lze přepsat takto:
hledáme u ∈ W 1,2

0 (0, l) tak, že

(Au, v) = (g, v), v ∈ W 1,2
0 (0, l).

protože dle věty 6.6 je (Au, v) symetrická pozitivně definitńı bilineárńı forma a dle
věty 6.3 je (g, v) prvkem

(
W 1,2

0 (0, l)
)∗, existuje dle vět 4.6 a 4.5 jedoznačné slabé

řešeńı.
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¤

4. Př́ıpad λ < 0

V tomto př́ıpadě naprosto ztráćıme pozitivńı definitnost formy (Au, v) a předchoźıch
vět nelze použ́ıt. Zkoumejme tedy problém (6.1) a (6.2) klasickým př́ıstupem.
Nechť λ = −ω2 < 0 a řešme nejprve

(6.4) −u′′ − ω2u = 0, u(0) = u(l) = 0.

Charakteristická rovnice je −λ2−ω2 = 0 a tedy λ1,2 = ±iω. Fundamentálńı sytém
je cos ωx, sin ωx a obecné řešeńı je

u(x) = c1 cos ωx + c2 sin ωx.

poč́ıtejme nyńı c1 a c2 z okrajových podmı́nek. Dosaďme x = 0 a máme 0 = c1.
Tedy

u(x) = c2 sin ωx.

Dosaďme x = l a dostaneme

0 = u(l) = c2 sin ωl.

Nechť sin ωl = 0

Je-li sin ωl = 0, je ωl = kπ pro nějaké přirozené k. Tedy

λ = −ω2 = −
(kπ

l

)2

.

V takovém př́ıpadě je ovšem řešeńım libovolná funkce

u(x) = c sin
kπx

l
, c ∈ R.

Daný problém (6.4) má tedy nekonečně mnoho řešeńı.
Nechť sin ωl 6= 0

Je-li sin ωl 6= 0, je ωl /∈ {kπ, k ∈ N}. Tedy

λ 6= −ω2 = −
(kπ

l

)2

.

V takovém př́ıpadě je ovšem řešeńım jediná funkce

u(x) = 0.

Daný problém (6.4) má tedy jediné řešeńı.

Definice 6.8. Čı́sla λk =
(

kπ
l

)2 se nazývaj́ı vlastńı č́ısla problému (6.4) a
funkce uk(x) = sin kπx

l se nazývaj́ı vlastńı funkce problému (6.4).

Plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 6.9. Nechť λ /∈ {−(
kπ
l

)2
, k ∈ N}. Pak existuje právě jedno řešeńı

problému (6.4) a to je nulová funkce.
Nechť λ = −(

kπ
l

)2 pro nějaké k ∈ N. Pak existuje nekonečně mnoho řešeńı
problému (6.4), množina P všech řešeńı tvoř́ı vektorový prostor ve W 1,2

0 (0, l) a

P = {c sin
kπx

l
, c ∈ R}.
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Zkoumejme nyńı nehomogenńı problém, tj. pro danou funkci f ∈ L2(0, l) nalézt
slabé řešeńı okrajového problému

(6.5) −u′′ − λu = f(x), u(0) = u(l) = 0.

Plat́ı následuj́ıćı kĺıčová věta.

Věta 6.10. Buď f ∈ L2(0, l).

(i) Nechť λ /∈ {−(
kπ
l

)2
, k ∈ N}. Pak existuje právě jedno řešeńı problému (6.5).

(ii) Nechť λ = −(
kπ
l

)2 pro nějaké k ∈ N. Pak
1. Pokud ∫ l

0

f(x) sin
kπx

l
dx 6= 0,

neexistuje žádné řešeńı.
2. Pokud ∫ l

0

f(x) sin
kπx

l
dx = 0,

existuje nekonečně mnoho řešeńı problému (6.5), množina P všech řešeńı
tvoř́ı afinńı (posunutý vektorový) prostor ve W 1,2

0 (0, l) a

P = {u0(x) + c sin
kπx

l
, c ∈ R},

kde u0(x) je libovolné řešeńı problému (6.5).

D̊ukaz. Jen náznak. Nechť existuje slabé řešeńı u(x) problému (6.5) s vlastńım
č́ıslem λk = −(

kπ
l

)2. Předpokládejme, že toto řešeńı má dokonce spojité druhé
derivace (to nastane, pokud f(x) je spojitá). Pak je toto řešeńı klasické a plat́ı

−u′′(x)− λku(x) = f(x), u(0) = u(l) = 0

v každém bodě x ∈ (0, l). Násob́ıme tuto rovnost vlastńı funkćı uk(x) = sin kπx
l ,

integrujeme od 0 do l a dostaneme
∫ l

0

(−u′′(x)− λku(x))uk(x)dx =
∫ l

0

f(x)uk(x)dx.

Užit́ım per partes (a vlastnost́ı u(0) = u(l) = 0, uk(0) = uk(l) = 0) máme
∫ l

0

u′′(x)uk(x)dx = [u′(x)uk(x)]l0 −
∫ l

0

u′(x)u′k(x)dx

= −
∫ l

0

u′(x)u′k(x)dx = −[u(x)u′k(x)]l0 +
∫ l

0

u(x)u′′k(x)dx

=
∫ l

0

u(x)u′′k(x)dx

a dosazeńım máme
∫ l

0

(−u′′(x)− λku(x))uk(x)dx = −
∫ l

0

u′′(x)uk(x)dx− λk

∫ l

0

u(x)uk(x)dx

= −
∫ l

0

u(x)u′′k(x)dx− λk

∫ l

0

u(x)uk(x)dx =
∫ l

0

u(x)(−u′′k(x)dx− λkuk(x))dx,
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tedy ∫ l

0

u(x)(−u′′k(x)dx− λkuk(x))dx =
∫ l

0

f(x)uk(x)dx.

Nyńı využijeme té vlastnosti, že vlastńı funkce uk(x) řeš́ı problém (6.4) pro λ = −λk

a tedy je
−u′′k(x)dx− λkuk(x) = 0

což dává ∫ l

0

f(x)uk(x)dx = 0.

Pokud má tedy úloha (6.5) řešeńı, je
∫ l

0
f(x)uk(x)dx = 0. A plat́ı to i naopak. Ale

to už nebudeme dokazovat.
¤





KAPITOLA 7

Parciálńı diferenciálńı rovnice

1. Úvodńı definice

Definice 7.1. Nechť M ⊂ R libovolná. Řı́káme, že funkce f : M → R splňuje
Lipschitzovu podmı́nku, pokud existuje L ≥ 0 taková, že

|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|

pro libovolné x, y ∈ M .

Věta 7.2. Nechť f : (a, b) → R je lipschitzovská. Pak existuje N ⊂ (a, b)
Lebesgueovy mı́ry nula taková, že f ′(x) existuje pro všechna x ∈ (a, b) \N .

D̊ukaz. Toto je poměrně hluboké tvrzeńı z teorie mı́ry a d̊ukaz vyžaduje znalost
jistých pokrývaćıch vět. Proto ho nebudeme provádět.

¤

Definice 7.3. Nechť Ω ⊂ R2 otevřená množina. Řı́káme, že Ω je oblast s
Lipschitzovskou hranićı (ṕı̌seme Ω ∈ C0,1), pokud jsou splněny následij́ıćı podmı́nky:

(i) existuje konečný počet m kartézských systém̊u (xr, yr), r = 1, 2, . . . , m, a
stejný počet funkćı ar(.) definovných na intervalech 4r = [x′r − δr;xr + δr]
tak, že pro libovolný bod z ∈ ∂Ω existuje 1 ≤ r ≤ m, které splňuje

z = [xr, yr], xr ∈ 4r, yr = ar(xr),

(ii) funkce ar jsou lipschitzovské na 4r,
(iii) existuje β > 0 takové, že pro všechna r m̊užeme množina

Br = {[xr, yr];xr ∈ 4r, ar(xr)− β < yr < ar(xr) + β}

splňuje

Vr = Br ∩ Ω = {[xr, yr]; xr ∈ 4r, ar(xr)− β < yr < ar(xr)},
Γr = Br ∩ ∂Ω = {[xr, yr];xr ∈ 4r, ar(xr) = yr},
Br \ Ω = {[xr, yr]; xr ∈ 4r, ar(xr) < yr < ar(xr) + β}.

Poznamenejme, že čtverec, obdélńık, trojúhelńık, obecný n-úhelńık (jehož hrany
se neprit́ınaj́ı uvnitř) jsou všechno oblasti s lipschitzovskou hranićı.

Následuj́ıćı věta uvád́ı speciálńı část tzv. Greenovy věty. Je to vlastně per-
partes pro v́ıcerozměrný integrál.

39
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Věta 7.4 (Greenova věta). Buď Ω ∈ C0,1. Nechť f, g jsou hladké funkce defi-
nované v oblasti Ω, f = 0, g = 0 na hranici ∂Ω. Pak

∫

Ω

f(x, y)
∂g

∂x
(x, y)dxdy = −

∫

Ω

∂f

∂x
(x, y)g(x, y)dxdy(7.1)

∫

Ω

f(x, y)
∂g

∂y
(x, y)dxdy = −

∫

Ω

∂f

∂y
(x, y)g(x, y)dxdy(7.2)

∫

Ω

f(x, y)∆g(x, y)dxdy = −
∫

Ω

∇f(x, y)∇g(x, y)dxdy(7.3)
(

= −
∫

Ω

(∂f

∂x
(x, y)

∂g

∂x
(x, y) +

∂f

∂y
(x, y)

∂g

∂y
(x, y)

)
dxdy

)
.

Samozřejmě by bylo možné formulovat obecněǰśı větu bez předpokladu f =
0, g = 0 na hranici ∂Ω, ale pak tam vyskakuje (jako v jedné dimenzi) nějaký hraničńı
člen (něco jako

∫
∂Ω

. . . ) a my bychom ho museli definovat, což sice neńı nijak
obt́ıžné, ale dá to dost technické práce.

2. Rovnice −∆u + λu = f s nulovou okrajovou podmı́nkou

Je dána oblast Ω v rovině a reálné č́ıslo λ. Hledáme funkci, která splňuje

−∆u(x, y) + λu(x, y) := −∂2u(x, y)
∂x2

− ∂2u(x, y)
∂y2

+ λu(x, y) = f(x, y)(7.4)

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω.(7.5)

Slabá formulace problému.

Vynásob́ıme (7.4) testovaćı funkćı v(x, y) takovou že v(x, y) = 0 na ∂Ω a inte-
grujeme přes Ω. Užit́ım (7.3) dostaneme následuj́ıćı slabou formulaci (7.4).
Hledáme u ∈ W 1,2

0 (Ω) takovou, že

(7.6)
∫

Ω

(∇u(x, y)∇v(x, y) + λ u(x, y)v(x, y))dxdy =
∫

Ω

f(x, y)v(x, y)dxdy

pro každou funkci v ∈ W 1,2
0 (Ω).

Označme v daľśım

H = W 1,2
0 (Ω),

(Au, v) =
∫

Ω

∇u∇v + λuv,

(f, v) =
∫

Ω

fv.

Př́ıpad λ > 0.

Věta 7.5. Bilineárńı forma (Au, v) je symetrická pozitivně definitńı na H.



2. ROVNICE −∆u + λu = f S NULOVOU OKRAJOVOU PODMÍNKOU 41

D̊ukaz. Symetrie je jasná. Dokažme omezenost.

(Au, v) =
∣∣∣
∫

Ω

∇u∇v + λuv
∣∣∣ ≤

∣∣∣
∫

Ω

∇u∇v
∣∣∣ + λ

∣∣∣
∫

Ω

uv
∣∣∣

≤
( ∫

Ω

|∇u|2
)1/2(∫

Ω

|∇v|2
)1/2

+ λ
(∫

Ω

|u|2
)1/2( ∫

Ω

|v|2
)1/2

≤
( ∫

Ω

|∇u|2 + |u|2
)1/2( ∫

Ω

|∇v|2 + |v|2
)1/2

+ λ
( ∫

Ω

|∇u|2 + |u|2
)1/2( ∫

Ω

|∇v|2 + |v|2
)1/2

≤ (1 + λ)
( ∫

Ω

|∇u|2 + |u|2
)1/2( ∫

Ω

|∇v|2 + |v|2
)1/2

= (1 + λ)‖u‖H ‖v‖H .

Pozitivńı definitnost.

(Au, u) =
∫

Ω

|∇u|2 + λ|u|2 ≥ min(1, λ)
∫

Ω

|∇u|2 + |u|2 = min(1, λ)‖u‖2H .

¤
Věta 7.6. Nechť f ∈ L2(Ω). Pak lineárńı zobrazeńı (f, v) je prvek H∗.

D̊ukaz. Linearita je jasná. Dokažme omezenost.
∣∣∣
∫

Ω

fv
∣∣∣ ≤

( ∫

Ω

f2
)1/2( ∫

Ω

v2
)1/2

≤
( ∫

Ω

f2
)1/2( ∫

Ω

|∇v|2 + v2
)1/2

≤ ‖f‖L2(Ω) ‖u‖H .

¤
Následuj́ıćı věta je snadný d̊usledek vět (7.5), (7.6), (4.6) a (4.5).

Věta 7.7. Nechť f ∈ L2(Ω) a λ > 0. Pak existuje právě jedno slabé řešeńı
problému (7.7).

Př́ıpad λ = 0 - rovnice membrány.

Je dána oblast Ω v rovině a membrána je připevněná k hranici ∂Ω. Na tuto
membránu p̊usob́ı nějaká kolmá śıla f(x, y). Jaký tvar zaujme membrána? Matem-
atická formulace problému je následuj́ıćı: membrána zauj́ımá tvar funkce u(x, y),
která splňuje

(7.7) ∆u(x, y) :=
∂2u(x, y)

∂x2
+

∂2u(x, y)
∂y2

= f(x, y), u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω

což je úloha (7.5) a (7.4) pro λ = 0.

Slabá formulace problému.

Z (7.6) dostaneme následuj́ıćı slabou formulaci (7.7).
Hledáme u ∈ W 1,2

0 (Ω) takovou, že

(7.8)
∫

Ω

∇u(x, y)∇v(x, y)dxdy =
∫

Ω

f(x, y)v(x, y)dxdy

pro každou funkci v ∈ W 1,2
0 (Ω).

Nyńı ale forma (Au, v) neńı tak evidentně pozitivně symetrická. To se muśı
ukázat pomoc ı́ následuj́ıćı věty.
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Věta 7.8. Existuje c > 0 takové, že∫

Ω

|u|2 ≤ c

∫

Ω

|∇u|2

pro každou funkci u ∈ W 1,2
0 (Ω).

D̊ukaz. Buď u ∈ W 1,2
0 (Ω). Pak u = 0 na ∂Ω. Rozšǐrme u nulou mimo Ω a

označme toto rozš́ı̌reńı ũ. Protože Ω ∈ C0,1, je Ω omezená a tedy existuje T > 0
takové, že Ω ⊂ (−T, T )2 := T . Zřejmě je ũ ∈ W 1,2

0 (T ) a ‖u‖W 1,2
0 (Ω) = ‖ũ‖W 1,2

0 (T ).

Buď (x, y) ∈ T . Pak

u(x, y) = u(x, y)− u(−T, y) =
∫ x

−T

∂u

∂x
(t, y)dt.

Následně máme

|u(x, y)| ≤
∫ x

−T

∣∣∣∂u

∂x
(t, y)

∣∣∣dt ≤Schwarz≤
√

2T

(∫ x

−T

∣∣∣∂u

∂x
(t, y)

∣∣∣
2

dt

)1/2

.

Tedy

|u(x, y)|2 ≤ 2T

∫ T

−T

∣∣∣∂u

∂x
(t, y)

∣∣∣
2

dt.

Integraćı od −T do T podle y dostaneme
∫ T

−T

|u(x, y)|2dy ≤ 2T

∫ T

−T

∫ T

−T

∣∣∣∂u

∂x
(t, y)

∣∣∣
2

dtdy

= 2T

∫

Ω

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
2

≤ 2T

∫

Ω

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂u

∂y

∣∣∣
2

.

Integraćı posledńı nerovnosti podle od −T do T podle x dostaneme
∫

Ω

|u|2 =
∫ T

−T

∫ T

−T

|u(x, y)|2dxdy ≤ (2T )2
∫

Ω

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂u

∂y

∣∣∣
2

= (2T )2
∫

Ω

|∇u|2.

¤
Označme v daľśım H = W 1,2

0 (Ω), (Au, v) =
∫
Ω
∇u∇v a (f, v) =

∫
Ω

fv.

Věta 7.9. Bilineárńı forma (Au, v) je symetrická pozitivně definitńı na H.

D̊ukaz. Symetrie je jasná. Dokažme omezenost.

(Au, v) =
∣∣∣
∫

Ω

∇u∇v
∣∣∣ ≤

( ∫

Ω

|∇u|2
)1/2( ∫

Ω

|∇v|2
)1/2

≤
( ∫

Ω

|∇u|2 + |u|2
)1/2( ∫

Ω

|∇v|2 + |v|2
)1/2

= ‖u‖H ‖v‖H .

Pozitivńı definitnost. ∫

Ω

|∇u|2 ≥ 1
c

∫

Ω

|u|2

což dává ∫

Ω

|∇u|2 ≥ 1
1 + c

‖u‖2H .

To nám okamžitě implikuje

(Au, u) =
∫

Ω

|∇u|2 ≥ 1
1 + c

‖u‖2H .
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¤

Věta 7.10. Nechť f ∈ L2(Ω). Pak lineárńı zobrazeńı (f, v) je prvek H∗.

D̊ukaz. Linearita je jasná. Dokažme omezenost.
∣∣∣
∫

Ω

fv
∣∣∣ ≤

( ∫

Ω

f2
)1/2( ∫

Ω

v2
)1/2

≤
( ∫

Ω

f2
)1/2( ∫

Ω

|∇v|2 + v2
)1/2

≤ ‖f‖L2(Ω) ‖u‖H .

¤
Následuj́ıćı věta je snadný d̊usledek vět (7.9), (7.10), (4.6) a (4.5).

Věta 7.11. Nechť f ∈ L2(Ω). Pak existuje právě jedno slabé řešeńı problému
(7.7).

Př́ıpad λ < 0 - problém vlastńıch č́ısel.

V tomto př́ıpadě naprosto ztráćıme pozitivńı definitnost formy (Au, v) a předchoźıch
vět nelze použ́ıt. Zkoumejme tedy problém (7.5), (7.4) či jeho slabou formulaci
(7.6). Zabývejme se nejprve př́ıpadem f = 0. Pak hledáme u ∈ W 1,2

0 (Ω) takovou,
že

(7.9)
∫

Ω

(∇u(x, y)∇v(x, y) + λ u(x, y)v(x, y))dxdy = 0

pro každou funkci v ∈ W 1,2
0 (Ω).

Definice 7.12. Čı́slo −λ se nazývá vlastńım č́ıslem problému (7.9), pokud
existuje nenulová funkce u(x, y) ∈ W 1,2

0 (Ω) taková, že (7.9) je splněna pro každou
funkci v ∈ W 1,2

0 (Ω). Funkce u(x, y) se nazývá vlastńı funkce př́ıslušná k vlastńımu
č́ıslu −λ.

Analogicky jako v jedné dimenzi plat́ı následuj́ıćı věty.

Věta 7.13. Existuje rostoućı posloupnost vlastńıch č́ısel 0 < λ1 < λ2 < λ3 . . .
a ke každému vlastńımu č́ıslu existuje konečné dimensionálńı podprostor Hk tvořený
vlastńımi funkcemi.

Věta 7.14. Nechť λ neńı vlastńı č́ıslo. Pak existuje právě jedno řešeńı u(x, y) =
0 problému (7.9).

Nechť λ = −λk pro nějaké k ∈ N. Pak existuje nekonečně mnoho řešeńı
problému (7.9), množina P všech řešeńı tvoř́ı vektorový prostor ve W 1,2

0 (0, l) a
P = Hk.

Zkoumejme nyńı nehomogenńı problém, tj. pro danou funkci f ∈ L2(Ω) nalézt
slabé řešeńı okrajového problému (7.6). Plat́ı následuj́ıćı kĺıčová věta.

Věta 7.15. Buď f ∈ L2(Ω).

(i) Nechť λ neńı vlastńı č́ıslo problému (7.9). Pak existuje právě jedno řešeńı
problému (7.6).

(ii) Nechť λ = −λk pro nějaké k ∈ N. Pak
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1. Pokud ∫

Ω

f(x, y)u(x, y)dx 6= 0,

pro nějakou vlastńı funkci př́ıslušnou λk (tj. f neńı ortogonálńı k prostoru
Hk), neexistuje žádné řešeńı.

2. Pokud ∫

Ω

f(x, y)u(x, y)dx = 0,

pro každou vlastńı funkci (tj. f je ortogonálńı k prostoru Hk), existuje
nekonečně mnoho řešeńı problému (7.6), množina P všech řešeńı tvoř́ı
afinńı (posunutý vektorový) prostor ve W 1,2

0 (0, l) a

P = {u0(x) + Hk},
kde u0(x) je libovolné řešeńı problému (7.6).

Př́ıpad Ω = (0, l1)× (0, l2).

Pro tento speciálńı tvar lze vlastńı č́ısla a vlastńı funkce spoč́ıtat. Vlastńı č́ısla
jsou

λ1 = π2
( 1

l21
+

1
l22

)
λ2 = π2

( 4
l21

+
1
l22

)

λ3 = π2
( 1

l21
+

4
l22

)
λ4 = π2

( 9
l21

+
1
l22

)

Je-li nyńı l1 = l2 = l, dostaneme λ2 = λ3 = 5π2

l2 a k tomuto vlastńımu č́ıslu
existuj́ı dvě nezávislé vlastńı funkce

sin
2πx

l
sin

πy

l
, sin

πx

l
sin

2πy

l

což je rozd́ıl oproti jedné dimenzi.

3. Pr̊uhyb desky

V teorii rovinné pružnosti se řeš́ı následuj́ıćı problém:
Je dána oblast Ω ⊂ R2 mimo ńı vystav́ıme betonovou stěnu. Matematicky je ta
stěna množina C = {(x, y, z) ∈ R3; (x, y) /∈ Ω,−h ≤ z ≤ h}. ve výšce 0 vetkneme
do stěny nosnou desku a zat́ıž́ıme ji kolmou silou f(x, y). Jak se prohne deska?

Nejprve si definujeme vněǰśı normálu k ∂Ω.

Definice 7.16. Buď Ω ∈ C0,1 oblast v rovině a nechť (x, y) ∈ ∂Ω. Potom vektor
ν := ν(x, y) je vektor vněǰśı normály, pokud je kolmý k hranici ∂Ω v bodě (x, y) (to
má pro Ω ∈ C1 smysl), je jednotkový (tj. |ν| = 1) a směřuje ven z oblasti Ω.

Definice 7.17. Buď Ω ∈ C0,1 oblast v a nechť g(x, y) ∈ C1(Ω). Definujme
derivaci g podle vněǰśı normály ν = (ν1, ν2) v bodě (x, y) vztahem

∂g(x, y)
∂ν

= lim
t→0

g(x + tν1, y + tν2)− g(x, y)
t

.
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Matematická formulace problému je následuj́ıćı:
Je dána funkce f(x, y) v oblasti Ω. Hledáme funkci u(x, y) definovanou v Ω takovou,
že

∆2u(x, y) :=
∂4u(x, y)

∂x4
+ 2

∂4u(x, y)
∂x2∂y2

+
∂4u(x, y)

∂y4
= f(x, y) v Ω,(7.10)

u(x, y) = 0 v ∂Ω,(7.11)

∂u(x, y)
∂ν

= 0 v ∂Ω.(7.12)

Věta 7.18 (Varianta Greenovy věty). Buď Ω ∈ C0,1. Nechť f, g jsou hladké
funkce definované v oblasti Ω, f = 0, ∂f

∂ν = 0, g = 0, ∂g
∂ν = 0 na hranici ∂Ω. Pak

∫

Ω

∂4f

∂x4
g =

∫

Ω

∂2f

∂x2

∂2g

∂x2
,(7.13)

∫

Ω

∂4f

∂y4
g =

∫

Ω

∂2f

∂y2

∂2g

∂y2
,(7.14)

∫

Ω

∂4f

∂x2∂y2
g =

∫

Ω

∂2f

∂x∂y

∂2g

∂x∂y
.(7.15)

Slabá formulace problému.

Vynásob́ıme nyńı (7.10) testovaćı funkćı v(x, y) a integrujeme přes Ω. Užit́ım
(7.15), (7.14) a (7.13) máme

∫

Ω

(∂2u(x, y)
∂x2

∂2v(x, y)
∂x2

+ 2
∂2u(x, y)

∂x∂y

∂2v(x, y)
∂x∂y

(7.16)

+
∂2u(x, y)

∂y2

∂2v(x, y)
∂y2

)
dxdy =

∫

Ω

f(x, y)v(x, y).

Slabá formulce problému je tedy tato:
Je dána f(x, y) ∈ L2(Ω). Hledáme funkci u(x, y) ∈ W 2,2

0 (Ω) takovou, že rovnost
(7.16) je splněna pro všechny funkce v(x, y) ∈ W 2,2

0 (Ω).
Označme v daľśım

H = W 2,2
0 (Ω), (f, v) =

∫

Ω

fv,

(Au, v) =
∫

Ω

∂2u

∂x2

∂2v

∂x2
+ 2

∂2u

∂x∂y

∂2v

∂x∂y
+

∂2u

∂y2

∂2v

∂y2
.

Připomeňme si ještě normu v H:

‖u‖H =
( ∫

Ω

∣∣∣∂
2u(x, y)
∂x2

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂

2u(x, y)
∂x∂y

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂

2u(x, y)
∂y2

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂u(x, y)

∂x

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂u(x, y)

∂x

∣∣∣
2

+ |u(x, y)|2dxdy
)1/2

.

Věta 7.19. Existuje konstanta K > 0 taková, že nerovnost
∫

Ω

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
2

+ |u|2 ≤ K

∫

Ω

∣∣∣∂
2u

∂x2

∣∣∣
2

+
∣∣∣ ∂2u

∂x∂y

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂

2u

∂y2

∣∣∣
2

.

D̊ukaz. Nejprve si připomeneme triviálńı nerovnost

(a + b)2 ≤ 2(a2 + b2).
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Uvědomme si, že pokud je u ∈ W 2,2
0 (Ω), je ∂u

∂xi
∈ W 1,2

0 (Ω) pro všechna i, u ∈
W 1,2

0 (Ω), což dává dle věty 7.8
∫

Ω

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
2

dxdy ≤ C

∫

Ω

∣∣∣∇
(∂u

∂x

)∣∣∣
2

dxdy = C

∫

Ω

∣∣∣∂
2u

∂x2
+

∂2u

∂x∂y

∣∣∣
2

dxdy

= 2C

∫

Ω

∣∣∣∂
2u

∂x2

∣∣∣
2

+
∣∣∣ ∂2u

∂x∂y

∣∣∣
2

dxdy.

Analogicky plat́ı
∫

Ω

∣∣∣∂u

∂y

∣∣∣
2

dxdy ≤ 2C

∫

Ω

∣∣∣∂
2u

∂y2

∣∣∣
2

+
∣∣∣ ∂2u

∂x∂y

∣∣∣
2

dxdy

a tedy
∫

Ω

|∇u|2dxdy ≤ 4C

∫

Ω

∣∣∣∂
2u(x, y)
∂x2

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂

2u(x, y)
∂x∂y

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂

2u(x, y)
∂y2

∣∣∣
2

.

Nav́ıc, protože u ∈ W 1,2
0 (Ω), dostaneme

∫

Ω

|u|2dxdy ≤ K

∫

Ω

|∇u|2dxdy

≤ 4CK

∫

Ω

∣∣∣∂
2u(x, y)
∂x2

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂

2u(x, y)
∂x∂y

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂

2u(x, y)
∂y2

∣∣∣
2

což v kombinaci s předchoźı nerovnost́ı dokazuje větu.

¤

Věta 7.20. Bilineárńı forma (Au, v) je symetrická pozitivně definitńı na H.

D̊ukaz. Symetrie je jasná. Dokažme omezenost. Ze Schwarzovy nerovnosti
máme

|(Au, v)| =
∣∣∣
∫

Ω

∂2u

∂x2

∂2v

∂x2
+ 2

∂2u

∂x∂y

∂2v

∂x∂y
+

∂2u

∂y2

∂2v

∂y2

∣∣∣

≤
∫

Ω

∣∣∣∂
2u

∂x2

∣∣∣
∣∣∣∂

2v

∂x2

∣∣∣ + 2
∣∣∣ ∂2u

∂x∂y

∣∣∣
∣∣∣ ∂2v

∂x∂y

∣∣∣ +
∣∣∣∂

2u

∂y2

∣∣∣
∣∣∣∂

2v

∂y2

∣∣∣

≤
(∫

Ω

∣∣∣∂
2u

∂x2

∣∣∣
2)1/2( ∫

Ω

∣∣∣∂
2v

∂x2

∣∣∣
2)1/2

+ 2
( ∫

Ω

∣∣∣ ∂2u

∂x∂y

∣∣∣
2)1/2( ∫

Ω

∣∣∣ ∂2v

∂x∂y

∣∣∣
2)1/2

+
( ∫

Ω

∣∣∣∂
2u

∂y2

∣∣∣
2)1/2( ∫

Ω

∣∣∣∂
2v

∂y2

∣∣∣
2)1/2

≤ 4‖u‖H‖v‖H .

Nyńı positivńı definitnost. Podle věty 7.19 je
∫

Ω

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
2

+ |u|2 ≤ K

∫

Ω

∣∣∣∂
2u

∂x2

∣∣∣
2

+
∣∣∣ ∂2u

∂x∂y

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂

2u

∂y2

∣∣∣
2

,

což dává

‖u‖2H =
∫

Ω

∣∣∣∂
2u

∂x2

∣∣∣
2

+
∣∣∣ ∂2u

∂x∂y

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂

2u

∂y2

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
2

+ |u|2

≤ (K + 1)
∫

Ω

∣∣∣∂
2u

∂x2

∣∣∣
2

+
∣∣∣ ∂2u

∂x∂y

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂

2u

∂y2

∣∣∣
2
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a tedy

(Au, u) =
∫

Ω

(∂2u

∂x2

)2

+ 2
( ∂2u

∂x∂y

)2

+
(∂2u

∂y2

)2

≥
∫

Ω

(∂2u

∂x2

)2

+
( ∂2u

∂x∂y

)2

+
(∂2u

∂y2

)2

≥ 1
K + 1

‖u‖2H ,

což dokazuje positivńı definitnost.
¤

Věta 7.21. Nechť f ∈ L2(Ω). Pak lineárńı zobrazeńı (f, v) je prvek H∗.

D̊ukaz. Linearita je jasná. Dokažme omezenost.
∣∣∣
∫

Ω

fv
∣∣∣ ≤

( ∫

Ω

f2
)1/2( ∫

Ω

v2
)1/2

≤
( ∫

Ω

f2
)1/2( ∫

Ω

∣∣∣∂
2u

∂x2

∣∣∣
2

+
∣∣∣ ∂2u

∂x∂y

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂

2u

∂y2

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣
2

+ |u|2
)1/2

≤ ‖f‖L2(Ω) ‖u‖H .

¤
Následuj́ıćı věta je snadný d̊usledek vět (7.20), (7.21), (4.6) a (4.5).

Věta 7.22. Nechť f ∈ L2(Ω). Pak existuje právě jedno slabé řešeńı problému
(7.12), (7.11) a (7.10).





KAPITOLA 8

Nekonečné č́ıselné řady

1. Co je řada a jej́ı součet

Definice 8.1. Buď dána posloupnost č́ısel a1, a2, a3, . . . . Symbolem

a1 + a2 + a3 + · · · =
∞∑

n=1

an

rozumı́me nekonečnou č́ıselnou řadu.

Definice 8.2. Buď dána řada
∑∞

n=1 an. Utvořme posloupnost částečných
součt̊u

sN =
N∑

n=1

an.

Součtem řady rozumı́me reálé č́ıslo

s := lim
N→∞

sN ,

pokud tato limita existuje. Pokud ano, ř́ıkáme, že řada
∑∞

n=1 an konverguje, pokud
nenexistuj nebo je nevlastńı (±∞), ř́ıkáme, že řada

∑∞
n=1 an diverguje.

Symbolem

(8.1) a1 + a2 + a3 + · · · =
∞∑

n=1

an

rozumı́me nekonečnou č́ıselnou řadu.

Definice 8.3. Dána č́ısla a a q. Potom

(8.2) a + aq + aq2 + aq3 + · · · =
∞∑

n=1

aqn−1

se vazývá geometrická řada.

Lemma 8.4. Buď a 6= 0. Pak řada (8.2) konverguje právě když |q| < 1 a jej́ı
součet je

∞∑
n=1

aqn−1 =
a

1− q
.

Př́ıklad 8.5. Buď r = 0, 333 . . . = 0.3. Jak je to pomoćı zlomku?

Řešeńı.

r =
3
10

+
3

100
+

3
1000

+
3

10000
+ · · · = 3

10

(
1 +

1
10

+
1

100
+

1
1000

+ . . .
)

=
3
10

(
1 +

1
10

+
( 1

10

)2

+
( 1

10

)3

+ . . .
)

=
3
10

1
1− 1

10

=
1
3
.

49
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¤

Př́ıklad 8.6. Buď r = 0, 272727 . . . = 0.27. Jak je to pomoćı zlomku?

Řešeńı.

r =
27
100

+
27

10000
+

27
1000000

+
27

100000000
+ . . .

=
27
100

(
1 +

1
100

+
1

10000
+

1
1000000

+ . . .
)

=
27
100

(
1 +

1
100

+
( 1

100

)2

+
( 1

100

)3

+ . . .
)

=
27
100

1
1− 1

100

=
27
99

=
3
11

.

¤

Lemma 8.7. Buď řada (8.1) konvergentńı. Pak

lim
n→∞

an = 0.

Nab́ıźı se, zda neplat́ı i opačné tvrzeńı, tj. zda z podmı́nky limn→∞ an = 0
neplyne konvergence řady (8.1). Odpověď je negativńı.

Př́ıklad 8.8 (Harmonická řada). Nechť an = 1
n . Pak evidentně limn→∞ an =

0. Ale
∞∑

n=1

1
n

= ∞.

D̊ukaz. Buď dáno n na moment pevné. Pak
1

n + 1
+

1
n + 2

+ · · ·+ 1
2n

≥ 1
n

+
1
n

+ · · ·+ 1
n

=
n

2n
=

1
2
.

Nyńı pǐsme
∞∑

n=1

1
n

=
(
1 +

1
2

)
+

(1
3

+
1
4

)
+

(1
5

+
1
6

+
1
7

+
1
8

)

+
(1

9
+

1
10

+
1
11

+
1
12

+
1
13

+
1
14

+
1
15

+
1
16

)
+ . . .

≥ 1
2

+
1
2

+
1
2

+
1
2

+ · · · = ∞.

¤
Ćılem daľśıho vyšetřováńı je konvergence či divergence dané řady. Ovšem naj́ıt
přesně součet nějaké řady je prakticky nemožné a lze to udělat jen pro velmi málo
řad. Jednou z nich je geometrická. Ukážeme si ještě jeden př́ıklad.

Př́ıklad 8.9. Sečtěte
∞∑

n=1

1
n(n + 1)

.

Řešeńı. Tato řada neńı geometrická. Přesto ji jistým trikem sečteme. Dáno
pevné n. Pak

1
n(n + 1)

=
1
n
− 1

n + 1
.
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Nyńı pǐsme

sN =
N∑

n=1

1
n(n + 1)

=
N∑

n=1

( 1
n
− 1

n + 1

)

=
(
1− 1

2

)
+

(1
2
− 1

3

)
+

(1
3
− 1

4

)
+

(1
4
− 1

5

)
+ · · ·+

( 1
N
− 1

N + 1

)

= 1 +
(
− 1

2
+

1
2

)
+

(
− 1

3
+

1
3

)
+

(
− 1

5
+

1
5

)
+ . . .

+
(
− 1

N
+

1
N

)
+

(
− 1

N + 1

)
= 1− 1

N + 1
.

Tedy

s =
∞∑

n=1

1
n(n + 1)

= lim
N→∞

sN = lim
N→∞

1− 1
N + 1

= 1.

¤

2. Komutativńı zákon pro řady

Co znamená komutativńı zákon pro řady? Nejdř́ıve si řekneme, co znamená
přeuspořádat řadu. Např.

a1 + a2 + a3 + · · · =a1 + a3 + a2 + (a5 + a7) + a4 + (a9 + a11 + a13)

+ a6 + (a15 + a17 + a19 + a21) + a8 + . . .

Definice 8.10. Buď ϕ : N→ N zobrazeńı. Řekneme, že řada
∞∑

n=1

aϕ(n)

je přerovnáńım řady (8.1), pokud ϕ je vzájemně jednoznačné zobrazeńı. To zna-
mená, že v posloupnosti ϕ(n) se každé přirozené č́ıslo vyskytne právě jednou.

Definice 8.11. Rekneme, že řada (8.1) konverguje absolutně, pokud konverguje
řada

∞∑
n=1

|an|.

Věta 8.12. Nechť řada (8.1) konverguje absolutně. Pak tato řada konverguje.

Následuj́ıćı věta je vlastně komutativńı zákon pro absolutně konvergentńı řady.

Věta 8.13. Nechť řada (8.1) konverguje absolutně, s =
∑∞

n=1 an. Pak pro
každé ϕ : N→ N vzájemně jednoznačné zobrazeńı plat́ı

∞∑
n=1

aϕ(n) = s.

Tvrzeńı 8.14. Nechť řada (8.1) konverguje neabsolutně, tj.
∞∑

n=1

an < ∞ ∧
∞∑

n=1

|an| = ∞.
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Potom pro každé r ∈ R (dokonce je možné volit i r = ∞ nebo r = −∞) existuje
vzájemně jednoznačné zobrazeńı ϕ : N→ N takové, že

∞∑
n=1

aϕ(n) = r.

Tedy pro neabsolutně konvergentńı řady komutativńı zákon neplat́ı.

Kriteria konvergence řad.

Věta 8.15 (Srovnávaćı kritérium). Buď |an| ≤ bn. Pak
∞∑

n=1

bn < ∞ =⇒
∞∑

n=1

an < ∞.

Věta 8.16 (Srovnávaćı kritérium). Buď 0 ≤ an ≤ bn. Pak
∞∑

n=1

an = ∞ =⇒
∞∑

n=1

bn = ∞.

Př́ıklad 8.17. Vyšetřete konvergenci řady
∞∑

n=1

1
n

sin
1
n

.

Řešeńı. Zřejmě plat́ı 0 < sin 1
n < 1

n a tedy
∞∑

n=1

1
n

sin
1
n
≤

∞∑
n=1

1
n2

= 1 +
∞∑

n=2

1
n2

≤ 1 +
∞∑

n=2

1
n(n− 1)

= 1 +
∞∑

n=1

1
n(n + 1)

= 2.

Vı́me tedy dle srovnávaćıho kriteria, že daná řada konverguje. Nav́ıc vid́ıme, že

0 <

∞∑
n=1

1
n

sin
1
n

< 2.

¤

Př́ıklad 8.18. Vyšetřete konvergenci řady
∞∑

n=1

tg
1
n

.

Řešeńı. Zřejmě plat́ı 1
n < tg 1

n a tedy
∞∑

n=1

tg
1
n
≥

∞∑
n=1

1
n

= ∞.

Vı́me tedy dle srovnávaćıho kriteria, že daná řada diverguje.
¤

Věta 8.19 (Pod́ılové kritérium). Uvažujme řadu (8.1). Nechť existuje

lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = q.
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Je-li 



q < 1 řada konverguje;
q > 1 řada diverguje;
q = 1 oboj́ı je možné.

Věta 8.20 (Odmocninové kritérium). Uvažujme řadu (8.1). Nechť existuje

lim
n→∞

n
√
|an| = q.

Je-li 



q < 1 řada konverguje;
q > 1 řada diverguje;
q = 1 oboj́ı je možné.

Př́ıklad 8.21. Vyšetřete konvergenci řady
∞∑

n=1

n2

2n
.

Řešeńı.
1. Poč́ıtejme

lim
n→∞

(n+1)2

2n+1

n2

2n

=
1
2

lim
n→∞

(n + 1
n

)2

=
1
2

< 1

a řada je konvergentńı, nebo
2. poč́ıtejme

lim
n→∞

n

√
n2

2n
=

1
2

lim
n→∞

n
√

n2 =
1
2

< 1

a řada je konvergentńı.
¤

Př́ıklad 8.22. Vyšetřete konvergenci řady
∞∑

n=1

ann!
nn

v závislosti na a > 0.

Řešeńı. 1. Poč́ıtejme

lim
n→∞

an+1(n+1)!
(n+1)n+1

ann!
nn

= lim
n→∞

an+1(n + 1)!
(n + 1)n+1

nn

ann!
= lim

n→∞
a(n + 1)nn

(n + 1)(n + 1)n

= a lim
n→∞

1
(n+1

n )n
=

a

e
.

a řada je 



konvergentńı pro 0 < a < e,
divergentńı pro a > e,
nev́ıme pro a = e.

¤
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Př́ıklad 8.23. Vyšetřete konvergenci řady
∞∑

n=1

enn!
nn

.

Řešeńı. To je skutečně zapeklitý úkol. Zkuste si naj́ıt tzv. Stirlingovu formuli
a ta snad něco napov́ı.

¤
Věta 8.24 (Integrálńı kritérium). Buď dána posloupnost 0 < an a nechť existuje

K > 0 a funkce f : [K,∞) → (0,∞) taková, že
(i) f je nerostoućı,
(ii) f(n) = an pro n > K.

Pak plat́ı: ∫ ∞

K

f(x)dx < ∞ ⇐⇒
∞∑

n=1

an < ∞.

Př́ıklad 8.25. Vyšetřete konvergenci mocninné řady
∞∑

n=1

1
nα

v závislosti na α > 0.

Řešeńı. Volme funkci f(x) = 1
xα . Je jasné, že f je nerostoućı v [1,∞).

1. α ∈ (0, 1). Pak ∫ ∞

1

x−αdx =
1

1− α
[x1−α]∞1 = ∞

a řada je divergentńı.
2. α ∈ (1,∞). Pak ∫ ∞

1

x−αdx =
1

1− α
[x1−α]∞1 =

1
α− 1

< ∞

a řada je konvergentńı.
3. α = 1. Pak ∫ ∞

1

x−1dx = [ln x]∞1 = ∞
a řada je divergentńı (Jde o nám již známou harmonickou řadu).

¤
Př́ıklad 8.26. Vyšetřete konvergenci mocninné řady

∞∑
n=1

1
n lnβ n

v závislosti na β > 0.

Řešeńı. Volme funkci f(x) = 1
x lnβ x

. Je jasné, že f je nerostoućı v [e,∞).
1. β ∈ (0, 1). Pak

∫ ∞

e

1
x lnβ x

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣

t = ln x
dt = 1

xdx
x = e ⇒ t = 1
x = ∞⇒ t = ∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ ∞

1

t−βdt =
1

1− β
[t1−β ]∞1 = ∞
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a řada je divergentńı.
2. β ∈ (1,∞). Pak

∫ ∞

e

1
x lnβ x

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣

t = ln x
dt = 1

xdx
x = e ⇒ t = 1
x = ∞⇒ t = ∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ ∞

1

t−βdt =
1

1− β
[t1−β ]∞1 < ∞

a řada je konvergentńı.
3. β = 1. Pak

∫ ∞

e

1
x ln x

dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣

t = ln x
dt = 1

xdx
x = e ⇒ t = 1
x = ∞⇒ t = ∞

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ ∞

1

1
t
dt = [ln t]∞1 = ∞

a řada je divergentńı.

¤

Tvrzeńı 8.27.
∞∑

n=1

1
nα

< ∞ ⇐⇒ α > 1.

Věta 8.28. Nechť 0 < an, 0 < bn a nechť existuje

lim
n→∞

an

bn
= c, 0 < c < ∞.

Pak
∞∑

n=1

an < ∞ ⇐⇒
∞∑

n=1

bn < ∞.

Př́ıklad 8.29. Vyšetřete konvergenci řady
∞∑

n=1

1√
n2 + 1

sin
1√
n

tg
1√
n

.

Řešeńı. Srovnejme an := 1√
n2+1

sin 1√
n

tg 1√
n

s mocninou. Chceme naj́ıt α

tak, aby

lim
n→∞

an

nα
= c, 0 < c < ∞.

Pǐsme

L(α) := lim
n→∞

an

nα
= lim

n→∞

1√
n2+1

sin 1√
n

tg 1√
n

nα

= lim
n→∞

1√
n2+1
1
n

sin 1√
n

1√
n

tg 1√
n

1√
n

1
nα+2

= lim
n→∞

1√
n2+1
1
n

lim
n→∞

sin 1√
n

1√
n

lim
n→∞

tg 1√
n

1√
n

lim
n→∞

1
nα+2

= lim
n→∞

1
nα+2

.
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Je-li 



α > −2 pak Lα = 0,

α < −2 pak Lα = ∞,

α = −2 pak Lα = 1.

Volme tedy α = −2 a limn→∞ an

nα = 1. Dle věty 8.28 a tvrzeńı 8.27 řada konverguje.

¤

Př́ıklad 8.30 (Jen pro zaj́ımavost). Buď posloupnost an dána vztahy

a1 =
√

2, an+1 =
√

2 + an

posloupnost bn

b1 =
√

2, bn =
√

2− an−1.

Vyšetřete konvergenci řady
∞∑

n=1

bn.

Řešeńı. Snadno naṕı̌seme

∞∑
n=1

bn =
√

2 +
√

2−
√

2 +

√
2−

√
2 +

√
2 +

√

2−
√

2 +
√

2 +
√

2 + . . . .

Dokážeme matematickou indukćı, že an = 2 cos π
2n+1 . Je-li n = 1, je cos π

4 =
√

2
2 a

a1 = 2
√

2
2 =

√
2. Nechť an = 2 cos π

2n+1 pro nějaké n. Poč́ıtejme an+1. Vı́me (dle
indukčńıho předpokladu) a ze známého vzorce cos2 α

2 = 1+cos α
2

an+1 =
√

2 + an =
√

2 + 2 cos
π

2n+1
= 2

√
1 + cos π

2n+1

2

= 2
√

cos2
π

2n+2
= 2 cos

π

2n+2

což jsme chtěli. Nyńı můžeme psát

bn =
√

2− 2 cos
π

2n

a následně dḱy známému vzorci sin2 α
2 = 1−cos α

2

lim
n→∞

2nbn = lim
n→∞

2n

√
2− 2 cos

π

2n
= lim

n→∞

√
2− 2 cos π

2n

1
2n

= lim
n→∞

2
√

1−cos π
2n

2

1
2n

= lim
n→∞

sin π
2n+1

1
2n+1

= π lim
n→∞

sin π
2n+1

π
2n+1

= π.

Protože
∑∞

n=1
1
2n je konvergentńı, řada

∑∞
n=1 bn dle věty 8.28 konverguje.
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Nav́ıc vztah π = limn→∞ 2nbn nám dává možnost spoč́ıtat hodnotu č́ısla π.
Prvńıch pár člen̊u je

3.12144515225805; 3.14157294036788;
3.13654849054594; 3.14158772527996;
3.14033115695474; 3.14159142150464;
3.14127725093276; 3.14159234561108;
3.14151380114415; 3.14159257654500 ≈ π;

Tato konvergence je ale relativně pomalá, existuj́ı lepš́ı metody.
¤

Nyńı se pod́ıváme na jistý typ řad, které konverguj́ı neabsolutně.

Věta 8.31. Nechť

a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ . . . , lim
n→∞

an = 0.

Pak
∑∞

n=1 an konverguje.

Za jednoduché př́ıklady mohou sloužit třeba
∞∑

n=1

(−1)n 1
n2

,

∞∑
n=1

(−1)n 1
n

,

∞∑
n=1

(−1)n 1√
n

.

Snadno si můžete ověřit, že prvńı řada konvrguje absolutně, druhé a třet́ı neabso-
lutně.





KAPITOLA 9

Nekonečné řady funkćı

1. Pojem řady funkćı a obor konvergence

Buď dána posloupnost funkćı fn(x) definovaných na stejném intervalu I = (a, b)
(nebo [a, b), (a, b] či [a, b]). Potom symbol

∞∑
n=1

fn(x)

znamená řadu funkćı nebo též funkčńı řadu.
Řekněme si, co znamená jej́ı součet. Zvolme pevně c ∈ I a označme an = fn(c).

Pak
∞∑

n=1

fn(c) =
∞∑

n=1

an

je obyčejná řada č́ısel a lze ji, pokud možno, sč́ıtat. Množina těch c, pro která řada
konverguje, se nazývá obor konvergence.

Definice 9.1. Buď dána posloupnost funkćı fn(x) na intervalu I a buď
∑∞

n=1 fn(x)
př́ıslušná řada. Oborem konvergence dané řady nazýváme množinu

{
x ∈ I;

∞∑
n=1

fn(x) < ∞
}

.

Př́ıklad 9.2. Buď M ⊂ I libovolná. Pak existuje funkčńı řada
∑∞

n=1 fn(x)
taková, že jej́ı obor konvergence je M .

D̊ukaz. Definujme

fn(x) =

{
1 x /∈ M,

0 x ∈ M.

Zkoumejme součet řady
∑∞

n=1 fn(x).
1. x ∈ M . Pak

∞∑
n=1

fn(x) =
∞∑

n=1

0 < ∞.

2. x /∈ M . Pak
∞∑

n=1

fn(x) =
∞∑

n=1

1 = ∞.

M je tedy oborem konvergence řady
∑∞

n=1 fn(x).

¤
59
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Předchoźı př́ıklad ukazuje, že obor konvergence řady funkćı může vypadat zcela
libovolně. Ale tato situace se zcela změńı, pokud klademe na funkce fn(x) daľśı
požadavky.

Předpokládejme, že funkce fn(x) jsou spojité. Pak skutečně obor konvergence
této řady funkćı nemůže vypadat libovolně, ale zjistit, jak může vypadat, je poněkud
obt́ıžné. Např. je-li fn(x) = 1 v I,

∑∞
n=1 fn(x) nekonverguje nikde. V následuj́ıćım

př́ıkladě si ukážeme, že řada spojitých funkćı může konvergovat všude s vyj́ımkou
jednoho bodu.

Př́ıklad 9.3. Řada
∞∑

n=0

e−n|x|

konverguje pro každé nenulové reálné č́ıslo a diverguje pro 0.

D̊ukaz. Pro x = 0 je
∞∑

n=0

e−n|x| =
∞∑

n=0

1 = ∞.

Pro x 6= 0 je e−|x| < 1 a daná řada je geometrická s qocientem menš́ım než 1. Tedy
∞∑

n=0

e−n|x| =
∞∑

n=0

(
e−|x|

)n =
1

1− e−|x|
=

e|x|

e|x| − 1
< ∞.

¤
Předpokládejme nyńı, že od někud v́ıme, že řada spojitých funkćı konverguje

všude v I. Je potom

f(x) =
∞∑

n=1

fn(x)

spojitá v I? Odpověď je negativńı, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 9.4. Řada
∞∑
n=

(arctgnx− arctg (n− 1)x)

konverguje pro každé reálné x, ale součet neńı spojitá funkce.

D̊ukaz. Najdeme částečné součty. Zřejmě

sN =
N∑

n=1

(arctgnx− arctg (n− 1)x) = (arctgx− arctg 2x)

+ (arctg 2x− arctg 3x)

+ (arctg 3x− arctg 4x)

+ (arctg 4x− arctg 5x)
...

+ (arctg Nx− arctg (N − 1)x) = arctg Nx.
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Tedy

f(x) = lim
N→∞

arctg Nx =





π
2 pro x > 0;
0 pro x = 0;
−π

2 pro x < 0.

Výsledná funkce je tedy všude definovaná, ale neńı spojitá.
¤

Definice 9.5. Buď
∑∞

n=1 fn(x), x ∈ I řada funkćı s oborem konvergence I.
Pak f(x) =

∑∞
n=1 fn(x) je dobře definovaná funkce a ř́ıkáme, že

∑∞
n=1 fn(x) kon-

verguje k f(x) bodově. Pokud toto přeṕı̌seme do kvantifikátor̊u, m̊užeme dostat
formálńı definici:
∞∑

n=1

fn(x) → f(x) ⇐⇒ ∀ x ∈ I ∀ ε > 0 ∃n0

(
N ≥ n0 ⇒

∣∣∣f(x)−
N∑

n=1

fn(x)
∣∣∣ < ε

)

2. Stejnoměrná konvergence

Viděli jsme, že f(x) nemuśı být spojitá při bodové konvergenci ani pro spojité
funkce fn(x). Zkusme tedy naj́ıt jiný typ konvergence takový, aby se zachovala
spojitost.

Definice 9.6. Nechť
∑∞

n=1 fn(x), x ∈ I řada funkćı. Řı́káme, že
∑∞

n=1 fn(x)
konverguje k f(x) stejnoměrně, pokud

∀ ε > 0 ∃n0∀ x ∈ I
(
N ≥ n0 ⇒

∣∣∣f(x)−
N∑

n=1

fn(x)
∣∣∣ < ε

)

a ṕı̌seme
∑∞

n=1 fn(x) ⇒ f(x).

Všimněme si, že rozd́ıl v definićıch bodové a stejnoměrné konvergence je v
přesunu kvantifikátoru ∀ x ∈ I až za kvantifikátor ∃n0, což znamená, že při ste-
jnoměrné konvergenci n0 př́ıslušné k ε > 0 je stejné (či stejnoměrné) vzhledem k x
(tedy na x nezávislé). Navć je z toho vidět následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 9.7. Nechť
∑∞

n=1 fn(x) ⇒ f(x) v I, pak
∑∞

n=1 fn(x) → f(x) v I.

Věta 9.8. Buď fn(x) spojité v I a
∑∞

n=1 fn(x) ⇒ f(x) v I. Pak f je spojitá v
I.

Ověřit ale stejnoměrnou konvergenci př́ımo z definice je prakticky nemožné.
Zformulujeme si proto rozumnou postačuj́ıćı podmı́nku.

Věta 9.9 (Weirestrassovo kriterium). Buď
∑∞

n=1 fn(x) řada spojitých funkćı v
intervalu I a nechť

|fn(x)| ≤ an, x ∈ I.

Předpokládejme, že
∑∞

n=1 an < ∞. Pak
∑∞

n=1 fn(x) ⇒ f(x) k nějaké f v I a tedy,
v d̊usledku věty 9.8 je f spojitá v I.

Př́ıklad 9.10. Nechť

f(x) =
∞∑

n=1

1
n2(1 + n2x2)

.

Vyšetřete definičńı obor D(f) a zjistěte, v kterých bodech D(f) je f spojitá.
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Snadno zjist́ıme, že pro každé x ∈ R plat́ı
∣∣∣ 1
n2(1 + n2x2)

∣∣∣ ≤ 1
n2

:= an

a protože
∑∞

n=1 an =
∑∞

n=1
1

n2 < ∞, konverguje
∑∞

n=1
1

n2(1+n2x2) podle Weirstrassova
kriteria k nějaké spojité funkci definované v R.

¤
Klasická aplikace Weirstrassova kriteria spoč́ıvá v tom, že polož́ıme an =

max fn(x) a vyšetř́ıme konvergenci
∑∞

n=1 an.

Př́ıklad 9.11. Nechť

f(x) =
∞∑

n=1

x

1 + n4x2
.

Vyšetřete definičńı obor D(f) a zjistěte, v kterých bodech D(f) je f spojitá.

Najdeme max fn(x). Extrém funkce hledáme pomoćı derivace. Zřejmě pro
fn(x) = x

1+n4x2 je

f ′n(x) =
1 + n4x2 − 2n4x2

(1 + n4x2)2
=

1− n4x2

(1 + n4x2)2

fn je lichá, fn(0) = 0, fn(∞) = 0, derivace existuje všude a je rovna nule jen pro
x = 1

n2 , pokud nás zaj́ımaj́ı jen kladná x (to nám vzhledem k lichosti stač́ı). Tedy
v bodě x = 1

n2 je maximum a plat́ı

∣∣∣ x

1 + n4x2

∣∣∣ ≤
1

n2

1 + n4
(

1
n2

)2 =
1

2n2
:= an.

Protože
∑∞

n=1 an =
∑∞

n=1
1

2n2 < ∞, konverguje
∑∞

n=1
x

1+n4x2 podle Weirstrassova
kriteria k nějaké spojité funkci definované v R.

¤

3. Derivováńı a integrováńı řady funkćı

Vyšetřeme nyńı, za jakých podmı́nek můžeme derivovat či integrovat funkčńı
řadu člen po členu (u konečných součt̊u je to jasné).

Věta 9.12. Dána posloupnost funkćı fn(x) v intervalu (a, b) a nechť existuje
f ′n(x) pro každé n a x ∈ (a, b). Předpokládejme, že

(i) existuje c ∈ (a, b) tak, že
∑∞

n=1 fn(c) konverguje a
(ii)

∑∞
n=1 f ′n(x) ⇒ g(x) v (a, b).

Potom existuje f(x) taková, že
∞∑

n=1

fn(x) ⇒ f(x) v (a, b)

a nav́ıc
f ′(x) = g(x).
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Poznámka 9.13. Věta 9.12 ř́ıká prakticky, že za předpokladu
∑∞

n=1 f ′n(x) ⇒
m̊užeme psát (záměna sumy a derivace)

( ∞∑
n=1

fn(x)
)′

=
∞∑

n=1

f ′n(x).

Předpoklad (i) je ovšem podstatný. Jinak by se mohlo stát

fn(x) = 1 a f ′n(x) = 0.

Pak ∞∑
n=1

f ′n(x) ⇒ 0

a ∞∑
n=1

fn(x) =
∞∑

n=1

1 = ∞.

Věta 9.14. Dána posloupnost funkćı fn(x) v intervalu (a, b) a nechť existuj́ı∫ b

a
fn(x)dx pro každé n. Předpokládejme, že

∞∑
n=1

fn(x) ⇒ f(x) v [a, b].

Pak ∫ b

a

f(x)dx =
∞∑

n=1

∫ b

a

fn(x)dx.

Poznámka 9.15. Je to vlastně integrováńı člen po členu (záměna sumy a in-
tegrálu) ∫ b

a

( ∞∑
n=1

fn(x)
)
dx =

∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x)dx

Věta 9.16. Dána posloupnost funkćı fn(x) v intervalu (a, b) maj́ıćı primitivn
’i funkci Fn(x) pro každé n. Předpokládejme, že

(i) existuje c ∈ (a, b) tak, že
∑∞

n=1 Fn(c) konverguje a
(ii)

∑∞
n=1 fn(x) ⇒ f(x) v (a, b).

Potom existuje F (x) tak, že
∑∞

n=1 Fn(x) ⇒ F (x) a

F ′(x) = f(x).

Poznámka 9.17. Je to vlastně integrováńı člen po členu (záměna sumy a in-
tegrálu) ∫ ( ∞∑

n=1

fn(x)
)
dx =

∞∑
n=1

∫
fn(x)dx.

Předpoklad (i) je ovšem opět podstatný.





KAPITOLA 10

Mocninné řady

1. Pojem mocninné řady a poloměr konvergence

V této kapitole budeme zkoumat speciálńı typ funkčńıch řad, a to řady moc-
ninné. Jde o řady typu

∞∑
n=0

fn(x), kde fn(x) = an(x− c)n,

tj.
∞∑

n=0

an(x− c)n = a0 + a1(x− c) + a2(x− c)2 + . . . .

Č́ısla an bedeme uvažovat reálná.
Už jsme viděli, že o oboru konvergence libovolné řady nemůžeme nic ř́ıci. Ale

situace v př́ıpadě mocninné ředy je lepš́ı. Tady má již obor konvergence svá přesná
pravidla.

Věta 10.1 (O poloměru konvergence). Buď dána mocninná řada

(10.1)
∞∑

n=0

an(x− c)n.

Pak existuje R (tzv. poloměr konvergence), 0 ≤ R ≤ ∞, takový, že

|x− c| < R =⇒
∞∑

n=0

an(x− c)n konverguje (dokonce absolutně),

|x− c| > R =⇒
∞∑

n=0

an(x− c)n diverguje.

Poznámka 10.2. Uvažujme na moment řadu (10.1) s c a an komplexńımy. Pak
věta o poloměru konvergence plat́ı opět a geometricky množina {x ∈ C; |x− c| < R}
je v komlexńı rovině kruh se středem c a ploměrem R. V reálném př́ıpadě jde o
interval délky 2R a středem c.

Př́ıklad 10.3. Najdi poloměr konvergence řady
∞∑

n=0

xn

an
.

Řešeńı. Je to geometrická řada s qocientem x
a . Pak

∣∣∣x
a

∣∣∣ < 1 =⇒ řada konverguje,
∣∣∣x
a

∣∣∣ > 1 =⇒ řada diverguje.

65
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Tedy R = a.
¤

Př́ıklad 10.4. Najdi poloměr konvergence řady
∞∑

n=0

nnan.

Řešeńı. Pod́ılovým kriteriem

lim
n→∞

∣∣∣ (n + 1)n+1xn+1

nnxn

∣∣∣ = lim
n→∞

(n + 1)(1 + 1/n)n|x| = e|x| lim
n→∞

(n + 1)

= ∞ pro x 6= 0.

Tedy řada
∑∞

n=0 nnan diverguje pro x 6= 0 a R = 0.
¤

Př́ıklad 10.5. Najdi poloměr konvergence řady
∞∑

n=0

xn

n!
.

Řešeńı. Pod́ılovým kriteriem

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣

xn+1

(n+1)!
xn

n!

∣∣∣∣∣∣
= lim

n→∞
|x|

n + 1
= |x| lim

n→∞
1

n + 1

= 0 pro každé x ∈ R.

Tedy řada
∑∞

n=0
xn

n! konverguje pro x ∈ R a R = ∞.
¤

Vid́ıme tedy, že R může skutečně nabývat všech hodnot včetně 0 či∞. Je jasné,
že v bodě c mocninná řada vždy konverguje. Jak je to ale v bodech c−R, c + R?

Př́ıklad 10.6. Najdi obor konvergence řady
∞∑

n=1

xn

n2
.

Řešeńı. Pod́ılovým kriteriem

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣

xn+1

(n+1)2

xn

n2

∣∣∣∣∣∣
= |x| lim

n→∞
n2

(n + 1)2
= |x|.

Tedy řada
∑∞

n=1
xn

n2 konverguje pro |x| < 1 a diverguje pro |x| > 1. Tedy R = 1.
Dosaďme nyńı x = 1 a máme

∞∑
n=1

1
n2

< ∞.

Dosaďme x = −1 a máme
∞∑

n=1

(−1)n

n2
< ∞.

Obor konvergence dané řady je tedy [−1, 1].
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¤

Př́ıklad 10.7. Najdi obor konvergence řady
∞∑

n=1

xn

n
.

Řešeńı. Pod́ılovým kriteriem

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
xn+1

n+1
xn

n

∣∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

n

n + 1
= |x|.

Tedy řada
∑∞

n=1
xn

n konverguje pro |x| < 1 a diverguje pro |x| > 1. Tedy R = 1.
Dosaďme nyńı x = 1 a máme

∞∑
n=1

1
n

= ∞.

Dosaďme x = −1 a máme podle Leibnitzova kriteria
∞∑

n=1

(−1)n

n
< ∞.

Obor konvergence dané řady je tedy [−1, 1).

¤

Př́ıklad 10.8. Najdi obor konvergence řady
∞∑

n=0

xn.

Řešeńı. Pod́ılovým kriteriem

lim
n→∞

∣∣∣∣
xn+1

xn

∣∣∣∣ = |x|.

Tedy řada
∑∞

n=0 xn konverguje pro |x| < 1 a diverguje pro |x| > 1. Tedy R = 1.
Dosaďme nyńı x = 1 a máme

∞∑
n=0

1 = ∞.

Dosaďme x = −1 a máme
∞∑

n=0

(−1)n diverguje, neboť lim
n→∞

(−1)n 6= 0.

Obor konvergence dané řady je tedy (−1, 1).

¤
Na předchoźıch třech př́ıkladech vid́ıme, že řada může na kraj́ıch intervalu

konvergence dělat cokoli.
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Nyńı si ukážeme, jak se dá prakticky spoč́ıtat poloměr konvergence. Jako v
předchoźıch př́ıkladech to uděláme z pod́ılového či odmocninového kriteria. Nechť
je dána mocninná řada jako v (10.1)

∞∑
n=0

an(x− c)n.

Pod́ılové kriterium.

lim
n→∞

|an+1||x− c|n+1

|an||x− c|n = |x− c| lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣.

Přdpokládejme, že limn→∞
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ := A existuje (Buď reálné č́ıslo, 0 či nekonečno).
Je-li |x−c|A < 1 ⇔ |x−c| < 1/A, pak dle pod́ılového kriteria daná řada konverguje
a je-li |x − c|A > 1 ⇔ |x − c| > 1/A, pak dle pod́ılového kriteria daná řada diver-
guje. To znamená, že R = 1/A. Plat́ı tedy vzoreček R = limn→∞

∣∣∣ an

an+1

∣∣∣. Úplně

analogicky bychom dokázali z odmocninového kriteria vzorec R = limn→∞ 1
n
√
|an|

.

Předchoźı úvahy shrneme do věty.

Věta 10.9. Nechť je dána řada
∞∑

n=0

an(x− c)n.

Pokud existuje limn→∞
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ pak

R = lim
n→∞

∣∣∣ an

an+1

∣∣∣.

Pokud existuje limn→∞ n
√
|an| pak

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

.

Př́ıklad 10.10. Najdi poloměr konvergence mocninné řady
∞∑

n=1

xn

n2
.

Řešeńı.

R = lim
n→∞

1
n2

1
(n+1)2

= lim
n→∞

(n + 1)2

(n)2
= 1.

¤

Př́ıklad 10.11. Najdi poloměr konvergence mocninné řady
∞∑

n=1

xn

n.2n
.

Řešeńı.

R = lim
n→∞

1
n.2n

1
(n+1).2(n+1)

= lim
n→∞

2(n + 1)
n

= 2.

¤
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Př́ıklad 10.12. Najdi poloměr konvergence mocninné řady
∞∑

n=0

x2n+1

2n + 1
.

Snadno
∞∑

n=0

x2n+1

2n + 1
= x +

x3

3
+

x5

5
+ . . . .

Řešeńı. Tady je

an =

{
1
n pro n liché;
0 pro n sudé.

Tedy limn→∞
∣∣∣ an

an+1

∣∣∣ neexistuje. Přesto se ale dá poloměr konvergence spoč́ıtat
následuj́ıćı úvahou.

Polož y = x2. Pak daná řada přejde na řadu

x

∞∑
n=0

yn

2n + 1
.

Jej́ı poloměr konvergence spoč́ıtat lze:

R = lim
n→∞

1
2n+1

1
2(n+1)+1

= lim
n→∞

2n + 3
2n + 1

= 1

a tedy v́ıme, že pokud |x2| = |y| < 1, řada konverguje a pokud |x2| = |y| > 1, řada
diverguje. Tedy R = 1.

¤

Věta 10.13. Nechť je dána řada
∞∑

n=0

an(x− c)n

s poloměrem konvergence R, 0 < R ≤ ∞. Je-li 0 < r < R pak
∑∞

n=0 an(x − c)n

konverguje stejnoměrně v intervalu [c− r, c + r].

2. Derivováńı a integrováńı mocninných řad

Řada
∑∞

n=0 an(x− c)n definuje tedy v (c−R, c + R) spojitou funkci. Napǐsme
pod sebe dvě řady:

∞∑
n=0

an(x− c)n;(10.2)

∞∑
n=1

nan(x− c)n−1.(10.3)

Řada (10.3) vznikla z řady (10.2) formálńım derivováńım člen po členu. Vypoč́ıtejme
poloměr konvergence R1 řady (10.3).

R1 = lim
n→∞

nan

(n + 1)an+1
= lim

n→∞
n

n + 1
lim

n→∞
an

an+1
= lim

n→∞
an

an+1
= R.
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Obě řady maj́ı tedy stejný poloměr konvergence a v každém intervalu [c− r, c + r]
(0 < r < R) řada (10.3) konverguje stejnoměrně. Dle věty 9.12 tedy plat́ı vzoreček

(10.4)
( ∞∑

n=0

an(x− c)n
)′

=
∞∑

n=1

nan(x− c)n−1

pro x ∈ [c− r, c + r] a tedy pro každé x ∈ (c−R, c + R). Mocninnou řadu lze tedy
derivovat člen po členu.

Př́ıklad 10.14. Sečti řadu
∞∑

n=0

n

2n
.

Řešeńı. Snadno ukážeme dle pod́ılového kriteria konvergenci. Položme

f(x) =
∞∑

n=0

nxn.

Můžeme zase snadno ověřit, že poloměr konvergence R této mocninné řady je R = 1.
Lze tedy psát pro x ∈ (−1, 1) (s vyj́ımkou 0)

f(x)
x

=
∞∑

n=0

nxn−1.

Protože (xn)′ = nxn−1, plat́ı dle vzorce (10.4)

f(x)
x

=
∞∑

n=0

nxn−1 =
( ∞∑

n=0

xn
)′

v intervalu (−1, 1)

a následně ∫
f(x)

x
dx =

∞∑
n=0

xn + c =geom. ředa=
1

1− x
+ c.

Tedy
f(x)

x
dx =

( 1
1− x

+ c
)′

=
1

(1− x)2

a tedy v intervalu (−1, 1) plat́ı

f(x) =
∞∑

n=0

nxn =
x

(1− x)2
.

Dosad́ıme-li x = 1
2 dostaneme

∞∑
n=0

n

2n
= f(

1
2
) =

1
(1− 1

2 )2
= 2.

¤
Položme si následuj́ıćı otázku. Nechť funkce f(x) =

∑∞
n=0 an(x − c)n je dána

mocninnou řadou v intervalu (c − R, c + R). Co lze ř́ıci o limx→(c+R)− f(x) popř.
limx→(c−R)+ f(x)?
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Tvrzeńı 10.15. Nechť

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− c)n v intervalu (c−R, c + R).

Nechť řada
∑∞

n=0 anRn konverguje absolutně, tj.
∑∞

n=0 |an|Rn < ∞. Pak

lim
x→(c+R)−

f(x) =
∞∑

n=0

anRn.

D̊ukaz. V intervalu [c, c + R] evidentně plat́ı
∞∑

n=0

|an(x− c)n| ≤
∞∑

n=0

|an|Rn <předpoklad< ∞.

Podle Weirstrassova kriteria v́ıme, že řada konverguje stejnoměrně v [c, c+R]. Podle
věty 9.8 je funkce f(x) spojitá (tedy i v bodě c + R) a proto plat́ı

lim
x→(c+R)−

f(x) = f(c + R) (=
∞∑

n=0

anRn).

¤
Śıla následuj́ıćı věty spoč́ıvá v tom, že z předchoźı věty odstrańı předpoklad

absolutńı konvergence.

Věta 10.16 (Abelova věta). Nechť

f(x) =
∞∑

n=0

an(x− c)n v intervalu (c−R, c + R).

Nechť řada
∑∞

n=0 anRn konverguje absolutně či neabsolutně, tj.
∑∞

n=0 anRn < ∞.
Pak

lim
x→(c+R)−

f(x) =
∞∑

n=0

anRn.

Př́ıklad 10.17. Sečtěte řadu
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
= 1− 1

2
+

1
3
− 1

4
+ . . . .

Řešeńı. Polož an = 1
n . Potom an je klesaj́ıćı posloupnost s nulovou limitou.

Dle Leibnitzova kriteria je

(10.5) s :=
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
< ∞.

Buď

(10.6) f(x) =
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
xn.

Poloměr konvergence této řady je

R = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
(−1)n+1

n
(−1)n+2

n+1

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

n + 1
n

= 1.
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Protože mocninnou řadu lze derivovat člen po členu, plat́ı v intervalu (−1, 1)

f ′(x) =
( ∞∑

n=1

(−1)n+1

n
xn

)′
=

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(xn)′ =

∞∑
n=1

(−1)n+1xn−1

= 1− x + x2 − x3 + · · · =geometrická řada=
1

1 + x
.

Integraćı máme
f(x) = ln(1 + x) + c.

Dosazeńım x = 0 do (10.6) dostaneme f(0) = 0 a tedy 0 = f(0) = ln(1 + 0) + c a
c = 0. Plat́ı tedy

f(x) =
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
xn = ln(1 + x), x ∈ (−1, 1).

My ale chceme dosadit x = 1, neboť s = f(1). Protože d́ıky (10.5) je s < ∞
můžeme použ́ıt Abelovu větu a máme

s = lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

ln(1 + x) = ln 2.

T́ım jsme našli
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
= ln 2.

¤
Př́ıklad 10.18. Sečtěte řadu

∞∑
n=0

(−1)n

2n + 1
= 1− 1

3
+

1
5
− 1

7
+ . . . .

Řešeńı. Polož an = 1
2n+1 . Potom an je klesaj́ıćı posloupnost s nulovou limitou.

Dle Leibnitzova kriteria je

(10.7) s :=
∞∑

n=0

(−1)n

2n + 1
< ∞.

Buď

(10.8) f(x) =
∞∑

n=0

(−1)n

2n + 1
x2n+1.

Poloměr konvergence této řady je

R = lim
n→∞

∣∣∣∣∣
(−1)n

2n+1

(−1)n+1

2n+3

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

2n + 3
2n + 1

= 1.

Protože mocninnou řadu lze derivovat člen po členu, plat́ı v intervalu (−1, 1)

f ′(x) =
( ∞∑

n=0

(−1)n

2n + 1
x2n+1

)′
=

∞∑
n=0

(−1)n

2n + 1
(x2n+1)′ =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

= 1− x2 + x4 − x6 + · · · =geometrická řada=
1

1 + x2
.

Integraćı máme
f(x) = arctg x + c.
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Dosazeńım x = 0 do (10.8) dostaneme f(0) = 0 a tedy 0 = f(0) = ln(1 + 0) + c a
c = 0. Plat́ı tedy

f(x) =
∞∑

n=0

(−1)n

2n + 1
x2n+1 = arctg x, x ∈ (−1, 1).

My ale chceme dosadit x = 1, neboť s = f(1). Protože d́ıky (10.7) je s < ∞
můžeme použ́ıt Abelovu větu a máme

s = lim
x→1−

f(x) = lim
x→1−

arctg x = arctg 1 =
π

4
.

T́ım jsme našli
∞∑

n=0

(−1)n

2n + 1
=

π

4
.

¤
Zopakujme si před daľśım př́ıkladem Taylorovy rozvoje

cosx =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ . . . ;

sin x =
∞∑

n=0

(−1)n+1

(2n + 1)!
x2n+1 = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ . . . .

Př́ıklad 10.19. Vuřešme pomoćı mocninných řad diferenciálńı rovnici

y′′ + y = 0.

Řešeńı. Samozřejmě v́ıme, že obecné řešeńı je dáno vztahem y = a0 cosx +
a1 sin x.

My se to pokuśıme naj́ıt pomoćı řad. Hledejme řešeńı ve tvaru

y =
∞∑

n=0

anxn.

Pak

y′ =
∞∑

n=1

nanxn−1 =
∞∑

n=0

(n + 1)an+1x
n;

y′′ =
∞∑

n=2

n(n− 1)anxn−2 =
∞∑

n=0

(n + 2)(n + 1)an+2x
n.

Dále je

y′′ + y =
∞∑

n=0

xn
(
an + (n + 2)(n + 1)an+2

)
= 0.

Mocninná řada se rovná 0 jedině pokud všechny koeficienty jsou 0. Z toho máme

an + (n + 2)(n + 1)an+2 = 0,

nebo ekvivalentně
an+2 = − an

(n + 2)(n + 1)
, n ≥ 0.

Volme a0 libovolně. Pak a2 = − a0
1.2 = −a0

2! , a4 = − a2
3.4 = a0

4! a indukćı by nám vyšlo

a2 = −a0

2!
, a4 =

a0

4!
, a6 = −a0

6!
, atd.
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Volme a1 libovolně. Pak a3 = − a1
2.3 = −a1

3! , a5 = − a3
4.5 = a1

5! a indukćı by nám vyšlo

a3 = −a1

3!
, a5 =

a1

5!
, a7 = −a1

7!
, atd.

Řešeńı je tedy

y = a0 + a1x− a0

2!
x2 − a1

3!
x3 +

a0

4!
x4 +

a1

5!
x5 −−a0

6!
x6 − a1

7!
x7 + . . .

= a0

(
1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ . . .

︸ ︷︷ ︸
cos x

)
+ a1

(
x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ . . .

︸ ︷︷ ︸
sin x

)

= a0 cos x + a1 sinx.

¤
Př́ıklad 10.20. Ukažme, že∫ e

0

xex

ex − 1
dx ≤ 2.

Řešeńı. Neńı těžké ukázat, že
∫∞
0

ex

ex−1dx < ∞. Substitućı máme.

I :=
∫ e

0

xex

ex − 1
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣

t = ex, x = ln t
dx = − 1

t dt
x = 0 ⇒ t = 1
x = e ⇒ t = 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∫ 1

0

ln t

t− 1
dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣

s = 1− t
ds = −dt
t = 0 ⇒ s = 1
t = 0 ⇒ s = 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

= −
∫ 1

0

ln(1− s)
s

ds.

Definujme funkci

f(x) = −
∫ x

0

ln(1− s)
s

ds.

Rozviňme − ln(1− s) do Taylorovy řady, tj.

− ln(1− s) = s +
s2

2
+

s3

3
+

s4

4
+ · · · =

∞∑
n=1

sn

n
, s ∈ (−1, 1).

Potom

f(x) =
∫ x

0

( ∞∑
n=1

sn−1

n

)
ds =

∞∑
n=1

∫ x

0

sn−1

n
ds =

∞∑
n=1

xn

n2
.

Tedy

f(x) =
∞∑

n=1

xn

n2
, s ∈ (−1, 1).

Protože
∑e

n=1
1

n2 < ∞, je podle Abelovy věty

f(1) =
∫ ∞

0

xex

ex − 1
dx =

∞∑
n=1

1
n2

≤ 1 +
∞∑

n=2

1
n(n− 1)

= 1 +
∞∑

n=2

( 1
n− 1

− 1
n

)
= 2.

¤
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Fourierovy řady

1. Ortonormalita systému cosin̊u a sin̊u

Npǐsme si několik známých goniometrických vzorečk̊u:

sin α sinβ =
1
2
[
cos(α− β)− cos(α + β)

]
,

cosα cos β =
1
2
[
cos(α− β) + cos(α + β)

]
,

sin α cosβ =
1
2
[
sin(α + β) + sin(α− β)

]
,

cosα sin β =
1
2
[
sin(α + β)− sin(α− β)

]
.

Uvažujme interval (−l, l) a něm soustavu funkćı 1, cos πnx
l , sin πnx

l , n ≥ 0. Nechť
m,n ≥ 1, m 6= n. Potom

∫ l

−l

sin
πmx

l
sin

πnx

l
dx =

1
2

∫ l

−l

cos
π(m− n)x

l
− cos

π(m + n)x
l

dx

=
1
2

[ l

π(m− n)
sin

π(m− n)x
l

− l

π(m + n)
sin

π(m + n)x
l

]l

−l
= 0.

Analogicky
∫ l

−l

cos
πmx

l
cos

πnx

l
dx =

1
2

∫ l

−l

cos
π(m− n)x

l
+ cos

π(m + n)x
l

dx

=
1
2

[ l

π(m− n)
sin

π(m− n)x
l

+
l

π(m + n)
sin

π(m + n)x
l

]l

−l
= 0.

Dále
∫ l

−l

sin
πmx

l
cos

πnx

l
dx =

1
2

∫ l

−l

sin
π(m + n)x

l
+ sin

π(m− n)x
l

dx

=
1
2

[
− l

π(m + n)
cos

π(m + n)x
l

− l

π(m− n)
cos

π(m− n)x
l

]l

−l
= 0.

Nechť nyńı m = n, n ≥ 1. Pak
∫ l

−l

sin
πmx

l
cos

πnx

l
dx =

∫ l

−l

sin
πnx

l
cos

πnx

l
dx

=
1
2

[ l

πn
sin2 πnx

l

]l

−l
= 0.

75
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Spočtěme ještě
∫ l

−l

1. sin
πnx

l
dx =

[
− l

πn
cos

πnx

l

]l

−l
= 0,

∫ l

−l

1. cos
πnx

l
dx =

[ l

πn
sin

πnx

l

]l

−l
= 0.

T́ım jsme spoč́ıtali, že systém funkćı 1, cos πnx
l , sin πnx

l , n ≥ 1 je na intervalu
(−l, l) ortogonálńı. Spoč́ıtejme ještě

∫ l

−l

sin2 πnx

l
dx =

1
2

∫ l

−l

1− sin
2πnx

l
dx =

1
2

[
x− l

2πn
cos

2πnx

l

]l

−l
= l,

∫ l

−l

cos2
πnx

l
dx =

1
2

∫ l

−l

1 + sin
2πnx

l
dx =

1
2

[
x +

l

2πn
cos

2πnx

l

]l

−l
= l,

∫ l

−l

12dx = [x]l−l = 2l.

Ze všech těchto výpočt̊u plyne platnost následuj́ıćı věty.

Věta 11.1. Systém funkćı
1√
2l

,
1√
l
cos

πnx

l
,

1√
l
sin

πnx

l
, n ≥ 1

je na intervalu (−l, l) ortonormálńı.

2. Formálńı rozvoj

Nechť f(x) je dána v intervalu (−l, l). Ptejme se, zda existuj́ı č́ısla an, bn, n ≥ 0
tak, že v nějakém smyslu plat́ı

f(x) =
∞∑

n=0

an cos
πnx

l
+ bn sin

πnx

l
= a0 +

∞∑
n=1

an cos
πnx

l
+ bn sin

πnx

l
.

Předpokládejme, že to plat́ı pro každé x. Volme k ≥ 0 a vynásobme předchoźı
rovnost postupně funkcemi 1, cos πkx

l , sin πkx
l a integrujme od −l do l. Dı́ky

ortonormalitě okamžitě vyjde pro k ≥ 1

ak =
1
l

∫ l

−l

f(x) cos
πkx

l
dx, bk =

1
l

∫ l

−l

f(x) sin
πkx

l
dx

a pro k = 0

a0 =
1
2l

∫ l

−l

f(x)dx.

Takto tedy muśı vypadat an, bn, pokud má mı́t trigonometrická řada šanci na
konvergenci.

3. Bodová konvergence

Nechť
∫ l

−l
|f(x)|dx < ∞ (tento předpoklad je nutný, abychom zaručili existenci

ak, bk). Položme v daľśım pro k ≥ 0

ak =
1
l

∫ l

−l

f(x) cos
πkx

l
dx, bk =

1
l

∫ l

−l

f(x) sin
πkx

l
dx
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a definujme

Ff (x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
πnx

l
+ bn sin

πnx

l
,

Ff,N (x) =
a0

2
+

N∑
n=1

an cos
πnx

l
+ bn sin

πnx

l
.

Protože Ff (x) je 2l-periodická, je výhodné rozš́ı̌rit i funkci f(x) 2l-periodicky na
celé R a ptáme se, zda pro všechna x ∈ R plat́ı

f(x) = Ff (x).

Definice 11.2. řekneme, že funkce f(x) ja na [a, b] po částech hladká, pokud
existuje děleńı a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 = b intervalu [a, b] takové, že
f más spojitou derivaci v (ci, ci+1), i = 0, 1, 2, . . . , n a existuj́ı konečné limity

f(ci+) = lim
x→ci+

f(x), f(ci−) = lim
x→ci−

f(x),

f ′(ci+) = lim
x→ci+

f ′(x), f ′(ci−) = lim
x→ci−

f ′(x).

Věta 11.3. Nechť f(x) je po částech hladká v [−l, l] a periodická v R. Pak pro
všechna x ∈ R plat́ı

Ff (x) =
f(x+) + f(x−)

2
.

Věta 11.4. Nechť f(x) ∈ C1(R) a periodická v R s periodou 2l. Pak pro všechna
x ∈ R plat́ı

Ff (x) = f(x)

a nav́ıc je tato konvergence stejnoměrná. To znamená Ff,N (x) ⇒ f(x) v R, tj.

lim
N→∞

sup
x∈R

|Ff,N (x)− f(x)| = 0.

Poznámka 11.5. Nechť f(x) je spojitá a periodická v R s periodou 2l. Pak
nemuśı být

Ff (x) = f(x).

Př́ıklad 11.6. Nechť f je 2π-periodická,

f(x) =

{
−1 x ∈ (−π, 0),
1 x ∈ (0, π).

Najdi Fourierovu řadu.

Řešeńı. Graf funkce f vid́ıme na obrázku 1.
Fourierova řada vyjde

f(x) =
4
π

(sin x +
1
3

sin 3x +
1
5

sin 5x + . . . ).

Poznamenejme, že dosazeńım x = π/2 dostaneme známý součet

π

4
= 1− 1

3
+

1
5
− 1

7
+ . . . .

¤
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π 2ππ2π −−

1

−1

x

y

y=f(x)

Obrázek 1. Funkce z př́ıkladu 11.6

Př́ıklad 11.7. Nechť f je 2π-periodická,

f(x) =

{
− x

π x ∈ (−π, 0),
x
π x ∈ (0, π).

Najdi Fourierovu řadu.

Řešeńı. Graf funkce f vid́ıme na obrázku 2.

π 2ππ2π −−

1

−1

x

y

y=f(x)

Obrázek 2. Funkce z př́ıkladu 11.7
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Fourierova řada vyjde

f(x) =
1
2
− 4

π2
(cos x +

1
32

cos 3x +
1
52

cos 5x + . . . ).

¤
Př́ıklad 11.8. Nechť f je 2π-periodická,

f(x) =
x

π
, x ∈ (−π, π).

Najdi Fourierovu řadu.

Řešeńı. Graf funkce f vid́ıme na obrázku 3.

π 2ππ2π −−

1

−1

x

y

y=f(x)

Obrázek 3. Funkce z př́ıkladu 11.8

Fourierova řada vyjde

f(x) =
2
π

(sin x− 1
2

sin 2x +
1
3

sin 3x + . . . ).

¤
Př́ıklad 11.9. Nechť f je 2π-periodická,

f(x) =
x− π

π2
, x ∈ (−π, π).

Najdi Fourierovu řadu.

Řešeńı. Graf funkce f vid́ıme na obrázku 4.
Fourierova řada vyjde

f(x) =
1
3

+
4
π2

(cos x +
1
22

cos 2x +
1
32

cos 3x + . . . ).

Poznamenejme, že dosazeńım x = 0 dostaneme známý součet

π2

6
= 1 +

1
22

+
1
32

+
1
42

+ . . . .

¤
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π 2ππ2π −−

1

−1

x

y

y=f(x)

Obrázek 4. Funkce z př́ıkladu 11.9

4. Konvergence v L2(0, l)

Předpokládejme, že f ∈ L2(−l, l). Pak ze Schwarzovy nerovnosti vyjde
∫ l

−l

|f(x)|dx ≤
( ∫ l

−l

12dx
)1/2( ∫ l

−l

|f(x)|2dx
)1/2

= 2l
( ∫ l

−l

|f(x)|2dx
)1/2

< ∞

a ak, bk jsou definovány.

Věta 11.10. Nechť f(x) ∈ L2(−l, l) a periodická v R s periodou 2l. Pak plat́ı

‖Ff,N (x)− f(x)‖L2(−l,l) → 0 pro N →∞.
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Rovnice vedeńı tepla

Řešme následuj́ıćı úlohu: Představme si rovnou tyč (z nějakého materiálu) s
konstantńım pr̊uřezem S a délky l, která je zahřátá v čase t = 0 na teplotu ϕ(x).
Předpokládejme, že na obou okraj́ıch tyče nějakým zp̊usobem drž́ıme konstantńı
teplotu 0. Jaké bude rozložeńı teploty na tyči v čase t?

1. Odvozeńı

Nejprve zformulujme fyzikálńı zákony, které užijeme.
Představme si rovnou tyč (z nějakého materiálu) s konstantńım pr̊uřezem (třeba

kruhovým) S a délky l. Předpokládejme, že na levém okraji tyče nějakým zp̊usobem
drž́ıme konstantńı teplotu T1, na pravém konci teplotu T2. Po deľśı době se v tyči
ustáĺı (d́ıky přechodu tepla) nějaké rozložeńı teploty. Dı́ky rozd́ılným teplotám na
kraji docháźı k přechodu tepla z tepleǰśıho konce na studený. Na čem ale toto
množstv́ı tepla záviśı?

1. Jistě na času. Č́ım větš́ı čas výměna tepla trvá, t́ım větš́ı množstv́ı tepla se
vyměńı. Tedy množstv́ı tepla je př́ımo úměrné času, po který výměna tepla
trvá.

2. Jistě na rozd́ılu teplot T2 − T1. Č́ım větš́ı rozd́ıl, t́ım větš́ı množstv́ı tepla (za
jednotku času) se vyměńı a uvažujme, že tato závislost je lineárńı.

3. Jistě na délce tyče l. Č́ım větš́ı délka, t́ım menš́ı množstv́ı tepla se vyměńı (za
jednotku času) a uvažujme, že tato závislost je nepř́ımá úměra .

4. Jistě na plošném pr̊uřezu tyče S. Č́ım větš́ı plošný pr̊uřez, t́ım větš́ı množstv́ı
tepla se vyměńı (za jednotku času) a tato závislost je př́ımá úměra .

Z předchoźıch úvah plyne, že množstv́ı vyměněného tepla Q za čas t je

(12.1) Q = kS
T2 − T1

l
t,

kde k je nějaká materiálová konstanta.

Představme si opět stejnou rovnou tyč. Předpokládejme tuto fyzikálńı situaci.
Na začátku má daná tyč teplotu T1 a na konci děje má teplotu T2. Na čem záviśı
úbytek tepla? V tomto př́ıpadě nazáviśı na době, je př́ımo úměrný pr̊uřezu S a
dělce tyče l, ale hlavně je úměrný rozd́ılu teplot T2 − T1. Z toho plyne, že úbytek
tepla je dán vzorcem

(12.2) Q̃ = −cSl(T2 − T1).

Předpokládejme, že nyńı máme tyč délky l a teplota se v ńı nějak měńı.
Hledáme tedy funkci teploty T (t, x). Nechť ji známe. Označme S pr̊uřez. Uvažujme
nějký bod na tyči o souřadnici x a časový úsek (velmi malý) dt. Kolik tepla projde
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skrz plochu S za dt zprava doleva? Vezmeme bod x + dx velmi bĺızko bodu x a
množstv́ı tepla, které projde za dt přes interval (x, x + dx) je podle (12.1) rovno

(12.3) −kS
T (t, x + dx)− T (t, x)

dx
dt = −kS

∂T (t, x)
∂x

dt.

Vezmeme nyńı dva bĺızké body x, x + dx a uvažujme válec pr̊uřeszu S s těmito
koncovými body. Množstv́ı tepla, které do něho vstouṕı za čas dt, je podle (12.3)

(12.4) kS
(∂T (t, x)

∂x
− ∂T (t, x + dx)

∂x

)
dt.

Z druhé strany lze považovat pro malé dx teplotu za konstantńı vzhledem k x.
Teplota za čas t + dt je T (t + dt, x) a úbytek tepla je tedy dle (12.2)

−cS
(
(T (t + dt, x)− T (t, x)

)
dx.

Snadná tepelná bilance ř́ıká, že

−cS
(
(T (t + dt, x)− T (t, x)

)
dx = kS

(∂T (t, x)
∂x

− ∂T (t, x + dx)
∂x

)
dt.

Vydělme dt a dx a dostaneme po snadných úpravách

∂T (t, x)
∂t

=
k

c

∂2T (t, x)
∂x2

.

Označ́ıme-li ještě k
c = a2, dostaneme rovnici tepla ve tvaru

(12.5)
∂T (t, x)

∂t
= a2 ∂2T (t, x)

∂x2
.

2. Matematická formulace problému

Problém 12.1. Buď a > 0 a nechť je dána funkce ϕ(x) na intervalu [0, l],
ϕ(0) = ϕ(l) = 0. Hledejme funkci T (t, x) definovanou v [0,∞)× [0, l], která splňuje

(i) je spojitá v [0,∞)× [0, l],
(ii) splňuje rovnici

∂T (t, x)
∂t

= a2 ∂2T (t, x)
∂x2

v (0,∞)× (0, l),
(iii) okrajové podmı́nky T (t, 0) = T (t, l) = 0 pro každé t > 0,
(iv) počátečńı podmı́nky T (0, x) = ϕ(x) pro každé x ∈ [0, l].

Funkce splňuj́ıćı (i), (ii), (iii) a (iv) se nazývá klasické (silné) řešeńı problému
12.1. (na rozd́ıl od slabého). V následuj́ıćıch částech si ukážeme, že tato úloha
má jednoznačné řešeni pro každou spojitou funkci ϕ(x) na intervalu [0, l], ϕ(0) =
ϕ(l) = 0.

3. Jednoznačnost řešeńı - princip maxima

Následuj́ıćı věta vyjadřuje fyzikálně skutečnost, že pokud drž́ıme na okraj́ıch
tyče nulovou teplotu, neńı teplota v libovolném čase nikdy větš́ı než maximálńı
teplota na začátku. To je celkem přirozené.

Věta 12.2. Buď a > 0 a nechť je dána spojitá funkce ϕ(x) na intervalu [0, l],
ϕ(0) = ϕ(l) = 0. Předpokládejme na moment, že nějaká funkce T (t, x) je řešeńım
problému 12.1.

max{T (t, x); (t, x) ∈ [0,∞)× [0, l]} = max{ϕ(x); x ∈ [0, l]}.
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D̊ukaz. Označme Volme konečný čas t̃ a uvažujme konečný časoprostorový
válec Vet = [0, t̃]× [0, l]. Položme ještě Γ = [0, l]× {0}. Označme

M = max{T (t, x); (t, x) ∈ V }, m = max{T (t, x); (t, x) ∈ Γ}.
Předpokládejme 0 ≤ m < M .

Naznač́ıme si nejprve myšlenku. Předpokládejme, že funkce T (t, x) nabývá
maxima někde v (0, t̃) × (0, l), tj. uvnitř Vet. Buď tedy (t0, x0), 0 < t0 < t̃ a
0 < x0 < l, bod, ve kterém T (t0, x0) = M . Protože se jedná o maximum funkce ve
vnitřńım bodě, je funkce v tomto bodě, plat́ı

∂2T (t0, x0)
∂x2

≤ 0, a
∂T (t0, x0)

∂t
= 0.

Představme si ale na okamžik, že by šlo o ostrou nerovnost, tj. ∂2T (t0,x0)
∂x2 < 0. Pak

ale
∂T (t0, x0)

∂t
+

∂2T (t0, x0)
∂x2

< 0

což je spor s faktem, že má být

∂T (t0, x0)
∂t

+
∂2T (t0, x0)

∂x2
= 0.

Tento postup má dvě slabiny. Jednak klidně může být ∂2T (t0,x0)
∂x2 = 0 a také

by mohlo být t0 = t̃0 a tedy (t0, x0) neńı vnitřńı bod. Tyto nedostatky nyńı
odstrańıme.

Definujme funkci

(12.6) v(t, x) = T (t, x) +
M −m

2t̃
(t0 − t).

Protože je m < M , plat́ı

v(0, x) = T (0, x) +
t0

2t̃
≤ m +

M −m

2t̃
t̃ = m +

M −m

2
=

M + m

2
< M.

Protože je tato funkce spojitá ve Vet, nabývá svého maxima v nějakém bodě (t1, x1).
Zřejmě je

v(t1, x1) ≥ v(t0, x0) = T (t0, x) = M > m

a bod (t1, x1) nepatř́ı do Γ, tj. t1 > 0. Pokud by bylo ∂2v(t1,x1)
∂x2 > 0, nebylo by v

(t1, x1) maximum. Je tedy nutně

(12.7)
∂2v(t1, x1)

∂x2
≤ 0.

Představme si na moment, že t1 < t̃. Protože

v(t, 0) = T (t, 0) +
M −m

2t̃
(t0 − t) =

M −m

2t̃
t̃ ≤ M

a

v(t, l) = T (t, l) +
M −m

2t̃
(t0 − t) =

M −m

2t̃
t̃ ≤ M,

nemůže být x0 = 0 ani x0 = l. Buď je tedy bod (t1, x1) vnitřńım bodem t̃ a v
tom př́ıpadě je ∂v(t1,x1)

∂t = 0 (parciálńı derivace je nula, neboť v bodě (t1, x1) má
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v maximum) nebo je t1 = t̃ a v tomto př́ıpadě muśı být ∂v(t1,x1)
∂t ≥ 0. V každém

př́ıpadě

(12.8)
∂v(t1, x1)

∂t
≥ 0.

Dı́ky (12.7), (12.8) a (12.6) máme

0 =
∂T (t1, x1)

∂t
− ∂2T (t1, x1)

∂x2
=

∂v(t1, x1)
∂t

+
M −m

2t̃
− ∂2v(t1, x1)

∂x2
> 0

a dostali jsme spor.
¤

4. Existence řešeńı Fourierovou metodou

Nejprve najdeme nějakou množinu nenulových funkćı splňuj́ıćıch (ii) a (iii) z
problému (12.1) a zkuśıme je nakombinovat tak, aby byla splněna i podmı́nka (iv).
Neprve budeme hledat funkci T (t, x) tak, aby splňovala (ii). Hledejme ji ve tvaru

T (t, x) = α(t)β(x).

Dosazeńım do (ii) máme

(12.9)
∂T (t, x)

∂t
= α′(t)β(x) = a2α(t)β′′(x) = a2 ∂2T (t, x)

∂x2
.

Snadno dostaneme pro každé t, x

(12.10)
α′(t)
α(t)

= a2 β′′(x)
β(x)

.

Nyńı přijde jedna z nejhezč́ıch úvah celého postupu. Protože (13.5) plat́ı pro každé
t, x a jedná se tedy o rovnost dvou funkćı dvou proměnných, je i (13.6) rovnost
funkćı dvou proměnných. Protože ale nalevo je funkce nezávislá na x, napravo
funkce nezávislá na t a maj́ı se rovnat jakožto funkce dvou proměnných, muśı se
obě rovnat stejné konstantńı funkci, řekněme p. Tedy

(12.11)
α′(t)
α(t)

= a2 β′′(x)
β(x)

= p.

Nejprve se pod́ıvejme na část

a2 β′′(x)
β(x)

= p.

Úpravou máme
β′′(x)− p

a2
β(x) = 0.

Funkce β(x) = 0 je jistě vždy řešeńı. Ale to by T (t, x) = α(t)β(x) = 0 a neměli by-
chom nenulové řešeńı. V kapitole 6 je ovšem vyřešena otázka, kdy existuje nenulové
řešeńı. To je v př́ıpadě vlastńıch č́ısel. Z věty 6.9 v́ıme, že pokud

p

a2
= −

(kπ

l

)2

,

pak existuje nenulové řešeńı

β(x) = sin
kπ

l
x
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a nav́ıc β(0) = β(l) = 0. Pod́ıvejme se nyńı na prvńı část (12.11). Jde o rovnici
α′(t)
α(t)

= p = −a2
(kπ

l

)2

=
(kπa

l

)2

.

Př́ımou integraćı dostaneme ln α(t) = −
(

kπa
l

)2

t a tedy

α(t) = e( kπa
l )2t.

Celkem jsme tedy dostali, že každá funkce

Tk(t, x) := e( kπa
l )2t sin

kπ

l
x

splňuje (ii) a (iii) z problému (12.1).
Ptejme se nyńı, zda můžeme pomoćı lineárńı kombinace těchto funkćı splnit i

podmı́nku (iv). Je zřejmé, že každá funkce tvaru

T (t, x) =
∞∑

k=1

ake( kπa
l )2t sin

kπ

l
x

splňuje (ii) a (iii). Podmı́nka (iv) ř́ıká, že

ϕ(x) = T (0, x) =
∞∑

k=1

ak sin
kπ

l
x.

Jde tedy o rozvoj funkce ϕ(x) do Fourierovy řady.





KAPITOLA 13

Rovnice struny

Řešme následuj́ıćı úlohu: Představme si strunu (z nějakého materiálu) délky
l, která je na kraj́ıch pevně uchycena (např. na kytaře). V čase t = 0 strunu
vychýĺıme z rovné polohy do polohy ϕ(x) a jestě ji dodáme počátečńı rychlost
ψ(x). Jaký tvar zaujme struna v čase t?

1. Odvozeńı

Předpokládejme, že struna délky l je vyrobena z dokonale ohebného vlákna
(neklade tedy odpor proti ohybu) a má nějakou lineárńı hustotu %(x), která se
neměńı s časem. Upevněme strunu na jej́ıch konćıch a napněme ji na obou konćıch
silou F . Můžeme si ještě představit, že na strunu p̊usob́ı nějaké ne moc velké
kolmé zat́ıžeńı f(t, x), které se měńı s časem. Předpokládejme, že struna nějak
kmitá. Hledáme tedy jej́ı výchylku u(t, x) v čase t. K odvozeńı rovnice pro u(t, x)
použijeme Newton̊uv pohybový zákon, který ř́ıká, že časová derivace hybnosti je
śıla. K odvozeńı rovnice struny budeme předpokládat, že

(i) funkce u(t, x) je tolik hladká, kolik potřebujeme (bude stačit, že má spojité
parciálńı derivace do druhého řádu),

(ii) výchylky jsou ”malé”, tj. hodnoty ∂u
∂x lze zanedbat oproti jedničce a výchylky

ve směru osy x zanedbáme,
(iii) vektor śıly, který naṕıná v každém bodě strunu, má směr jej́ı tečny, jeho

velikost se neměńı a je rovna F .
Vezměme nyńı malý pevně zafixovaný interval (x, x + ∆x) ⊂ (0, l) a napǐsme

Newton̊uv pohybový zákon pro odpov́ıdaj́ıćı úsek struny.

Zrychleńı odpov́ıdaj́ıćıho úseku struny:

Uvažujme ∆x malé. Potom délka ds na obrázku 1 je přibližně rovna délce části
tečny v bodě x uvažované na intervalu (x, x + ∆x). Ta je přibližně rovna

√
1 +

(∂u(t, x)
∂x

)2

∆x

a hmotnost této části struny je asi

%(x)

√
1 +

(∂u(t, x)
∂x

)2

∆x.

Protože předpokládáme, že ∂u
∂x lze zanedbat oproti jedničce, je tato hmotnost rovna

přibližně %(x)∆x. Vypoč́ıtejme hybnost této části struny. Uvažujme časový interval
(t, t + ∆t) (∆t malé) a vyjádřeme pr̊uměrnou rychlost za čas ∆t. Struna má v čase
t polohu u(t, x) v intervalu (x, x + ∆x) a v čase t + ∆t má polohu u(t + ∆t, x).
Předpokládejme, že délka zkoumaného intervalu ∆x je velmi malá. To znamená,
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x x+∆x

ds

u(t, x)

u(t+∆t, x)

x

y

Obrázek 1

že všechny body z intervalu (x, x + ∆x) uraźı za malý čas ∆t stejnou vzdálenost,
viz obrázek 1. Pr̊uměrná rychlost každého tohoto bodu je potom dána výrazem

u(t + ∆t, x)− u(t, x)
∆t

.

Pokud limit́ıme ∆t → 0, dostaneme rychlost každého bodu v čase t

∂u(t, x)
∂t

a vzhledem k tomu, že jsme si vyjádřili hmotnost části struny v intervalu (x, x+∆x),
máme vyjádřenou hybnost

%(x)
∂u(t, x)

∂t
∆x.

a konečně derivace hybnosti je

∂

∂t

(
%(x)

∂u(t, x)
∂t

)
∆x = %(x)

∂2u(t, x)
∂t2

∆x.

Poznamenejme, že pokud bychom uvažovali, že se hustota měńı i s časem, tj.
% := %(t, x), dostaneme, že derivace hybnosti je

∂

∂t

(
%(t, x)

∂u(t, x)
∂t

)
∆x

ale nadále budeme uvažovat, že hustota neńı funkćı času.

Śıly p̊usob́ıćı na odpov́ıdaj́ıćı úsek struny:

Spoč́ıtejme nyńı śıly, které p̊usob́ı na tuto část struny. Jednak na kraji p̊usob́ı
śıly o velikosti F a nav́ıc p̊usob́ı śıla f(t, x), viz obrázek 2. Projekce sil F rovnoběžné
s osou x lze d́ıky malé výchylce zanedbat a z̊ustanou jen projekce F sin α a F sinβ
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x x+∆x

ds

α

β

F

F

f(t, x)∆xF s inα

F s inβ

u(t, x)

x

y

Obrázek 2

sil F do osy y. Na d́ılek ds p̊usob́ı tedy śıly F sinα, F sin β a f(t, x)∆x. Protože
výchylky jsou malé, jsou úhly α, β malé a lze psát

sin α
.= tg α, sin β

.= tg β.

Jenomže vid́ıme, že

tgα =
∂u(t, x)

∂x
, tgβ =

∂u(t, x + ∆x)
∂x

a součet sil p̊usob́ıćıch na dx je

F
∂u(t, x + ∆x)

∂x
− F

∂u(t, x)
∂x

+ f(t, x)∆x.

Aplikace Newtonova zákona:

Protože derivace hybnosti je součet sil, plat́ı

∂

∂t

(
%(x)

∂u(t, x)
∂t

)
∆x = F

(∂u(t, x + ∆x)
∂x

− ∂u(t, x)
∂x

)
+ f(t, x)∆x.

Vyděĺıme ∆x a dostaneme

%(x)
∂2u(t, x)

∂t2
= F

∂u(t,x+∆x)
∂x − ∂u(t,x)

∂x

∆x
+ f(t, x).

Protože pro malá ∆x je
∂u(t,x+∆x)

∂x − ∂u(t,x)
∂x

∆x
=

∂2u(t, x)
∂x2

a konečně dostáváme

(13.1) %(x)
∂2u(t, x)

∂t2
= F

∂2u(t, x)
∂x2

+ f(t, x).
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2. Matematická formulace problému konečné struny

Budeme úlohu formulovat jen ve speciálńım př́ıpadě. Je to bez vněǰśıch sil, tj.
f(t, x) = 0 a pro konstantńı hustotu %. Označme F

% = a2 a dostaneme z (13.1)

∂u2(t, x)
∂t2

= a2 ∂2u(t, x)
∂x2

.

Přidáme ještě počátečńı a okrajové podmı́nky a můžeme zformulovat problém.

Problém 13.1. Buď a > 0 a nechť jsou dány funkce ϕ(x), ψ(x) na intervalu
[0, l], ϕ(0) = ϕ(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0. Hledejme funkci u(t, x) definovanou v
[0,∞)× [0, l], která splňuje

(i) je spojitá v [0,∞)× [0, l],
(ii) splňuje rovnici

∂2u(t, x)
∂t2

= a2 ∂2u(t, x)
∂x2

v (0,∞)× (0, l),
(iii) okrajové podmı́nky u(t, 0) = u(t, l) = 0 pro každé t > 0,
(iv) počátečńı podmı́nku u(0, x) = ϕ(x) pro každé x ∈ [0, l],
(v) počátečńı podmı́nku ∂u(0,x)

∂t = ψ(x) pro každé x ∈ [0, l].

Funkce splňuj́ıćı (i), (ii), (iii), (iv) a (iv) se nazývá klasické (silné) řešeńı
problému 13.1. (na rozd́ıl od slabého). V následuj́ıćıch částech si ukážeme, že
tato úloha má jednoznačné řešeńı pro každé dvě dostatečně hladké funkce ϕ(x) a
ψ(x) na intervalu [0, l], ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ψ(0) = ψ(l) = 0.

3. Jednoznačnost řešeńı

Lemma 13.2. Nechť funkce u(t, x) je klasické řešeńı problému 13.1 s ϕ(x) =
ψ(x) = 0. Pak u(t, x) = 0 v [0,∞)× [0, l].

D̊ukaz. Nejprve si uveďme vzorec, k jehož ověřeńı stač́ı elementárńı vzorečky
pro derivováńı.

(13.2) −∂u

∂t

∂2u

∂x2
=

1
2

∂

∂t

(∂u

∂x

)2

− ∂

∂x

(∂u

∂t

∂u

∂x

)
.

Nechť nyńı funkce u(t, x) splňuje (ii), tj.

∂2u(t, x)
∂t2

− a2 ∂2u(t, x)
∂x2

= 0

v (0,∞) × (0, l). Zvolme T > 0 libovolně a vynásob́ıme předchoźı vztah výrazem
∂u
∂t a integrujme pv res oblast (0, T )× (0, l). Dostaneme

∫ l

0

∫ T

0

∂u(t, x)
∂t

(∂2u(t, x)
∂t2

− a2 ∂2u(t, x)
∂x2

)
dtdx = 0.

Snadno dostaneme

(13.3)
∫ l

0

∫ T

0

∂u(t, x)
∂t

∂2u(t, x)
∂t2

dtdx− a2

∫ l

0

∫ T

0

∂u(t, x)
∂t

∂2u(t, x)
∂x2

dtdx = 0

což lze přepsat d́ıky snadnému vztahu

∂u

∂t

∂2u

∂t2
=

1
2

∂

∂t

(∂u

∂t

)2
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a (13.2) jako

1
2

∫ l

0

∫ T

0

∂

∂t

(∂u(t, x)
∂t

)2

dtdx +
a2

2

∫ l

0

∫ T

0

∂

∂t

(∂u(t, x)
∂x

)2

dtdx

− a2

∫ T

0

∫ l

0

∂

∂x

(∂u(t, x)
∂t

∂u(t, x)
∂x

)
dxdt = 0.

Př́ımou integraćı máme

1
2

∫ l

0

(∂u(T, x)
∂t

)2

−
(∂u(0, x)

∂t

)2

dx(13.4)

+
a2

2

∫ l

0

(∂u(T, x)
∂x

)2

−
(∂u(0, x)

∂x

)2

dx

− a2

∫ T

0

(∂u(t, l)
∂t

∂u(t, l)
∂x

)
−

(∂u(t, 0)
∂t

∂u(t, 0)
∂x

)
dxdt = 0.

Dı́ky počátečńım a okrajovým podmı́nkám máme

∂u(0, x)
∂t

= ψ(x) = 0,
∂u(0, x)

∂x
= ϕ′(x) = 0

a protože u(t, 0) = u(t, l) = 0, máme i

∂u(t, 0)
∂t

= 0,
∂u(t, l)

∂t
.

Dosazeńım do (13.4) dostaneme

1
2

∫ l

0

(∂u(T, x)
∂t

)2

+
a2

2

∫ l

0

(∂u(T, x)
∂x

)2

= 0.

Z toho plyne, že

∂u(T, x)
∂t

= 0,
∂u(T, x)

∂x
= 0.

Protože toto plat́ı pro libovolné T > 0 a 0 < x < l, je nutně u(t, x) v (0,∞)× (0, l)
konstantńı. Dı́ky počátečńım podmı́nkám je pak identicky nulová, což jsme měli
dokázat.

¤

Věta 13.3. Nechť funkce u1(t, x), u2(t, x) jsou dvě klasická řešeńı problému
13.1. Pak u1(t, x) = u2(t, x) v [0,∞)× [0, l].

D̊ukaz. Položme

u(t, x) = u1(t, x)− u2(t, x).

Snadno se ověř́ı, že u(t, x) je klasické řešeńı problému 13.1 s ϕ(x) = ψ(x) = 0.
Podle Lemmatu 13.2 je u(t, x) = 0, což znamená u1(t, x) = u2(t, x) a d̊ukaz je
hotov.

¤
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4. Existence řešeńı Fourierovou metodou

Postup je podobný jako u rovnice vedeńı tepla. Nejprve najdeme nějakou
množinu nenulových funkćı splňuj́ıćıch (i), (ii) a (iii) z problému (13.1) a zkuśıme je
nakombinovat tak, aby byly splněny i podmı́nky (iv) a (iv). Neprve budeme hledat
funkci u(t, x) tak, aby splňovala (ii). Hledejme ji ve tvaru

u(t, x) = α(t)β(x).

Dosazeńım do (ii) máme

(13.5)
∂2u(t, x)

∂t2
= α′′(t)β(x) = a2α(t)β′′(x) = a2 ∂2u(t, x)

∂x2
.

Snadno dostaneme pro každé t, x

(13.6)
α′′(t)
α(t)

= a2 β′′(x)
β(x)

.

Nyńı přijde analogická úvaha jako u rovnice vedeńı tepla. Protože (13.5) plat́ı
pro každé t, x a jedná se tedy o rovnost dvou funkćı dvou proměnných, je i (13.6)
rovnost funkćı dvou proměnných. Protože ale nalevo je funkce nezávislá na x,
napravo funkce nezávislá na t a maj́ı se rovnat jakožto funkce dvou proměnných,
muśı se obě rovnat stejné konstantńı funkci, řekněme p. Tedy

(13.7)
α′(t)
α(t)

= a2 β′′(x)
β(x)

= p.

Nejprve se pod́ıvejme na část

a2 β′′(x)
β(x)

= p.

Úpravou máme
β′′(x)− p

a2
β(x) = 0.

Funkce β(x) = 0 je jistě vždy řešeńı. Ale to by u(t, x) = α(t)β(x) = 0 a neměli by-
chom nenulové řešeńı. V kapitole 6 je ovšem vyřešena otázka, kdy existuje nenulové
řešeńı. To je v př́ıpadě vlastńıch č́ısel. Z věty 6.9 v́ıme, že pokud

p

a2
= −

(kπ

l

)2

,

pak existuje nenulové řešeńı

β(x) = sin
kπ

l
x

a nav́ıc β(0) = β(l) = 0. Pod́ıvejme se nyńı na prvńı část (13.7). Jde o rovnici

α′′(t)
α(t)

= p = −a2
(kπ

l

)2

= −
(kπa

l

)2

.

Řešeńım dostaneme
α(t) = c1 sin

kπa

l
t + c2 cos

kπa

l
t.

Celkem jsme tedy dostali, že všechny funkce tvaru

uk(t, x) := sin
kπa

l
t sin

kπ

l
x

nebo tvaru
uk(t, x) := cos

kπa

l
t sin

kπ

l
x
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splňuj́ı (i), (ii) a (iii) z problému (13.1).
Ptejme se nyńı, zda můžeme pomoćı lineárńı kombinace těchto funkćı splnit i

podmı́nky (iv) a (v). Je zřejmé, že každá funkce tvaru

u(t, x) =
∞∑

k=1

(
ak sin

kπa

l
t + bk cos

kπa

l
t
)

sin
kπ

l
x

splňuje (ii) a (iii). Spoč́ıtejme formálně

∂u(t, x)
∂t

=
∞∑

k=1

(
ak

kπa

l
cos

kπa

l
t− bk

kπa

l
sin

kπa

l
t
)

sin
kπ

l
x

Podmı́nka (iv) ř́ıká, že

ϕ(x) = u(0, x) =
∞∑

k=1

bk sin
kπ

l
x

a podmı́nka (v) ř́ıká, že

ψ(x) =
∂u(0, x)

∂t
=

∞∑

k=1

ak
kπa

l
sin

kπ

l
x =

πa

l

∞∑

k=1

kak sin
kπ

l
x.

Jde tedy o rozvoj funkćı ϕ(x) a ψ(x) do Fourierových řad.

5. Matematická formulace problému nekonečné struny

Z (13.1) máme
∂u2(t, x)

∂t2
= a2 ∂2u(t, x)

∂x2
.

Přidáme ještě počátečńı podmı́nky a můžeme zformulovat problém.

Problém 13.4. Buď a > 0 a nechť jsou dány funkce ϕ(x), ψ(x) na intervalu
R. Hledejme funkci u(t, x) definovanou v [0,∞)× R, která splňuje

(i) je spojitá v [0,∞)× R,
(ii) splňuje rovnici

∂2u(t, x)
∂t2

= a2 ∂2u(t, x)
∂x2

v (0,∞)× R,
(iii) počátečńı podmı́nku u(0, x) = ϕ(x) pro každé x ∈ R,
(iv) počátečńı podmı́nku ∂u(0,x)

∂t = ψ(x) pro každé x ∈ R.

Funkce splňuj́ıćı (i), (ii), (iii) a (iv) se nazývá klasické (silné) řešeńı problému
13.4 (na rozd́ıl od slabého). V následuj́ıćı části si ukážeme př́ımé řešeńı této úlohy.

Proveďme substituci proměnných

α = x + at, β = x− at

a definujme funkci
v(α, β) = u(t, x).

Podle vzorce pro derivováńı složených funkćı v́ıce proměnných dostaneme

∂u(t, x)
∂t

=
∂v(α, β)

∂α

∂α

∂t
+

∂v(α, β)
∂β

∂u(t, x)
∂t

= a
(∂v(α, β)

∂α
− ∂v(α, β)

∂β

)
.
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Dále

∂2u(t, x)
∂t2

= a
∂

∂t

(∂v(α, β)
∂α

− ∂v(α, β)
∂β

)
= a

[
∂

∂α

(∂v(α, β)
∂α

)∂α

∂t

+
∂

∂β

(∂v(α, β)
∂α

)∂β

∂t
− ∂

∂α

(∂v(α, β)
∂β

)∂α

∂t
− ∂

∂β

(∂v(α, β)
∂β

)∂β

∂t

]

= a2
(∂2v(α, β)

∂α2
− 2

∂2v(α, β)
∂α∂β

+
∂2v(α, β)

∂β2

)
.

Analogicky plat́ı

∂u(t, x)
∂x

=
∂v(α, β)

∂α

∂α

∂x
+

∂v(α, β)
∂β

∂u(t, x)
∂x

=
(∂v(α, β)

∂α
+

∂v(α, β)
∂β

)

a dále

∂2u(t, x)
∂x2

=
∂

∂x

(∂v(α, β)
∂α

+
∂v(α, β)

∂β

)
= a

[
∂

∂α

(∂v(α, β)
∂α

)∂α

∂x

+
∂

∂β

(∂v(α, β)
∂α

)∂β

∂x
+

∂

∂α

(∂v(α, β)
∂β

)∂α

∂x
+

∂

∂β

(∂v(α, β)
∂β

)∂β

∂x

]

=
(∂2v(α, β)

∂α2
+ 2

∂2v(α, β)
∂α∂β

+
∂2v(α, β)

∂β2

)
.

Po dosazeńı máme

∂2u(t, x)
∂t2

− a2 ∂2u(t, x)
∂x2

= a2
(∂2v(α, β)

∂α2
− 2

∂2v(α, β)
∂α∂β

+
∂2v(α, β)

∂β2

)

− a2

[
∂2v(α, β)

∂α2
+ 2

∂2v(α, β)
∂α∂β

+
∂2v(α, β)

∂β2

]
= −4a2 ∂2v(α, β)

∂α∂β
= 0

a tedy
∂2v(α, β)

∂α∂β
= 0.

Př́ımou integraćı máme
∂v(α, β)

∂α
= f(α)

a ještě jednou
v(α, β) = f(α) + g(β),

kde f, g jsou libovolné funkce jedné proměnné (samozřejmě dvakrát diferencov-
atelné). Zpětným přechodem k funkci u dostaneme

u(t, x) = f(x + at) + g(x− at).

T́ım jsme nalezli všechna řešeńı rovnice (ii) problému (13.4). Splnit okrajové
podmı́nky už je snadné. Snadno spočteme

∂u(t, x)
∂t

= a(f ′(x + at)− g′(x− at)).

Pro t = 0 je

ϕ(x) = u(0, x) = f(x) + g(x), ψ(x) =
∂u(0, x)

∂t
= a(f ′(x)− g′(x)).
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Označme Ψ(x) primitivńı funkci k ψ(x). Potom rěšeńı problému (13.4) je daný
vzorcem

u(t, x) =
1
2
(
ϕ(x + at) + ϕ(x− at)

)
+

1
2a

(
Ψ(x + at)−Ψ(x− at)

)
.

Je-li nav́ıc počátečńı rychlost nulová, tj. ψ(x) = 0, máme Ψ(x) = c, tj. konstantńı
funkce, plat́ı

u(t, x) =
1
2
(
ϕ(x + at) + ϕ(x− at)

)
.

6. Rovnice vedeńı tepla s konvektivńım členem na polonekonečném
intervalu





KAPITOLA 14

Numerické metody

1. Rietzova metoda pro jednorozměrnou úlohu

Nechť je dáno λ ≥ 0 a f ∈ L2(0, l). Hledejme slabé řešeńı u0(x) úlohy

−u′′ + λu = g(x), u(0) = u(l) = 0,

tj. funkci u ∈ W 1,2
0 (0, l) takovou, že pro každou funkci v ∈ W 1,2

0 (0, l) plat́ı

(14.1)
∫ l

0

(
u′0(x)v′(x) + λu0(x)v(x)

)
dx =

∫ l

0

g(x)v(x)dx.

Podle vět 4.6 a 4.5 je tato úloh ekvivalentńı úleze hledat minimum kvadratického
funkcionálu

F (v) =
∫ l

0

(
v′2(x) + λv2(x)

)
dx−

∫ l

0

g(x)v(x)dx.

Předpokládejme, že máme posloupnost konečně dimenzionálńıch podprostor̊u
Vn ⊂ W 1,2

0 (0, l), které ale jakýmsi zp̊usobem vyčerpávaj́ı W 1,2
0 (0, l).

Idea nalezeńı přibližného řešeńı spoč́ıvá v tom, že my nebudeme hledat př́ımo
u0, ale budeme hledat jakési un ∈ Vn, které minimalizuje funkcionál F (u) na pros-
toru Vn a budeme doufat, že un → u0 v prostoru W 1,2

0 (0, l).
Nyńı vyslov́ıme dvě věty, které nás opravňuj́ı k tomuto postupu. Ale nejprve

si řekneme jednu definici.

Definice 14.1. Nechť H je Hilbert̊uv prostor. Řı́káme, že množina M ⊂ H je
hustá v H, pokud

∀u ∈ H ∀ε > 0 ∃v ∈ M tak, že ‖u− v‖H < ε.

Věta 14.2. Buď Vn konečně dimenzionálńı podprostor v H. Pak existuje jed-
noznačné un takové, že

F (un) = min{F (u); u ∈ Vn}.
D̊ukaz. Snadno se ověř́ı, že omezenost a pozitivńı definitnost kvadratického

funkcionálu F (u) na H implikuje jeho omezenost a pozitivńı definitnost na Vn.
Existence a jednoznačnost un pak plyne z věty 4.5.

¤

Věta 14.3. Buď (Au, v) bilineárńı symetrická pozitivně definitńı forma na H.
Nechť Vn ⊂ H, n = 1, 2, . . . je posloupnost konečně dimenzionálńıch podprostor̊u
taková, že

⋃∞
k=1 Vnk

je hustá množina v H pro každou posloupnost {nk} vybranou
z posloupnosti přirozených č́ısel. Označme u0 a un prvky, které minimalizuj́ı F (u)
na H a Vn. Pak un → u0 v prostoru H.

97
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D̊ukaz. Podle věty 4.6 v́ıme o u0 a o posloupnosti un, že

(14.2) (Au0, v) = (f, v) pro každé v ∈ H

a

(14.3) (Aun, v) = (f, v) pro každé v ∈ Vn.

Protože vn ⊂ H, v́ıme, že (14.2) plat́ı i pro každé v ∈ Vn, tj.

(14.4) (Au0, v) = (f, v) pro každé v ∈ Vn.

Odečteńım (14.3) a (14.4) máme

(14.5) (A(u0 − un), v) = 0 pro každé v ∈ Vn.

Oznčme ũn ortogonálńı projekci u0 do prostoru Vn, tj. ũn splňuje

(14.6) (u0 − un, v) = 0 pro každé v ∈ Vn.

Odhadujme

‖un − ũn‖2 = (un − ũn, un − ũn) ≤ 1
α

(A(un − ũn), un − ũn)

=
1
α

(A(un − ũn + u0 − u0), un − ũn)

=
1
α

(
(A(u0 − ũn), un − ũn)− (A(u0 − un), un − ũn︸ ︷︷ ︸

∈Vn

)
)

= d́ıky (14.5)

=
1
α

(A(u0 − ũn), un − ũn) ≤ K

α
‖u0 − ũn‖ ‖un − ũn‖.

Vyděĺıme výrazem ‖un − ũn‖ a dostaneme

‖un − ũn‖ ≤ K

α
‖u0 − ũn‖.

Z toho okamžitě dostaneme (a z Pythagorovy věty)

‖u0 − un‖2 = ‖u0 − ũn‖2 + ‖un − ũn‖2

≤ ‖u0 − ũn‖2 +
(
K/α

)2‖u0 − ũn‖2 =
(
1 +

(
K/α

)2)‖u0 − ũn‖2,
což dává

(14.7) ‖u0 − un‖ ≤
√

1 +
(
K/α

)2 ‖u0 − ũn‖.
Jelikož ũn je ortogonálńı projekce u0 do Vn, je to nebližš́ı prvek, tj.

(14.8) ‖u0 − ũn‖ = min{‖u0 − v‖; v ∈ Vn}.
Předpokládejme nyńı, že neplat́ı un → u0 v prostoru H. Pak ovšem existuje

δ > 0 a vybraná posloupnost nk tak, že

δ ≤ ‖u0 − unk
‖.

Dı́ky (14.7) a (14.8) můžeme psát pro libovolné v ∈ Vnk

δ ≤ ‖u0 − unk
‖ ≤

√
1 +

(
K/α

)2 ‖u0 − ũnk
‖ ≤

√
1 +

(
K/α

)2 ‖u0 − v‖
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a tedy libovolný prvek z Vnk
je od u0 vzdálen aspoň o δr

1+
(
K/α

)2
. Protože toto

plat́ı pro každé k, je libovolný prvek z
⋃∞

k=1 Vnk
od u0 vzdálen aspoň o δr

1+
(
K/α

)2

a to je spor s předpokladem, že
⋃∞

k=1 Vnk
je hustá množina v H.

¤
Nyńı můžeme aplikovat předchoźı obecné věty na prostor H = W 1,2

0 (0, l).
Nechť ϕi(x), i = 1, 2, . . . , n jsou lineárně nezávislé funkce ve W 1,2

0 (0, l). Položme
Vn = Lin(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn). Hledejme

un(x) =
n∑

i=1

aiϕi(x)

tak, aby minimalizovala F (u) na Vn nebo ekvivalentně, aby splňovala (14.1) pro
všechny v ∈ Vn. To znamená

(14.9)
∫ l

0

(
u′0(x)v′(x) + λu0(x)v(x)

)
dx =

∫ l

0

g(x)v(x)dx pro každé v ∈ Vn.

Předevš́ım si uvědomme, že stač́ı (14.9) splnit jen pro v = ϕi(x), i = 1, 2, . . . , n.
Pak máme (s využit́ım un(x) =

∑n
i=1 aiϕi(x))

n∑

i=1

ai

∫ l

0

(
ϕ′i(x)ϕ′k(x) + λϕi(x)ϕk(x)

)
dx =

∫ l

0

g(x)ϕk(x)dx

pro každé k = 1, 2, . . . n.

Označme pro jednoduchost

((ϕi, ϕk)) =
∫ l

0

(
ϕ′i(x)ϕ′k(x) + λϕi(x)ϕk(x)

)
dx

a

(f, ϕk) =
∫ l

0

g(x)ϕk(x)dx.

Toto jsou známá č́ısla a neznámé jsou ai, pro které máme soustavu lineárńıch rovnic
n∑

i=1

ai((ϕi, ϕk)) = (f, ϕk) pro každé k = 1, 2, . . . n.

V maticovém tvaru máme

(14.10)




((ϕ1, ϕ1)) ((ϕ2, ϕ1)) . . . ((ϕn, ϕ1))
((ϕ1, ϕ2)) ((ϕ2, ϕ2)) . . . ((ϕn, ϕ2))

...
...

...
((ϕ1, ϕn)) ((ϕ2, ϕn)) . . . ((ϕn, ϕn))







a1

a2

...
an


 =




(f, ϕ1)
(f, ϕ2)

...
(f, ϕn)


 .

Lze ukázat, že pokud ϕi(x) jsou lineárně nezávislé, je

det




((ϕ1, ϕ1)) ((ϕ2, ϕ1)) . . . ((ϕn, ϕ1))
((ϕ1, ϕ2)) ((ϕ2, ϕ2)) . . . ((ϕn, ϕ2))

...
...

...
((ϕ1, ϕn)) ((ϕ2, ϕn)) . . . ((ϕn, ϕn))


 6= 0
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a tedy soustava (14.10) má jediné řešeńı (a1, a2, . . . , an) a potom

un(x) =
n∑

i=1

aiϕi(x).

Skutečné numerické kouzlo ale spoč́ıvá ve volbě prostor̊u Vn a zejména v jejich
báźıch. Rozdělme interval (0, l) na n + 1 stejných interval̊u a označme děĺıćı body
0 = x0, x1, x2, . . . , xn, xn+1 = l a h = l

n+1 . Definujme i = 1, 2, . . . , n

(14.11) ϕi(x) =





0 pokud x ∈ (0, xi−1),
x−xi−1

h pokud x ∈ (xi−1, xi),
xi+1−x

h pokud x ∈ (xi, xi+1),
0 pokud x ∈ (xi+1, l).

Definujme prostor Vn jako lineárńı obal těchto ϕi(x). Vtip je v tom, že matice
utvořená z ((ϕi, ϕk)) je pásová, neboť ((ϕi, ϕk)) = 0 pro |i−k| ≥ 2. Výsledná sous-
tava se dá řešit snadno Gaussovou eliminaćı. Je ovšem otázka, zda un konverguj́ı k
řešeńı. Odpověd dává následuj́ıćı věta.

Věta 14.4. Buď Vn = Lin(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn), kde ϕi jsou dány (14.11). Pak pro
každou vybranou posloupnost nk plat́ı, že

⋃∞
k=1 Vnk

je hustá množina v W 1,2
0 (0, l).

D̊ukaz. Zat́ım vynechán.
¤
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101


