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KAPITOLA 1

Hlubsi studium matic

1. Zakladni definice a vlastnosti
V této ¢asti budeme mimoradné pracovat s komplexnimi ¢isly C. Oznacme pro
z = a + bi ¢islo komplexné zdruzené z = a — bi, velikost 2z je ddna |z| = V2Z =
Va? 4+ b2. Ozna¢me jesté Re z = a, Im z = b redlnou a imagindrni ¢dst 2.

DEFINICE 1.1. Bud © = (x1,22,...,2,) € C*, y = (y1,¥2,...,Yn) € C".
Oznacéme symbolem

n
(@,y) = 2 GT + 2205 + - + 2T = O _ 2T
=1

skaldrni soucin vektori x,y a

n

n
2]l = VT + 20Ts - Ty = | D wT = | D |l
1=1

i=1
velikost (nebo normu) vektoru x.

TVRzEN{ 1.2 (Vlastnosti skaldrntho soucinu). Bud z,y,z € C*, a € C. Pak

i) (z,y) = (y,2);
(i) (z+y,2) = (z,2) + (y,2);
(iii) (az,y) = a(z,y);
(iv) (xz,2) >0 a (x,2) =0 jenom pro x = 0.

Diikaz. Snadny.

(]
Poznamenejme, 7e z téchto vlastnosti ihned plyne (z,z) € R, (z,ay) = a(z,y)
a (z,y+2) = (z,y) + (z,2).

VETA 1.3 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Bud z = (z1,%2,...,3,) € C™,
Y= (y17y27'~'7yn) e C"*. Pak

[ )| < [l]] [lyll

Ditkaz. Zvolme x,y € C™. Diky tvrzeni 1.2 mame

() ? = Re?(.9) + Im*(z,y) = (L2 @07 (@00 (0]
2 1

(@) + o)) = 5 (@) + 2.

5



6 1. HLUBSI STUDIUM MATIC

a opét uzitim tvrzeni 1.2 dostaneme pro libovolné ¢t € R
0< (z—ty,x—ty) = (z,2) — t(z,y) — t(y, =) + *(y,y)
= [l = t((z,y) + (y. ) + 2 [lyl*.
Tedy diskriminant je nekladny, t;j.
2
((z,9) + (y,2))" — 4l]?[lyl* < 0.
Diky pfedchozi identité je
2
((z.y) + (y,2))" = (,9)* + (v, ) + 2(z,y)(y, 7)
=2|(z,y)|* + 2(z,y)(w,y) = 4|(z,y)”
coz dava spolu s nekladnosti diskriminantu
4|(z, y)|* — 42| [ly|* < 0.

coz je ekvivalentni s pozadovanou nerovnosti.

O

VETA 1.4. Bud x = (x1,%9,...,2,) € R™ ddn a necht pro kazdy vektor =

(hl, ho, ..., hn> € R"™ plati
(z,h) = 0.
Pak x = 0.

Diikaz. Bud z dén. Za h volme postupné e; = (0,0,...,1,...,0) vektory

kanonické baze. Dostaneme
0=(x,e)=u;

a tedy z; = 0 pro vsechna i.

DEFINICE 1.5. Bud A matice typu n x n. Definujme normu matice

[A[} = sup{[|Azl; [l=] <1}

VETA 1.6. Bud A matice typunxn, x = (z1,22,...,2,) € R, y = (y1,¥2,. ..

R™. Pak
[(Az, y)| < Al (|| [ly]l-
Diikaz. Ze Schwarzovy nerovnosti dostaneme
|(Az, y)| < || Az]| |lyll-
Vezmeme z # 0 a polozme z = g2 Ziejmé |lz]l = 1 a diky definici || A||

T

x| = HA

Tzl ‘ [zl = [|A 2|l lz]| < sup{[|Az[; ||zl <1} (=]l = [ All |||

a tedy
|(Az, y)| < | Azl Iyl < L[ l=]l [yl

\Yn) €
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2. Vlastni ¢isla a vlastni vektory matic

DEFINICE 1.7. Bud A ¢tvercovd matice komplexnich cisel fddu n. Rekneme,
zZe A € C je vlastni ¢islo matice A, pokud existuje nenulovy n-rozmérny komplexnt
vektor u takovy, Ze

(1.1) Au = .

Je-li \ vlastni éislo matice A, pak se kaZdy vektor , ktey spliuje (1.1), nazgvd
vlastnim vektorem.

VETA 1.8. Necht \ je vlastni éislo matice A, pak mnoZina viech vlastnich vek-
toru prislusngch k X tvori wvektorovy podprostor v C™.

VETA 1.9. Bud A matice typu n x n. Nechf u # o spliuje (1.1), Pak
(A= AXE)u=0, tedy det(A—AE)=0.

2

PRIKLAD 1.10. Bud A = (1 5

>. Najdéte vlastni ¢éisla a k nim prislusné
vlastni vektory.

Regeni. Vezmeme matici
2— A 2
A—A\E = ( 1 3_ A) .

det(A—AE)=(2-NB-XN) —2=X -5 A+4=(A—1)(\—4).
Tedy vlastni ¢isla jsou Ay = 1, Ao = 4. Spoctéme k nim piislusné vlastni vektory.
L 1 2\ (w) (O
e (103)(0) =)

coz dédvd uy 4+ 2us = 0. Napt. vektor (2,—1) je tedy vlastni vektor piislusny k

N _— (‘12 _21) (Zl) - @

coz davé uy —ug = 0. Napi. vektor (1, 1) je tedy vlastni vektor piislusny k A\ = 4.
O

Pak

3. Symetrické a pozitivné definitni matice
Nejprve si definujeme pojem symetrické pozitivné definitni matice.

DEFINICE 1.11. Matice typu n x n se nazjvd symetrickd, pokud AT = A. Sy-
metrickd matice A se nazyjvd pozitivné definitni, pokud existuje ¢ > 0 takové, Ze

(Az,z) > cfjz*.

Zabyvejme se nyni feSenim problému Ax = b, kde A je ¢tvercovd matice typu
n x n realnych ¢isel, b € R™ je zadany vektor a x € R" je hledany vektor. Tuto
tlohu uz umime fesit Gaussovou eliminaci. My si zde najdeme trochu jiné metody
pro specialni matice A, které bodou fungovat i v teorii parcialnich diferencialnich
rovnic.

Uvazujme nejprve jednodimenzionalni ptfipad, tj. rovnici

(1.2) ar =b
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v R. Kazdy vi, ze pro a # 0 je z = g. N4&s specidlni pozadavek na a je a > 0.

Utvoime kvadratickou funkci

(1.3) F(z) = ax® — 2bx.

Snadno zjistime, Ze y € R je feSenim (1.2) pokud F(y) je minimem F'(x). Skutetné,
jelikoz F”(x) = 2a > 0, je ay = b prave tehdy, je-li F'(y) = 2ay — 2by = 0 a y je

tedy bodem minima F'. Muzeme tedy vyslovot tvrzeni:

TVRZENI 1.12. Nechf a > 0. Bud b € R ddno. Definujme F(x) = ax?® — 2bx.
Pak
ay =b <= F(y) =min{F(z);z € R}.

Vezmeme nyni dvou dimenzionalni ptipad. Chceme nalozit na matici A =
(Z Z) takové predpoklady, ze plati analogie tvrzeni (1.12).

by

Necht je tedy ddna matice A = a b , vektor b =
c d ba

) € R? a hlede-

jme vektor y = (z;) € R? tak, ze Ay = b. Utvoime kvadratickou funkci dvou
proménnych
F(z) = (Az,x) — 2(b,x),
tj.
F(xy,29) = axf + (b+c)xz0 + d:rg — 211 — 2byxs.
Chceme, najit minimum F'(x), pokud existuje. Pfedevsim musime najit staciondrn{
bod. Tedy

oF
P =2ax1 + (b+ c)xa —2by =0,
oF
87{'[;2 = dez + (b+ C)ZEl — 2b2 = O7

coz je ekvivalentni se soustavou

a b;“ 1\ _ (b
% d X9 o bg

Tato soustava je ekvivalentni se soustavou

a b X1 _ bl
c d i) - bg
jediné pro symetrickou matici A. Chceme-li tedy zachovat tvrzeni 1.12, musime od

zaCatku predpokladat, ze A je symetricka matice.

Necht tedy A = (Z

lc)) je symetrickd matice. Utvofme pro vektor b = (21)
2
kvadratickou formu
F(x1,22) = (Ax,x) — 2(b,z) = ax? + 2bx129 + cx3 — 20121 — 2b275.

Snadno ovéfime ,Ze soustava rovnic Az = b je totéz jako

oF
— = 2axq1 + 2bxs — 2b1 =0,
8;101

oF
—— = 2bx1 + 2cx9 — 2by = 0,
BIQ
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Tedy vektor y € R? jefesenim rovnice Az = b pravé kdyz je staciondrnim bodem
kvadratické funkce F'(x) = (Az,z) — 2(b,z). Na to, abychom zarucili, ze existuje
néjaky staciondrni bod, staci védét napft.,ze F(x) md minimum (maximum, sedlovy
bod). Za chvili si ukdzeme, ze pokud A je pozitivné definitni matice, pak F(z)
mé pro kazdé b € R? jednoznaéné uréené minimum. Pokud by A byla negativné
definitn{ matice, pak F(x) ma pro kazdé b € R? jednozna¢né uréené maximum,
ale to je totéz jako pro pozitivné definitni matice, protoze matice —A je pozitivné
definitni, pokud A je negativné definitni. Sta¢i ndm tedy védét néco o pozitivné
definitnich maticich. Poznamenejme, ze zde zcela pomineme mimochodem velmi
zajimavy, piipad indefinitni matice.
Nyni si zformulujme dvé klicové véty, ovSsem jiz pro matice typu n X n.

VETA 1.13. Byd A symetrickd pozitivné definitni matice a b € R™. Polozme
F(z) = (Az,z) — 2(b,x). Pak

Ay=>b <= F(y) = min{F(z);z € R"}.

Dikaz. Dokazme nejprve implikaci Ay = b = F(y) = min{F(z);x € R"}.
Necht tedy Ay = b. Volme x € R" libovolné. Pak

F(z) = (Az,2) = 2(b,z) = (A(z — y),z — y) + (Az,y) + (Ay, =) — (Ay,y) — 2(b, z)
=symettie— (A(z —y),x —y) + 2(Ay, z) — (Ay,y) — 2(b, x) =PorriemeAv=b

= (A(z —y),z —y) — (Ay,y) = (A(z — y), = — y) + (Ay, y) — 2(Ay, y)
_pouzijemeAy=b__ (A(z —y),x —y) + (Ay,y) — 2(b, y) > pozitivni definitnost A

> clle —y|* + (Ay,y) — 2(b,y) = cllz — yl* + F(y) > F(y).

Dokazme opacnou implikaci F(y) = min{F'(z);z € R"} = Ay = b. Piedpoklddejme,
ze y je takové, ze F(y) < F(z) pro kazdé x € R™. Oznaéime-li h = z — y, mame

(1.4) F(y+h)> F(y) prokazdé h € R".
Pak muzeme psét
(A(y +h),y+h) = 2(b,y + h) > (Ay,y) — 2(b,y)
<(A(y+h),y+h)—=2(b,y+h) — (Ay,y) +2(b,y) = 0
<2(Ay, h) + (Ah,h) — 2(b,h) >0
©2(Ay,h) — 2(b,h) > —(Ah, h)
1
<(Ay—b,h) > —§(Ah,h).
Pisme na moment v posledni nerovnosti —h misto h a dostaneme

(Ay—b,—h) >~ (A) — ), ~h)

1
coz dava pro kazdé h € R"

5 (A1) < (Ay —b,h) < (AR, )

N | —

Pisme v posledni nerovnosti th misto h a dostaneme pro kazdé h € R™ a pro kazdé
teR

1 1
—itQ(Ah, h) < t(Ay —b,h) < 51&2(,4h, h).
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7 toho plyne, ze pro kazdé h € R™ a pro kazdé 0 #t € R je
1 1

—it(Ah,h) < (Ay—b,h) < it(Ah,h).

Limitnim prechodem ¢ — 0 ziskdame pro kazdé h € R™ vztah
(Ay —b,h) =0.
Diky vété 1.4 mame
Ay—b=0
coz jsme chtéli.
O

VETA 1.14. Bud A symetrickd pozitivné definitni matice a b € R™. Polozme
F(z) = (Az,x) — 2(b,z). Pak existuje jednoznacne uréené y € R" takové, Ze

F(y) = min{F(z);z € R"}.
Diikaz. Polozme a = inf{F(x);x € R"}. Zfejmé plati
F(x) _ (AJZ, 33) _ 2([), .13) zA je pozitivné dcﬁnitniz C”.IHQ _ (b, x)

b 1 1
2 Cauchyova nerovnost Z C||ZZ?H2 _ 2Hb|| H:E” (” H ” H) 7||bH2 Z —*Hb”Q
C C

a tedy a € R (neni —o0).
Pocitejme pro z,y

F(2) + F(y) - 2F (*

—2(4(57)- 5

= (Az,z) + (Ay,y) —

2) (Az,x) + (Ay,y) — 2(b,z +y)
T+y

)<1(n55)

(Al +y),a+)

[\ \

= (Az,2) + (Ay,y) — 5

= %((Ax,:c) — 2(Az,y) + (Ay,y)) = %(A(x —y),x —y).

Necht posloupnost vektort slituje F(x,) — a. Pak

(A.’E, (E) - §(Ayay) - (A.’E, y)

HZ <A je pozitivné deﬁmtn1< 1 (
2

< F(zy) + F(zm) — 2a.

1
?c“xn_xm A(xn_xm)7xn_xm)

= F(zn) + Flam) — 2F<I"+sz>
Protoze F(z,) — a, F(z,,) — a, plat{ F(z,)+F(2;,)—2a — 0 a tedy ||z, —yn||* —
0. To znamend, ze posloupnost z,, je Cauchyovska a protoze R" je tuplny, existuje
y = lim,,_,o z,. Protoze F je spojitd funkce n proménnych, méme F(y) = a a
tedy
F(y) = inf{F(z);x € R"} (=min{F(z);z €R"} )

nebot minima se nabyvéa pro y.

Nyn{ ukézeme jednozna¢nost y. Necht z splituje z = min{F(z);z € R"}. Pak
F (Z) =F(y) a

—_

HZ —yl* <<

(A(z—y),z—y):F(z)+F(y)—2F(Z;y) <2a—-2a-0

DO |

a tedy z=uy.
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KAPITOLA 2

Lebesgueiiv integral v RY

1. Lebesgueova mira v R

Je celkem prirozené, ze délka intervalu (a,b) je b — a. Asi se shodneme na
tom, Ze délka mnoziny, kterd obsahuje jeden bod, je 0. Ale jakd je délka libovolné
podmnoziny R. A jde to viubec udélat rozumné?

Snaha je pfipsat délku co nejsirsi tfidé mnozin tak, aby to bylo rozumné. Délku
(miru) budeme znacit m a tedy m(A) je mira mnoziny A. Jak jsem jiz fekli, je
m((a,b)) = b —a. Necht mnozina A = |J;_,(a;,b;) (sjednocen{ kone¢né mnoha
intervalli), kde intervaly (a;, b;) jsou po dvou disjunktni. Potom je jasné, ze m(A) =
S (b — a;). Ale skutecné podstatnd je ndsledujici vlastnost. Necht

A= EOJ (ai, bz)
i=1

(sjednoceni nekoneéné mnoha intervaltl), kde intervaly (a;,b;) jsou po dvou dis-
junktni. Pak definujme

o0

m(A) = Z(bi - a;).

i=1
DEFINICE 2.1. Rikdme, e G C R je oteviend, pokud pro kazdé x € G existuje
d >0 tak, Ze (x —d,z+9) C G.

VETA 2.2. Bud G oteviend mnozina v R. Pak existuje koneény ¢i nekoneény
pocet a disjunktnich intervali (a;, b;), i =1,2,...,« tak, Ze

G = O(ai,bi).
i=1

Takze m(G) = Y5 (b — a;) a my umime zméfit délku libovolné oteviené
mnoziny.
DEFINICE 2.3. Rikdme, e F C R je uzaviend, pokud R\ F je oteviend.

Umime tedy zméfit délku libovolné uzaviené omezené mnoziny. Vime totiz ze
F C (—K, K) pro dostatecné velké K a je celkem pfirozené, ze m(F) = m(—K, K)—
m((—K,K) \ F). Podotknéme, ze (—K, K) \ F je otefend mnozina a tedy umime
zmérit jeji délku. Naucili jsme se tedy zméfit délku oteviené a omezené uzaviené
mnoziny.
DEFINICE 2.4. Bud A C R libovolnd. Definujme
m*(A) = inf{m(G); A C G a G je otevrend}

m.(A) =sup{m(F); F C A a F je omezend uzaviend}.

13
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DEFINICE 2.5. Bud A C R libovolnd omezend. Rikdme, ze A je (Lebesgueouvsky)

méritelnd, pokud
m*(A) = m.(A).

a definujeme m(A) = m.(A).

VETA 2.6. Eristuje M C (0,1) takovd, Ze 0 = m, (M) <m*(M) = 1.

Diikaz. Toto tedy vynechdme, nebot to neni dostupné.

([l
Predchozi véta vlastné iika, ze existuje neméfitelnd mnozina.

DEFINICE 2.7. Bud A C R libovolnd. Rikdme, Ze A je (Lebesqueovsky) méritelnd,

pokud ANI je (Lebesgueovsky) méritelnd pro kazdy omezeny interval. Pak definu-
jeme m(A) = m.(A).
VETA 2.8. Nechi A, B, A,, C R jsou méritelné mnoZiny. Pak
(i) U A, a N A, jsou méritelné;
n=1 n=1
(ii) A\ B je méritelnd;
(iii) O je méritelnd;
(iv) R je méritelnd.
VETA 2.9. Necht A C B jsou méritelné mnoZiny, m(B) < co. Pak
m(B\ A) = m(B) — m(A).

VETA 2.10. Necht A, jsou po dvou disjunktni méritelné mnoziny. Pak

m( G 4,) = im(An).
n=1 n=1

oo
VETA 2.11. Necht Ay C Ay C A3 C ... jsou méFitelné mnoziny, A= |J An.

n=1
Pak
m(A) = lim m(A4,).

n—oo

2. Lebesgueova mira v RY

Konstrukce je skoro stejna jako v piipadé R, jenom mira otevienych mnozin se
musi udélat opatrnéji.

DEFINICE 2.12. Obdélnikem v RY nazveme kazdou mnoZinu [a1,b1] X [ag, ba] X
-+« X[an, by]. Dva obdéiniky O1, O nazveme skoro disjunktnimi, pokud se ”dotknou”
mazimdlné néjakou "sténou”, tj. O1, 0y neobsahuje Zidnou otevienou mnoZinu.

MnoZinu P nazveme polyedrem, pokud existuje konecné mmnoho vzdjemné po
dvou skoro disjunktnich obdélniku O1,Os,. .., Oy takovych, Ze

- Uo,
j=1

Je celkem pfirozené, ze mira M (O) obdélniku O = [a1, b1] X [az, ba] X - - X [ap, by]
je
m(O) = (b1 - al)(bg - CLQ) cen (bn — an).
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a mira polyedru P = {Ji_, O; je

DEFINICE 2.13. Nechi G C RY je oteviend. Definujme

m(G) = sup{m(P); P C G, P polyedr}.
Snaha je opét pripsat miru co nejsirsi tfidé mnozin tak, aby to bylo rozumné.
DEFINICE 2.14. Rikdme, Ze F C RN je uzaviend, pokud R\ F je oteviend.

Umime tedy zméfit délku libovolné uzaviené omezené mnoziny. Vime totiz
ze F C (—K,K)" pro dostatetné velké K a je celkem pfirozené, ze m(F) =
m((—K,K)")—m((—K, K)\ F). Podotknéme, ze (—K, K)™\ F je otefend mnoZina
a tedy umime zmértit jeji délku. Naucili jsme se tedy zméfit délku oteviené a
omezené uzaviené mnoziny.

DEFINICE 2.15. Bud A C RN libovolnd. Definujme

m*(A) = inf{m(G); A C G a G je otevrend}

m.(A) =sup{m(F); F C A a F je omezend uzaviend}.

DEFINICE 2.16. Bud A C RY libovolnd omezend. Rikdme, e A je (Lebesgueouvsky)
méritelnd, pokud
m*(A) = m.(A).
a definujemne m(A) = m,(A).
DEFINICE 2.17. Bud A C RN libovolnd. Rikime, e A je (Lebesqueouvsky)

méritelnd, pokud ANI je (Lebesqueovsky) méritelnd pro kazdy obdélnik. Pak defin-
ujeme m(A) = m.(A).

VETA 2.18. Necht A, B, A, C RY jsou méritelné mnoziny. Pak
(i) U A4n a ) A, jsou méritelné;

n=1 n=1

(ii) A\ B je méritelnd;

) 0 je méritelnd;

) RY je méritelnd.

(iii
(iv
VETA 2.19. Necht A C B jsou méritelné mnoziny, m(B) < oco. Pak
m(B\ A) = m(B) — m(A).
VETA 2.20. Necht A,, jsou po dvou disjunktni mévitelné mnoZiny. Pak
m( [j An) = im(An)
n=1 n=1

VETA 2.21. Necht Ay C Ay C A3 C ... jsou méritelné mnoZiny, A= |J A,.

n=1
Pak
m(A) = lim m(A4,).

n—oo
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3. Lebesgueiiv integral v RY
DEFINICE 2.22. Bud M C RN. Definujme charakteristickou funkci x pr mnoZiny

M predpisem
(2) = 1 pokud xeM
XA =0 pokud ¢ M.

DEFINICE 2.23. Bud f : RNV — [—o00,00]. Rikdme, Ze f je méritelnd funkce,
pokud je mnoZina
{z e RY; f(z) > a}
méritelnd pro kazdé redlné a.
DEFINICE 2.24. Bud f : RN — [—00,00]. Rikdme, Ze f je jednoduchd funkce,
pokud md konecné mnoho hodnot, tj. existuje konecné mnoho mnozin My, Ms, ..., M,
po dvou disjunktnich a éisel a1,as,...,a, tak, Ze

f(z) = ZanMj (z).
j=1
DEFINICE 2.25. Bud f : RN — [—o00, 00] jednoduchd,
flz) = ZanMj ().
j=1

Pak f je méritelnd prdvé tehdy, pokud M; jsou méritelné pro viechna j.

VETA 2.26. Bud f,g : RN — [—o0,00] méritelné, pak Pak f + g, fg, f/g.
max(f,g), min(f,g) a |f|* jsou méritelné.

VETA 2.27. Bud f, : RN — [—00, 00] méFitelné a f(x) = lim, oo fn(z). Pak
f je méritelna.

VETA 2.28. Bud f : RN — [—00, 00] méFitelnd a bud H = {[z,y];x € R" A y <
f(x)}. Pak H je méritelnd mnoZina v R™HL.

Vybudujeme nyni integrél, nejprve pro nezaporné funkce.

DEFINICE 2.29. Bud f : RY — [0, oc] jednoduchd méritelnd, f(x) = > i agx ().
Definujme

RN

fl@)dx = Z a;m(M;).
j=1

DEFINICE 2.30. Bud f : RN — [0, 00| méritelnd. Definujme
(z)dx = sup { / g(x)dz; g je jednoduchd nezdpornd méfitelmi}.
RN RN
VETA 2.31. Bud f : RN — [0, 00] méritelnd. Pak existuje posloupnost jednoduchyjch
meritelnych nezdpornijch funkci f, takovych, Ze pro kazZdé x je
f@) < h@) < f@) <. lim fule) = ().
Navic,

f(x)de = lim fn(2)dz

RN n—oo JrN
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DEFINICE 2.32. Bud f : RN — [0, 00] méritelnd a M C R™ méfitelnd. Definu-

[ o= [ (oo
M RN
VETA 2.33. Bud f: M C RN — [0, 00] méritelnd a H = {[z,y];z € R* A 0<

y< f(x)}. Pak
/ f(z)dz = m(H).
M

/M dx = m(M).

Nyni zavedeme Lebesguetv integrdl pro funkce, které mohou mit i zdporné
hodnoty. Necht f: M C RN — [~o0, 00]. Oznacme

fT(z) = max(f(),0), f~(z)=—min(f(z),0).

Ziejmé je fT>0,f~>0a

jme

Navic

f=r-f
Navic je |f| = fT+ f~.

DEFINICE 2.34. Bud f: M C RN — [—oc0, 00] méFitelnd. Definujme

/f dx—/f+ dx—/f

pokud viyraz vpravo md smysl, tj. nent to neurcity vyraz oo — co.

VETA 2.35. Bud f : M C RN — [0,00] omezend a M bud oblast po cdstech
hladkd. Necht existuje Riemanniiv integrdl

R) /M F()da

Pak f je méritelnd a existuje Lebesquetiv integrdl fM f(x)dx. Navic

/M dx = (R) /M f(z)dz






KAPITOLA 3

Prostory funkci

1. Prostory se skalarnim soucinem a Hilbertovy prostory

DEFINICE 3.1. Bud V vektorovy prostor a (.,.) : V x V — R zobrazeni. Pak
toto zobrazeni nazyvdme skaldrnim soucinem, pokud splriuje

(i) (z,y) = (y,2);
(i) (z+y,2) = (z,2) + (y,2);
(111; (azx,y) = alz,y);

(iv) (xz,2) >0 a (x,2) =0 jenom pro x = 0.

VETA 3.2. Bud V wektorovy prostor a (.,.) : V x V. — R skaldrni soucin.
Polozme

[z]| = (2, 2).
Pak
@) [l + ol < llall + [yl
(ii) [laz| = la| [l=|;

(iii) |zl >0, || =0 < z=0.

Viraz ||z|| nazgvdme normou x.

DEFINICE 3.3. Bud V wektorovy prostor a (.,.): VXV — R skaldrni soucin a
lz|| = \/(x,x). Rikdme, e posloupnost x, ja Cauchyovskd, pokud

Ve > 0 Ing Yn,m (n>n0/\m>n0 = ||zn, — T <5).

DEFINICE 3.4. Bud V wvektorovy prostor a (.,.) : V x V. — R skaldrni souéin.
Rikdme, V' je 4iplng prostor, pokud kazdd Cauchyovskd posloupnost x, md ve V
limitu, tj. existuje x € V' tak, Ze limy,_ oo T, = .

Kazdy uplnyg prostor se skaldrnim soucinem nazyvdme Hilbertovym prostorem.

2. Lebesgueiiv prostor L?(M)

Necht M C R™ je méfitelnd mnozina. Definujme

LHM) = {f; /M F(z)dw < oo}.

0= [ fa

Pak (f,g) je zobrazeni z L*(M) x £L*(M) — R, které spliuje vlastnosti (i), (ii),
(iil) z definice 3.1, ale nespliiuje (iv).

VETA 3.5. Poloz

19
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Diikaz. Vlastnosti (i), (ii), (iii) jsou snadné. Piipomenme, ze nulovy prvek v
£?(M) je nulové funkce. Vezmeme nynf napi. Derichletovu funkei definovanou

f@) = 1 pokud z€Q
o pokud z ¢ R\ Q.

Protoze m(Q) = 0, je

/Rf2(x)dx =0

prestoze f neni identicky rovna nulové funkci.
O

DEFINICE 3.6. Rekneme, Ze dvé funkce f,g jsou ekvivalentni, pokud existuje
mnozina M nulové miry takovd, Ze

flz)=g(x)  pro z¢ M.

Tato definice ndm definovala rozklad .#%(M) na jednotlivé podmnoziny (tifdy
ekvivalence) takovy, ze libovolné dvé funkce v néjaké podmnoziné jsou ekvivalentni.

DEFINICE 3.7. Definujme prostor L?>(M) jakozto mnoZinu viech t¥id ekviva-
lence. Cili prokem L?(M) je tiida ekvivalentnich funkci.

7Z kazdé tiidy lze vybrat reprezentanta f. Oznaéme pak tuto tiidu [f]. Je jasné,
ze pokud f(z) = g(z) s vyjimkou mnoziny nulové miry, je [f] = [g].

DEFINICE 3.8. Definujme nyni

(1l = [ s@o@de o 1is1= ([ Paa)”

Tato definice nezavisi na vybéru f, g a spliuje vlastnosti (i), (ii), (iii) z definice
3.1. Navic ndm odpadla potiz s vlastnosti (iv) a plati tedy véta:

VETA 3.9. L2(M) je prostor se skaldrnim soucinem.
Nasledujici véta je hluboka, jeji dukaz se opird o vétu 2.31.

VETA 3.10. L2(M) je Hilbertiiv prostor (tj. tplny se skaldrnim soucinem,).

3. Slabé derivace funkce

DEFINICE 3.11. Oznac¢me symbolem C}(0,1) mnoZinu vsech funkei ¢(x) defi-
novangch na [0,1] s vlastnostmi

eristuje ' (z)v kazdém bodé x € (0,1);
Junkce x — ¢'(z)je spojitd ;

existuje § > 0 takové, Ze p(x) = 0 v intervalech [0,6] a [1 — 6, 1].

VETA 3.12. Necht f € L?(0,1) a necht plati pro kazdou o € C}(0,1)

/iﬂwwuwx:u
0

Pak f(x) = 0 skoro vSude (tj. f(x) =0 s vyjimkou mnoZiny nulové miry).
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Diikaz. Jen ndznak. Predpoklddejme, Ze f je spojitd a fixujme bod zg € (0,1).
Bud € > 0 a zvolme ¢, (z) takto

0 v intervalu (0, zg — €);

% 4 siz(x —xo) v intervalu (zg — &, x0);
pe(z) = 1 1 i

s — =Z(z—w0) vintervalu (zg,z0 + ¢);

0 v intervalu (zg + ¢, 1);

Funkce ¢ (z) je spojitd po ¢astech linedrni a fol e (z)dx = 1. Bohuzel nem4 spoji-
tou prvi derivaci a . (z) dekonce neni definovand v bodech xg — €, g, o + €. Ale
tak si ji v téchto bodech zhladime tak, aby integral byl porad 1 a aby zhlazena
funkce byla nenulova pouze v intervalu (z¢g — €,x0 + €). (Takové zhlazeni se sice
lehce namaluje, ale ve skutecnosti to je hluboka véc! )

Podle predpokladu vime, ze

1
/0 F(@)pe(@)dz = 0

pro kazdé £ > 0. Protoze f(x) je spojitd, jeji hodnota se na intervalu (zg —e, xg+¢)
piilis nezmeéni, pokud ¢ je malé. Lze tedy psat f(x) = f(z¢) v (zo — &,20 + €) pro
mald . Potom je tedy

0= / f(@)pe(@)dz = f(o) / pe(x)dz = f(z0).1 = f(zo).

Tedy f(xzo) = 0 v kazdém bodé z¢ a f je nulovd. Nyni by se musel tento postup
precizovat i pro méritelné funkce, nejen pro spojité. To je dalsi netrividlni krok a
opira se napi. o tzv. Luzinovu vétu.

O

Bud nyn{ f(z) diferencovatelns funkce definovana na intervalu (0,1). Pak pro
kazdou ¢ € C3(0,1) plati

! ’ _ L_ ' 2o (x)dx = — 1 )¢ (x)dx
/0 F @)l = [f(2)p(@)]: / f(@)! (2)de = / f(2)g! ()

To nam s pfedchozi vétou umozni definovat derivaci pomoci integralu. Predpokladejme
ze f(z) je dand diferencovatelnd funkce a g(x) je nékjaka funkce (viibec nepfedpokldddme,
Ze je to derivace f), pro kterou plat{

(3.1) /0 g(x)p(x)dr = —/0 f(x)¢'(x)dx pro viechny ¢ € Cj(0,1).

Uzitim per-partes a jednoduché tpravy mame

1 1
- [ s @ar = [ s @t
a nasledné )
/0 (9(x) = f'(x))p(x)dz = 0.

Diky piedchozi vété je nutné g(x) — f/(x) =0 v (0,1) a tedy g je derivace f.
Integralni vztah (3.1) ale nepotiebuje, aby f méla derivaci. Staci, aby byla
méfitelnd. To ndm umoziiuje definovat derivaci funkef z L2(0,1).
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DEFINICE 3.13. Nechi f € L?(0,1). Rikdme, ze g je slabd derivace f, pokud

plati
/0 o(e)p(e)de = - / f(2)! (2)dx

pro vechny ¢ € Cé (0,1).

.....

integralni identita by méla tvar

[ ooty = / ' fa)e (@)

a platila by pro viechny ¢ € C2(0,1). Oproti predchozi definici pozadujeme vyss{
hladkost ¢. Pro f" bychom chtéli ¢ € C3(0,1) atd. Abychom tomu dali jednotny
ramec, zavedeme jednotny prostor testovacich funkei.

DEFINICE 3.14. Oznacme symbolem C§°(0,1) mnoZinu viech funkci p(x) defi-
novangch na [0,1] s vlastnostmi
existuje o) (x)v kazdém bodé x € (0,1) pro kazdé k € N;
existuje § > 0 takové, Ze p(x) = 0 v intervalech [0,6] a [1 — 6, 1].

Nésledné plati, ze funkce  — ) (z) jsou spojité v kazdém bodé = € (0,1) a
pro kazdé multiindex k£ € N.

DEFINICE 3.15. Nechf f je méritelnd. Rikdme, Ze g je slabd derivace f (popf-.
slabd derivace f Fddu k), pokud plati

/0 ge)pla)da = — / fe)gl (@)da

pro vechny ¢ € C§°(0,1), popr.

1 1
/ g(2)p(x)dz = (~1)* / F(@)e® (2)dz
0 0

pro viechny ¢ € C§°(0,1).

VETA 3.16. Nechi f md spojitou derivaci f%) a necht g je slabd derivace Fddu

k, tj. plati
1
)z = (— o™ (
| s@etare - / e

pro viechny ¢ € C§°(0,1). Pak g(z) = f( (x) pro skoro vechna x.

Diikaz. Jenom upozornéni. Tato véta je ponékud obtiznéjsi, nebot méame méné
testovacich funkef a presto je nutné, aby platila analogie véty 3.12 pro ¢ € C§°(0,1)
(ne tedy jen pro ¢ € C3(0,1)).

O

Nyni si zavedeme pojem slabych parcidlnich derivaci. Bud déna oteviend
mnozina @ € RY. Bud M C Q. Uzivérem M mnoziny M nazjvéme prinik
vSech uzavienych mnozin F, M C F. Je to tedy nejmensi uzaviend mnozina ob-
sahujici M. Omezenou uzavienou mnozinu nazyvame kompaktni. Oznac¢me jesté
prop: Q2 —R

suppy = {z € Q; f(x) # 0}
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Protoze v dalsim budeme potiebovat parcidlni derivace vyssich fada, pfijmeme
toto znaceni. Necht o = (k1,ka,...,kn), k1, ks,...,kxy € Np, je tzv. multiindex a
k=ki+ko+- -+ kyn. Pak

o " p(x)
Deole) = Ak oLk oLk
1 0T9" ... 0Ty

Cislo k je fdd multiindexu « a budeme ho znacit |a|. Oznaéme M mnozinu vsech
multiindex.

DEFINICE 3.17. Bud Q C RN oteviend mnozina. Symbolem C°(2) oznacme
mnozinu funkci p : Q — R spliujict

existuje D%p(x) v kazdém bodé x € Q a pro kaZdy multiindex o € M

suppy je kompaktni podmnozina v 2.

Nésledné plati, ze funkce x — D%p(x) jsou spojité v kazdém bodé x € Q a pro
kazdy multiindex o € M.

DEFINICE 3.18. Bud 2 C RY oteviend mnozina. Nechi f : Q — R je méritelnd.
Rikame, Ze g : Q — R je slabd derivace f podle multiindexu o, pokud

/ f(@)D®p(x)dz = (~ 1)l / o(e)p(e)de
Q Q

pro vsechny ¢ € C° (). MizZeme psdit g = DO f.

VETA 3.19. Bud Q C RN oteviend mnozina. Nechf f : Q — R a necht f md
klasickou derivaci D™ f pro néjeké a € M. Pak f md slabou derivaci DS, f a plati

D f(z) = Dy f(x)

pro skoro viechna x € ).

4. Sobolevovy prostory

Daéle budeme psat D¢ f(x) misto D f(x) a vSechny derivace budeme chapat
slabé.

DEFINICE 3.20. Definujme Soboleviiv prostor W12(0,1) jako mnozinu funkci
f € L*(0,1), které maji slabou derivaci f' a navic f' € L?*(0,1). Skaldrni soucin
ve WH2(0,1) je definovdn vztahem

1
1Dy = | (F@lala) + 1/ @)g' @)
Ze skaldrniho soucinu miuZeme definovat normu
1
s = ([ (@) + @) o)

Nyni tuto definici zobecnime jednak do RN a jednak pro vyssi derivace. Nejprve
pro prvni derivace.

1/2

DEFINICE 3.21. Bud Q C RN oteviend mnozina. Definujme Soboleviv prostor
W2(Q) jako mnozinu funkci f € L*(Y), které maji slabé parcidini derivace %,
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1 =1,2,...,N a navic g—gfi € L%(0,1). Skaldrni soucin ve WLH2(Q) je definovdn
vztahem

N
(f7g)wlv2(ﬂ) = /Q [f(:z:)g(a?) + Z 3;;?) 3;;9:)}5150

Ze skaldrniho soucinu muzeme definovat normu

e = ([ [0 +i (S ar) "

Nyni v plné obecnosti.

DEFINICE 3.22. Bud Q C RN oteviend mnozina. Definujme Soboleviiv prostor
Wk2(Q) jako mnoZinu funkci f € L?(Q), které maji slabé parcidlni derivace D* f,
la| <k a navic D*f € L*(0,1). Skaldrni soucin ve W*2(Q) je definovdn vztahem

(F-is = [ (F@al@)+ 3 D" 5(@)D%(0)) o
la| <k
Ze skaldrniho soucinu muzeme definovat normu

sy = ([ [P0+ 3 (0 @)?] as)

la|<k

1/2

VETA 3.23. Prostor W*2(Q) je Hilbertiv prostor.

Poznamenejme, ze v predchozi vété je nejzajimaveéjsi vlastnost uplnost. Ta
souvisi s tiplnosti prostoru L?(2) a proto uvazujeme vsechny integraly Lebesgueovy
a v8echny derivace slabé.

Definujme si jesté Sobolevovy prostory s nulou na hranici 92, ale jen pro prvni
derivaci.

DEFINICE 3.24. Bud Q C RN oteviend mnozina. Definujme Soboleviv prostor
Wy 2(Q) jako uzdvér mmoziny Cg°(Q) v prostoru W2(Q).

Predchozi definici chépeme takto: Pokud f € W, ?(Q), pak f € WH2(Q) a
navic f(z) = 0 pro x € 9. Musime si ovSem uvédomit, ze pojem f(z) = 0 je znacné
nepfesny, protoze napi. pro kruh Q = {z € R?;|z| < 1} je 9Q = {z € R?;|z| = 1}
(tj. kruznice) miry nula a tud{z pokud funkci f € W2(Q) zménfme pravé na 052,
jedna se vlastné o stejnou funkci, protoze jsme ji zménili na nulové mnoziné. A
presto chceme védét, co jsou funkce s nulovou hodnotou pravé na 9Q.



KAPITOLA 4

Elementy funkcionalni analyzy

1. Linearni a bilinearni formy na Hilbertovych prostorech

DEFINICE 4.1. Nechi H je Hilbertiv prostor a b: H — R zobrazeni. Rikdme,
Ze b patri do dualu H, znacime b € H*, pokud
(i) b(z +y) =b(x) +b(y) pro kazdé x,y € H;
(i) b(ax) = ab(z) pro kazdé a e R a x € H;
(iii) existuje konstanta B > 0 tak, Ze |b(z)| < Bllz|| pro vSechna x € H.

DEFINICE 4.2. Zobrazeni A(.,.) : H x H — R se nazjvd symetrickd bilinedrni
forma, pokud
(i) (Az,y) = (Ay, z) pro kazdé x,y € H;
(i) (Ax +y),2) = (Az, 2) + (Ay, 2) pro kazdé x,y,z € H;
(i) (Aazx,y) = a(Az,y) pro kazdé « € R a x,y € H;
(iv) ezistuje konstanta C > 0 tak, Ze |(Ax,y)| < C ||z|| ||ly|| pro viechna x,y € H.

LEMMA 4.3. Bud A(.,.) : H x H — R symetrickd bilinedrni forma a b € H*.
Polozme F(z) = (Ax,z) — 2b(x). Pak F : H — H je spojitd, tj. x, — x v H, pak
F(z,) — F(z) v H.

Diikaz. Necht x, — z. Pak ||z, — z|| — 0 a vime. Ze konvergentni posloup-
nost redlnych ¢isel je omezend. Existuje tedy D > 0 takové, ze |x, — z| <
D pro vsechna n. Z toho mame

(4.1) 2]l = lzn —2 4+ 2| < [lon — 2l + |lz] < D+ ||z := L.
Dokazme spojitost A. Snadno mame
[(Azp, ) — (Az, 2)| = [(A(z), — ), 7)) + (Az, 7)) — (A, )]
= |(A(zn — @), 20) + (Alz, 20 — )| < [(A(2n — ), 20)| + |(A(2, 20 — 7))
< Kllwn = f| lon | + K| [on — 2 < (KL + K|[z[)[lzn — .
Jelikoz ||z, — x| — 0, nutné |(Az,, z,)— (Az,z)| — 0. Protoze b € H*, je zobrazeni

x — (b, z) spojité a tedy F(x) je spojité jakozto rozdil dvou spojitych zobrazeni.
U

DEFINICE 4.4. Symetrickd bilinedrnd forma A(.,.) : H x H — R se nazjvd
pozitivné definitnd (¢t elipticky), pokud
(v) ezistuje konstanta ¢ > 0 tak, Ze (Ax,z) > C ||z||* pro vsechna x € H (pozitivni
definitnost).

25
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2. Kvadratické funkcionaly na Hilbertovych prostorech a existence
minima
VETA 4.5. Bud A(.,.) : H x H — R symetrickd pozitivné definitni bilinedrni
forma a b € H*. Polozme F(z) = (Ax,x) — 2b(x). Pak ndsledujici podminky jsou
ekvivalentnsi:

(i) (Ay,x) =b(x) pro kazdé x € H;
(i) F(y) = min{F(z);x € H}.

Diikaz. Dokazme nejprve implikaci (Ay, z) = b(z) pro kazdé x € H = F(y) =
min{F(z);z € H}. Necht tedy (Ay,z) = b(z) pro kazdé x € H. Volme z € H
libovolné. Pak

F(x) = (Az,2) — 2b(z) = (A(x —y), 2 — y) + (Az,y) + (Ay, =) — (Ay,y) — 2b(x)
—symetrie_ (A(z — y),z — y) + 2(Ay, z) — (Ay, y) — 2b(a) =Powleme (Az.y)=(z,Ay)
= (A(z —y),z —y) — (Ay,y) = (Alz —y),z —y) + (Ay,y) — 2(Ay,y)

_pouzijeme (Ax,y)=(z,Ay) _ (A(z —y),z —y) + (Ay,y) — 2(b,y) > positivaf definitnostA
> clle —y|* + (Ay,y) — 2(b,y) = cllz — yl* + Fly) > F(y).

Dokazme opac¢nou implikaci F(y) = min{F(z);z € H} = (Az,y) = (z, Ay)
pro kazdé « € H. Predpoklddejme, Ze y je takové, ze F(y) < F(x) pro kazdé x € H.
Oznac¢ime-li h = x — y, mame

(4.2) F(y+h) > F(y) prokazdé h € H.
Pak muzeme psat
(A(y+h),y +h) —2b(y + h) > (Ay,y) — 2b(y)
< (A(y +h),y+h) —2b(y +h) — (Ay,y) +2b(y) >0
©2(Ay, h) + (Ah, h) — 2b(h) > 0
&2(Ay, h) — 2b(h) > —(Ah, h)
& (Ay,h) —b(h) > %(Ah, h).

Pisme na moment v posledni nerovnosti —h misto h a dostaneme

(Ay, —h) = b(~h) = —3 (~Ah, ~h)

1
<(Ay,h) —b(h) < §(Ah, h)
coz dava pro kazdé h € H
— 5 (AR, 1) < (Ay,h) — b(h) < 3 (Ah,h).

Pisme v posledni nerovnosti tx misto h a dostaneme pro kazdé x € H a pro kazdé
teR

1 1
—itQ(A:E,x) < t((Ay,z) —b(z)) < itQ(Ax,x).
Z toho plyne, ze pro kazdé h € H a pro kazdé 0 #t € R je

—%t(Ax,a:) < (Ay,z) —b(z) < %t(Axvx)
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Limitnim pfechodem t — 0 ziskdme pro kazdé = € H vztah
(Ay, ) = b(z) = 0,
coz jsme chtéli.
O

VETA 4.6. Bud A(.,.) : Hx H — R symetrickd pozitivné definitni bilinedrni
forma ab € H*. Polozme F(x) = (Az,xz)—2b(x). Pak ezistuje jednoznacéné urcené
y € H takové, Ze

F(y) = min{F(z);z € H}.

Diikaz. Polozme a = inf{F(z);x € H}. Zfejmé plati
F(:L') _ (A.’E, $) _ 2b({1,‘) ZA je pozitivné deﬁnitm’z C”IL‘H2 _ 2b(.’£)
b2 1 1
> Conchwora nerosnost > a2~ 9| o = el — 1o )” — Loy = L2
C & &

a tedy a € R (neni —o0).
Pocitejme pro x,y

F(z)+ F(y) — 2F(x + y) = (Az,z) + (Ay,y) — 2b(z + y)
Y

-2(a(51) ) o)

= %((Agc, x) — 2(Az,y) + (Ay, y)) = %(A(x —y),x —y).

Nechf posloupnost vektort sliuje F(z,) — a. Pak

1 . e L1

7”‘1:” _ ynH2 SA je pozitivné dcﬁmtmg *(A(J?n _ xm)wxn _ xm)
2c 2
= F(xn) + Flam) - 2F($”+T$m) < F(an) + Fl) — 2a.

Protoze F(x,) — a, F(z,) — a, plati F(z,)+F(x,)—2a — 0 a tedy ||x, —yn|* —
0. To znamend, ze posloupnost x, je Cauchyovskd aprotoze H je uplny, existuje
y = lim, o x,. Protoze F je podle lemmatu 4.3 spojitd funkce na H, mame
F(y) = a a tedy

F(y) =inf{F(z);z € H} (=min{F(z);x € H} )

nebot minima se nabyva pro y.
Nyn{ ukézeme jednoznaénost y. Necht z spliiuje z = min{F(z);z € H}. Pak

F(z) = F(y) a

zZ+y

(A(z—y),z—y):F(z)+F(y)—2F( )§2a—2a—0

DN | =

1 2

|z — <

-yl <
atedy z =y.






KAPITOLA 5

Rovnice nosniku

Malé prohnut{ vodorovného nosniku zatizeného silou f(x) a stlac¢eného silou F'
je dan rovnici

—EIy’ = Fy—i—/x(:n —t)f(t)dt,
0

kde E je Younguv modul pruznosti materidlu a I moment setrvacnosti prufezu.
Dvojnasobnym derivovanim maéame

_Ely///l — Fy// +f(x)

29






KAPITOLA 6

Aplikace na obycejné diferencialni rovnice

1. Uvod
Z teorie rovnice nosniku mame rovnici
(6.1) —u" 4+ M = g(z)
s okrajovymi podminkami
(6.2) u(0) = u(l) = 0.

feSeni budeme chapat ve slabém smyslu.

2. Pripad A >0

DEFINICE 6.1. Nechi g € L*(0,1). Funkci u € W,?(0,1) nazveme slabym
Fesenim problému (6.1) a (6.2), pokud pro kazdou funkci v € W,2(0,1) plati

! !
(6.3) /0 (v (2)v' (z) + Mu(z)v(z))dx :/0 g(x)v(z)dz.

VETA 6.2. Nechi A > 0. Potom zobrazeni A(u,v) : W3 2(0,1) x Wg2(0,1) — R
definované predpisem

l
A(u,v) = / (v (2)v' (z) + Mu(z)v(z))dx
0
je symetrickd pozitivné definitni bilinedrni forma.

Dikaz. Ovérime postupné platnost (i), (ii), (iii) a (iv) z definice (4.2) a potom
(v) z definice (4.4).
Vlastnost (i).

!
(Au,v) = /0 (' (2)v' (z) + Mu(z)v(z))dx

Vlastnost (ii).
l
(A(u+v),w) = /O (' (@) + o' (@))w'(z) + Mu(z) + v(z)w(z))de
!
= /0 (v (2)w'(z) + V' (2)w' (z) + Mu(z)w(z) + M(z)w(z))dz

l l
- / (v (z)w'(z) + Au(z)w(z))dz + / (V' (@)w' (z) + Mo(z)w(z))dz
0 0
= (Au,w) + (Av,w)

31
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Vlastnost (iii).

!
(Aau,v) = /0 (o (z)0' (z) + Aau(z)v(z))dz

Vlastnost (iv)
Auv|f’/ +Au()())dz‘

/ "LL |d.’E + )\/ |'LL |d$ <Schwarzova nerovnost
l

= </0 (@ )dx)1/2</0 U/Q(m)dx)lﬂ'i-/\(/o UQ(JC)dx)l/Q(/Ol v%ac)dw)l/2
= (/ol u?(z) + u® () dﬂﬁ) 1/2(/0l v (z) + 0% (2) dm) v
+ )\(/Ol u/Z(x) + u2(x) dx) 1/2</0l U/Q(x) . UQ(x) dx)1/2

<(1+ A)(/Ol u?(z) + u?(z) dx) 1/2(/0l v (x) 4+ v*(2) dx) i

= (L4 Mlullyr2 o, v w20,
Vlastnost (v) z definice (4.4).

!
(Au,u) = /0 u?(z) + M (z) dx

!
> min(L)\)/ u?(x) + u*(2) dr = min(1, )\)||uHW1 200"
0

Tim je dukaz hotov.
O

VETA 6.3. Nechi g € L?(0,1). Potom zobrazeni b(v) : Wy>(0,1) — R defino-
vané predpisem

Potom A(.,.) : Wg2(0,1) x Wa2(0,1) — R je prvek (Wy2(0,1))*.
Diikaz. Vlastnost (i) z definice (4.1):

!
b(u + v) = / o) (u(x) + v())da =

! !
/ g(x)u(x)dx + / g(@)v(z)dz = b(u) + b(v).
0 0
Vlastnost (ii) z definice (4.1):

blav) = /0 g(x)(au(z))dx = a/o g(@)u(x)dx = ab(u).
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Vlastnost (iii) z definice (4.1):

l
|b(1})| — ‘/ g(m)u(w)dm‘ SSchwarzova nerovnost
0

< (/Ol gQ(x)dac) 1/2(/0l u2(x)dx)l/2
</0l gQ(x)dx> 1/2(/0l u? () + uz(z)dx> 1/2.

Protoze g € L?(0,1), je C : fo r)dr < oo. Navic fo (x) + v’ (z)dx =
a tedy |b( )| < \F||u||W3,z (0,1)> €0z dokazuje (iii).

IN

||u||W1 2(0 1)

O

VETA 6.4. Bud g € L*(0,1) a A\ > 0. Potom ezistuje jednoznacéné slabé reseni
problému (6.1) a (6.2).

Diikaz. Slabé feseni definované (6.3) problému (6.1) a (6.2) lze prepsat takto:
hleddme u € W, %(0,1) tak, 7e

(Au,v) = (gav)a vE WOLQ(OJ)
protoze dle véty 6.2 je (Au,v) symetrickd pozitivné definitni bilinedrni forma a dle
véty 6.3 je (g,v) prvkem (WOM(O,Z))*, existuje dle vét 4.6 a 4.5 jedoznacné slabé
feSeni.
O
3. Pripad A =0

V piipadé A = 0 se neda poumt piimo véta 4.6, protoze véta 6.2 ndm nezarucuje,
Ze bilinedrn{ forma (Au,v) fo u'v’ je positivné definitni na T/VO1 ’2(0, 1). Ale pokud
se nam to podafi dokazat néjak jinak, pak mame opét existenci a jednoznacnost
slabého feseni. Véta 6.6 ukazuje, ze tomu tak skutecné je. Nejprve si ale dokdzeme
lemma.

LEMMA 6.5. Pro viechna u € W,>(0,1) plati

I I
/ u?(z)dx < l2/ u?(z)dx.
0 0

Diikaz. Protoze u(0) = 0, plati

u(z) — u(0) = /Ow ' (t)dt = u(x) = /09” o (t)dt

a tedy

u2 ({E) = </I ’U/(t)dt) 2 SSchwarzova nerovnost
0

<([ra)([wera) < ([ra)( [ wrom)
I (/Ol u’Q(t)dt).
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Integraci méame

/Ol u?(z)de < l/ol (/Ol u’Q(t)dt)dazzﬁ /Ol u?(t)dt = 12 /Ol u?(z)da.
O

VETA 6.6. Zobrazeni A(u,v) : Wg2(0,1)xWg2(0,1) — R definované piedpisem

l
A(u,v) = / o' ()’ (z)dw
0
je symetrickd pozitivné definitni bilinedrnd forma.

Diikaz. Ovérime postupné platnost (i), (ii), (iii) a (iv) z definice (4.2) a potom
(v) z definice (4.4).

Vlastnosti (), (ii) a (iil) se oveif analogicky jako ve vété 6.2.

Vlastnost (iv)

Au v | — ‘/ dCE‘ < / |u ‘dl‘ < Schwarzova nerovnost

< (/0 2(x )dm)l/z(/olv'Q(x)da:)l/Q
< (/Ol u'?(x) + u?(z) dx) 1/2(/01 v?(z) + v (z) dw>1/2

= ||u||W01’2(0,l)”UHWOL?(()J)'

Vlastnost (v) z definice (4.4). Diky lemmatu 6.5 mame

! ! 1 !
/0u2(a:)d1:§12/0 u?(z)dr = 72/0 u2(z)dx§/0 u?(x)d.

Pficteme nyni z fo (z)dz a délime 1+ liz Dostaneme

lil2</ol u’2(:v)dx+/ol u2(:c)dx) < /Ol u'?(z)dx
(Au, u) /Ol u(z) > 1+112(/0l u'2(x)dx+/olu2(z)dx)

— 1 2
- 1412 HUHW()L?(OJ)'

a tedy

Tim je dukaz hotov.
O

VETA 6.7. Bud g € L*(0,1) a A = 0. Potom ezistuje jednoznacné slabé feseni
problému (6.1) a (6.2).
Diikaz. Slabé Feseni definované (6.3) problému (6.1) a (6.2) 1ze piepsat takto:
hledame u € W, %(0,1) tak, ze
(Au,v) = (g,'U), vE WOLQ(OJ)
protoze dle véty 6.6 je (Au,v) symetrickd pozitivné definitn{ bilinedrn{ forma a dle

véty 6.3 je (g,v) prvkem (W01’2(0,Z))*, existuje dle vét 4.6 a 4.5 jedoznacné slabé
reseni.
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4. Piipad A <0

V tomto pfipadé naprosto ztracime pozitivni definitnost formy (Aw, v) a pfedchozich
vét nelze pouzit. Zkoumejme tedy problém (6.1) a (6.2) klasickym piistupem.
Necht A = —w? < 0 a feSme nejprve
(6.4) —u" — wu =0, u(0) = u(l) = 0.

Charakteristickd rovnice je —\? —w? = 0 a tedy A1 2 = +iw. Fundamentaln{ sytém
je coswx, sinwzx a obecné feSeni je

u(x) = ¢1 coswz + ¢ sinwz.
poéitejme nyni ¢; a ¢y z okrajovych podminek. Dosadme z = 0 a mame 0 = ¢;.
Tedy
u(x) = cosinwz.
Dosadme = = [ a dostaneme
0 =u(l) = cgsinwl.
Necht sinwl = 0
Je-li sinwl = 0, je wl = k7w pro néjaké ptrirozené k. Tedy

V takovém piipadé je ovSsem fesenim libovolna funkce
krx
u(sc):csinT7 ceR.

Dany problém (6.4) m4 tedy nekoneéné mnoho feseni.
Necht sinwl # 0
Je-li sinwl # 0, je wl ¢ {km, k € N}. Tedy

V takovém piipadé je ovSem feSenim jedina funkce
u(z) = 0.
Dany problém (6.4) m4 tedy jediné feseni.

DEFINICE 6.8. Cisla A\, = (kT“)z se nazgvaji vlastni ¢isla problému (6.4) a

funkece ug(x) = sin k’;—‘"’: se nazgvaji vlastni funkce problému (6.4).

Plati néasledujici véta.

VETA 6.9. Nechi \ ¢ {—(kl—”)z,k € N}. Pak existuje prdvé jedno fesent
problému (6.4) a to je nulovd funkce.

Necht \ = —(kT“)Q pro néjaké k € N. Pak existuje nekonecné mnoho teseni
problému (6.4), mnozina P viech Tesenti tvori vektorovy prostor ve V[/'Ol’z(O7 ) a
k
P = {csinﬂ,c € R}.

l
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Zkoumejme nynf nehomogenn{ problém, tj. pro danou funkei f € L?(0,1) nalézt
slabé teseni okrajového problému
(6.5) —u" — = f(x), u(0) = u(l) = 0.
Plati nasledujici klicova véta.
VETA 6.10. Bud f € L*(0,1).
(i) Necht \ ¢ {f(kT”)Q, k € N}. Pak ezistuje prdavé jedno teSent problému (6.5).

(ii) Nechf A= —(%)? pro néjaké k € N. Pak
1. Pokud

!
/ f(z)sin k%dz #0,
0

neexistuje Zadné resend.

2. Pokud
! kmx
/ f(z)sin Tdm =0,
0

existuje nekoneéné mnoho tesent problému (6.5), mnoZina P viech Teseni
tvori afinnd (posunuty vektorovy) prostor ve W01’2(0, 1) a

P = {up(x) + csin lmlrix’c € R},

kde ug(z) je libovolné teseni problému (6.5).

Diikaz. Jen naznak. Necht existuje slabé fesen{ u(x) problému (6.5) s vlastnim

¢islem A\, = —(kT’T)Q. Piedpokladejme, Ze toto Feseni méa dokonce spojité druhé

derivace (to nastane, pokud f(x) je spojitd). Pak je toto feseni klasické a plati
—u"(z) — Mpu(z) = f(z), w(0)=u(l)=0
krx

v kazdém bodé x € (0,1). Nasobime tuto rovnost vlastni funkei uy(x) = sin %%,
integrujeme od 0 do [ a dostaneme

/0(—1/'(37) — Apu(z))ug(z)dz :/0 f(x)ug(z)dz.

Uzitim per partes (a vlastnosti w(0) = u(l) = 0, ux(0) = ug(l) = 0) méme

! !
/0u"(x)uk(z)do::[u’(x)uk(m)]f)f/o o' (x)uy(x)dz
! I
— - [ W@z =l + [ ulyii )iz
0 0
!
:/ w(x)up (z)dz
0

a dosazenim mame

! ! !
/0 (—u"(z) — Mpu(x))ug(z)de = _/0 o (x)ug(x)dz — )\k/o u(x)ug(z)dz
I ! !
= —/0 w(z)up (z)dr — )\k/o u(x)ug(x)dz :/0 w(z)(—up(z)de — \pug(z))dz,
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tedy
! 1
/ w(x)(—up(z)dr — \pug(z))dx = / f(@)ug(x)dz.
0 0
Nyni vyuzijeme té vlastnosti, ze vlastni funkce ug (x) Fesi problém (6.4) pro A = — )\
a tedy je
—uy(x)dx — Mgug(z) =0
coz dava

!
/ f(z)ug(z)dz = 0.
0

Pokud m4d tedy uloha (6.5) feSeni, je fol f(z)ug(z)dr = 0. A plati to i naopak. Ale
to uz nebudeme dokazovat.
O






KAPITOLA 7

Parcialni diferencialni rovnice

1. Uvodni definice
DEFINICE 7.1. Nechi M C R libovolnd. Rikdme, Ze funkce f : M — R splriuje

Lipschitzovu podminku, pokud ezxistuje L > 0 takovd, Ze

[f(@) = f(y)| < Llz -y
pro libovolné z,y € M.

VETA 7.2. Necht f : (a,b) — R je lipschitzovskd. Pak existuje N C (a,b)
Lebesgueovy miry nula takovd, Ze f'(x) existuje pro vsechna = € (a,b) \ N.

Dukaz. Toto je pomérné hluboké tvrzeni z teorie miry a dukaz vyzaduje znalost
jistych pokryvacich vét. Proto ho nebudeme provadét.

O

DEFINICE 7.3. Nechi Q C R? oteviend mnozina. Rikdme, Ze Q je oblast s
Lipschitzovskou hranici (piseme Q € C%1), pokud jsou splnény ndsledijici podminky:

(i) emistuje konedny pocdet m kartézskych systémi (z,,y.), v = 1,2,...,m, a
stejny pocet funkei ar(.) definovngch na intervalech A, = [zl — 652, + 0,]
tak, ze pro libovolny bod z € O existuje 1 < r < m, které spliuje

Z = [xrayr}a Ty € Ara Yr = ar(l'r)a

(i) funkce a, jsou lipschitzovské na A\,
(iii) existuje B > 0 takové, Ze pro viechna r muzeme mnozina

B, = {[xrayr];xr € Ar;ar('xr> -B<y < ar(xr) + 6}
splriuge
Vi=B,NAQ= {[xrayr];xr € Amar(xr) —B<yr< ar(xr)}a
' =B,NoN= {[xrvyr]; Tr € Ay, ar(zr) = yr}a
B"' \ﬁ = {['r"?yT]; Z‘T‘ E AT‘? a"’(a:T) < y”' < aT(xT) + /8}
Poznamenejme, Ze ¢tverec, obdélnik, trojuhelnik, obecny n-thelnik (jehoz hrany
se nepritinaji uvnitf) jsou véechno oblasti s lipschitzovskou hranici.

Nésledujici véta uvadi specialni ¢ast tzv. Greenovy véty. Je to vlastné per-
partes pro vicerozmérny integral.

39
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VETA 7.4 (Greenova véta). Bud Q € C%'. Nechi f,g jsou hladké funkce defi-
nované v oblasti Q, f = 0,9 = 0 na hranici 9. Pak

a0 [ e Sadedy =~ [ S gtep)dody

(7.2) /Q f(my)?—j(ay)dwdy} /

of
L(a, ,y)dzd
Qay(ﬂﬁ y)g(z,y)dxdy

(7.3) /Qf(l‘,y)Ag(a?,y)dzdy = f/QVf(:z:,y)Vg(:r,y)d:z:dy
(: _/Q (%(@y)%(g@y) + %(m,y)?i(x,y))dmdy) .

Samoziejmé by bylo mozné formulovat obecnéjsi vétu bez predpokladu f =
0, g = 0 na hranici 99, ale pak tam vyskakuje (jako v jedné dimenzi) n¢jaky hraniénf
¢len (néco jako faﬂ ...) a my bychom ho museli definovat, coz sice neni nijak
obtizné, ale d4 to dost technické prace.

2. Rovnice —Au + Au = f s nulovou okrajovou podminkou
Je déna oblast € v roviné a redlné ¢islo A. Hledame funkci, ktera spliiuje

_QPu(z,y)  Pu(z,y)

(74) = Aufz,y) +ru(z,y) = ———7 3 Dy?

(7.5)  wu(z,y) =0, (z,y) € 0.

+ )\U(l‘,y) = f(‘r7y)

Slaba formulace problému.

Vynésobime (7.4) testovaci funkef v(z,y) takovou ze v(z,y) = 0 na I a inte-
grujeme pfes Q. Uzitim (7.3) dostaneme ndsledujici slabou formulaci (7.4).
Hleddme u € W, "*(Q) takovou, 7e

(7.6) /Q (V) Vo, y) + A (e, y)o(e, y))dedy = /Q F (@ y)o(e, y)dedy

pro kazdou funkci v € Wy?(Q).
Ozna¢me v dalsim

H =Wg*(9),

(Au,v) = / VuVov + Auv,

Q
(f,0) = /Q fo.

Pripad A\ > 0.

VETA 7.5. Bilinedrni forma (Au,v) je symetrickd pozitivné definitni na H.
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Dukaz. Symetrie je jasnd. Dokazme omezenost.

(Au,v) = ‘/VUVU—F)\’LW’ < ‘/Vqu‘—l—)\‘/uv’
Q Q Q

() ) )
< ([ vur 1) ([ oo )"
+)\(/Q|Vu|2+|u|2)1/2</Q|Vv2+|v2>1/2

9 9 1/2 9 9 1/2
<@ [ 1aP e al) ([ vel e eR) T =@ Nl ol
Q Q
Pozitivni definitnost.

(Au,u) = / |Vu|? + Aul® > min(l,)\)/ |Vul? + |u? = min(1, \)||u|%.
Q Q

([l
VETA 7.6. Necht f € L*(Q). Pak linedrni zobrazeni (f,v) je prvek H*.
Dukaz. Linearita je jasnd. Dokazme omezenost.
1/2 1/2
[l () ()
Q Q Q
1/2 1/2
< f? /Vv2+v2 < |Ifllz2 ul| g
(L) (1o +2) " < Wz
O

Nésledujici véta je snadny dusledek vét (7.5), (7.6), (4.6) a (4.5).

VETA 7.7. Necht f € L?(Q) a A > 0. Pak existuje prdvé jedno slabé reseni
problému (7.7).

Pripad A =0 - rovnice membrany.

Je dédna oblast v roviné a membréna je pfipevnénd k hranici 92. Na tuto
membranu pusobi néjaks kolma sila f(x,y). Jaky tvar zaujme membréna? Matem-
atickd formulace problému je nésledujici: membrana zaujimé tvar funkce u(z,y),
kterd spliuje
Pulsy) | Fula.y)

Ox? Oy?
coz je uloha (7.5) a (7.4) pro A = 0.

(7.7)  Au(z,y) = = f(z,y), u(z,y) =0, (x,y) € 9N

Slabéa formulace problému.
Z (7.6) dostaneme ndsledujici slabou formulaci (7.7).
Hleddme u € W, ?(Q) takovou, 7e
(7.9 [ Vutw Vot dsdy = [ flag)ota,y)dody
Q Q

pro kazdou funkci v € W, ().
Nynf ale forma (Au,v) nenf tak evidentné pozitivné symetrickd. To se musi
ukazat pomoc { néasledujici véty.
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VETA 7.8. Ezistuje ¢ > 0 takové, Ze

/ uf? < ¢ / Vu?
Q Q

pro kazdou funkei u € Wy2(€).

Diikaz Bud u € W)*(Q). Pak u = 0 na Q. Rozsifme u nulou mimo Q a
oznaéme toto rozsifeni u. Protoze Q € C%', je Q omezend a tedy existuje 7' > 0

takové, ze @ C (=T, T)? := T. Ziejmé je u € Wy*(T) a ully 120y = l[llyr2 1)
Bud (z,y) € 7. Pak

o) = o) ~u-Tp) = [ S

Nésledné mame
T 0u
< -
el < [ |5
ou ‘2

o <27 [ |2y a
Integraci od —T do T podle y dostaneme

T
/|(acy)|dy<2T/ / ’8 ty‘dtdy
_ZT/‘ SQT/Q‘%

Integraci posledni nerovnosti podle od =7 do T podle r dostaneme

2
/|u\2 / / u(z,y)2dedy < (2T) /’ % (2T) /\Vu|2.

Oznacme v dalsim H = W, *(Q), (Au,v) = [, VuVo a (f,v) = [, fv.

VETA 7.9. Bilinedrni forma (Au,v) je symetrickd pozitivné definitni na H.

x
t,y)‘dt SSChwarZS /2T (/

-T

Su 2 1/2

Tedy

Dikaz. Symetrie je jasna. Dokazme omezenost.

(Au,v) = ‘/Qvuw‘ < (/Q|V“|2>1/2(/Q|W|2)1/2

1/2 1/2
< ([ val e ul?) ([ wep s ) = fula ola.
Q Q

Pozitivni definitnost.
1
[va =2 [
Q CJa

1
Vul2 > —
[ vl =
To nam okamzité implikuje

(Au,u) :/ |Vu|? >
Q

coz dava
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(Il
VETA 7.10. Necht f € L?(Q). Pak linedrni zobrazeni (f,v) je prvek H*.
Diikaz. Linearita je jasna. Dokazme omezenost.
1/2 1/2
fv‘ < /f2 /v2
L= (L) ()
N\ 172 5, o\ 1/2
< ([ ([ 1o +0) " < Wl Tl
Q Q
O

Naésledujici véta je snadny dusledek vét (7.9), (7.10), (4.6) a (4.5).

VETA 7.11. Necht f € L*(Q). Pak existuje prdvé jedno slabé rveseni problému
(7.7).

Piipad A < 0 - problém vlastnich cisel.

V tomto ptipadé naprosto ztracime pozitivn{ definitnost formy (Au, v) a predchozich
vét nelze pouzit. Zkoumejme tedy problém (7.5), (7.4) & jeho slabou formulaci
(7.6). Zabyvejme se nejprve piipadem f = 0. Pak hleddme u € WOI’Q(Q) takovou,

(7.9) /Q(Vu(x,y)Vv(x,y) + A u(z,y)v(z,y))dzdy = 0

pro kazdou funkci v € Wy 2(Q).

DEFINICE 7.12. Cislo —\ se nazjvd vlastnim cislem problému (7.9), pokud
existuje nenulovd funkce u(z,y) € Wy2(Q) takovd, ze (7.9) je splnéna pro kazdou
funkci v € WO1 2(Q). Funkee u(x,y) se nazjvd vlastni funkce pristusnd k vlastnimu
Cislu — M.

Analogicky jako v jedné dimenzi plati nasledujici véty.

VETA 7.13. Ezistuje rostouci posloupnost viastnich éisel 0 < Ay < Aoy < A3...
a ke kaZdému vlastnimu ¢islu existuje konecné dimensiondlni podprostor Hy, tvoreny
vlastnimi funkcemi.

VETA 7.14. Necht X neni vlastni ¢islo. Pak existuje prdvé jedno reseni u(x,y) =
0 problému (7.9).

Necht A\ = —\, pro néjaké k € N. Pak existuje nekoneéné mnoho veseni
problému (7.9), mnoZina P vSech fefent tvori vektorovy prostor ve Wol’Q(O,l) a
P = Hy.

Zkoumejme nyni nehomogenn{ problém, tj. pro danou funkci f € L?(Q) nalézt
slabé feseni okrajového problému (7.6). Plati ndsledujici klicova véta.

VETA 7.15. Bud f € L*(Q).

(i) Necht X\ meni vlastni éislo problému (7.9). Pak existuje prdvé jedno vesend
problému (7.6).
(ii) Nechi A\ = —\i, pro néjaké k € N. Pak
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1. Pokud
AfuwmmwmI¢m

pro néjakou vlastni funkci prislusnou A, (tj. f neni ortogondlni k prostoru
Hy, ), neexistuje Zddné tesent.
2. Pokud

/f@wﬂ@wﬂx=ﬁ
Q

pro kaZdou vlastni funkci (tj. [ je ortogondini k prostoru Hy), emistuje
nekoneéné mnoho tedeni problému (7.6), mnoZina P wvsech Teeni tvori
afinni (posunuty vektorovy) prostor ve Wy(0,1) a

P = {’U,()({E) + Hk},
kde uo(z) je libovolné tesent problému (7.6).
Pf‘ipad Q= (O,ll) X (0,12).

Pro tento specidlni tvar lze vlastni ¢isla a vlastni funkce spocitat. Vlastni ¢isla
jsou

1 1 4 1
2 2
M= + ) o=+ )
1 2 1 2
1 4 9 1
2 2
=+ ) M=+ )
1 2 1 2
Je-li nyni I; = I, = [, dostaneme Ay = A3 = @ a k tomuto vlastnimu ¢islu
existuji dvé nezavislé vlastni funkce
. 2mx . my . mr . 2my
Sin T Sin T, Sin T Sin T

coz je rozdil oproti jedné dimenzi.

3. Prihyb desky

V teorii rovinné pruznosti se fesi nasledujici problém:
Je déna oblast Q C R? mimo ni vystavime betonovou sténu. Matematicky je ta
sténa mnozina C' = {(x,y,2) € R% (z,y) ¢ Q,—h < z < h}. ve vyice 0 vetkneme
do stény nosnou desku a zatizime ji kolmou silou f(z,y). Jak se prohne deska?
Nejprve si definujeme vnéjsi normélu k 0€.

DEFINICE 7.16. Bud Q € C%' oblast v roviné a nechi (x,y) € 9Q. Potom vektor
v:=v(z,y) je vektor vnéjsi normdly, pokud je kolmy k hranici 0Q v bodé (x,y) (to
md pro Q € Ct smysl), je jednotkovy (tj. |v| = 1) a sméruje ven z oblasti 2.

DEFINICE 7.17. Bud Q0 € C%' oblast v a necht g(x,y) € C*(Q). Definujme
derivaci g podle vnéjsi normdly v = (v1,v2) v bodé (x,y) vztahem

dg(z,y) g(x +tv,y +tra) — g(z,y)

— =~ — lim .

alj t—0 t
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Matematickd formulace problému je nasledujici:
Je dédna funkce f(z,y) v oblasti Q. Hleddme funkci u(x,y) definovanou v 2 takovou,
ze

*u(z,y) O*u(z,y)  u(x,y)

2 — Y _
(7.10) Au(z,y) := Dt +2 9220y7 + ot f(z,y) v Q,
(7.11) u(z,y) =0 v 09,

Ou(z,y) _

VETA 7.18 (Varianta Greenovy véty). Bud Q € C%'. Nechi f,g jsou hladké
funkce definované v oblasti Q, f =0 9 — ,g=0, @ =0 na hranici 0. Pak

S v
O f 82F 829
(713) Q @ 9= Q 83:2 8;102’
O f 2f 9%
14 A AP )
(7.14) 0oyt 77 Jo a2 oy
(7.15) O [P Py

o 0120y? 9= q 0x0y Oxoy’

Slaba formulace problému.

Vynasobime nyni{ (7.10) testovaci funkef v(z,y) a integrujeme pies Q. Uzitim
(7.15), (7.14) a (7.13) mame

Pu(z,y) v(z,y) Pu(z,y) v(z,y)
(7.16) /Q ( Ox? Ox? 2 Oxdy 0xdy
Pu(z,y) 0*v(z,y) _

Slaba formulce problému je tedy tato:
Je déna f(z,y) € L*(Q). Hledime funkci u(z,y) € W*(Q) takovou, Ze rovnost
(7.16) je splnéna pro vsechny funkce v(z,y) € Wg* ().

Oznacme v dalsim

H=WiA@), (o) = [ 1o
9%u 0%v 0%u  0%v 0%u 0%v

A = | — — - =
(Au,v) q 022 022 * 0z0y Oxdy + oy? 0y?
Pripomenme si jeSté normu v H:
u(z, y) Pu(w,y) (> | |0%u(z,y) |
s = (|5 + g+ 175"
or dxdy dy
8u(1:,y) ou(z,y)
+ ‘ o ‘ + ’ ‘ + |u(x,y)| dxdy)
VETA 7.19. Em'stuje konstanta K > 0 takova Ze merovnost
8u 9 u |2 |0%u)?
— <K — .
/Q‘ax ‘  Jul /)61"2 83:83/‘ + 8y2‘

Dukaz. Nejprve si pfipomeneme trividlni nerovnost

(a+b)? <2(a® +b?).
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Uvedomme si, ze pokud je u € WZ2(Q), je gT" e Wy(Q) pro viechna i, u €

We2(Q), coz davé dle véty 7.8

/‘ax‘ dxdy<C/‘V - dxdy—C/‘ax2 &an * dudy

N 20/ ’3x2 63763;’ dedy.

Analogicky plati

e [ 2| 2

a tedy

sz [ [EER0 | EE S

Navic, protoze u € WO’ (Q), dostaneme
/ lu?dzdy < K/ |Vu|?dzdy

<o [ [EARU S

coz v kombinaci s pfedchozi nerovnosti dokazuje vétu.

83:2

O
VETA 7.20. Bilinedrni forma (Au,v) je symetrickd pozitivné definitni na H.

Dukaz. Symetrie je jasnd. Dokazme omezenost. Ze Schwarzovy nerovnosti
mame
0%*u 0% %u 0% 0%*u 0%
[(Au,v)| = ’ — 4+ =
8332 8562 6568;1/ Oxdy  Oy? 0y?

/‘&xz 8:52 8x8y‘ ‘axay‘ 72‘ ’7
1/2 1/2 1/2 1/2
/ ‘6:62 / ‘8x2 / ‘83:63/ / ‘81:87;
1/2
(LIS ([ 153])" <ttt

Nyni positivni definitnost. Podle véty 7.19 je

8u w2 10%u2
/Q‘% ’ + Ju |2<K/’83§2 Bmay‘ + ay?
coz dava

u 2 0% 2 9
iz = /’812 &ray’ + (’“)T/z‘ ‘ +’ ‘ +1ul

2
(K +1) /‘8302 axgyr giyl;‘
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a tedy

= [ (52)" 2 i)+ (50)°

> [ (5) "+ (5agy) + (58) 2 i It

coz dokazuje positivni definitnost.

O
VETA 7.21. Necht f € L?(Q). Pak linedrni zobrazeni (f,v) je prvek H*.
Dukaz. Linearita je jasnd. Dokazme omezenost.
1/2 1/2
L= (L) (L)
Q Q Q
1/2 02w |2 92u |2 92412
(L) (Llgsl + oyl + 15
Q q !0z 0xdy y
w2 10u|2 \1/2
+| 52| + 5] F 1) < Il lula
O

Nésledujici véta je snadny dusledek vét (7.20), (7.21), (4.6) a (4.5).

VETA 7.22. Necht f € L*(Q). Pak existuje prdvé jedno slabé reseni problému
(7.12), (7.11) a (7.10).






KAPITOLA 8
Nekonecné ciselné rady

1. Co je fada a jeji soucet

DEFINICE 8.1. Bud ddna posloupnost éisel a1, as,as, . ... Symbolem
o0
al—i—ag—i-ag—i—---:Zan
n=1

rozumime nekonecénou éiselnou radu.

DEFINICE 8.2. Bud ddna 7ada S L an. Utvorme posloupnost édstecnyjch

n=1
Souctu
N
SN = E QAp,.
n=1
Souctem tTady rozumime redlé ¢islo
s:= lim sy,
— 00

pokud tato limita existuje. Pokud ano, Fikdme, Ze fada y .| a, konverguje, pokud
nenezistuj nebo je nevlastni (£oc), rikdme, Ze fada > -, an diverguje.
Symbolem

(8.1) al—l-ag—i-ag—i—---:Zan
n=1

rozumime nekoneénou ciselnou Tadu.

DEFINICE 8.3. Ddna ¢isla a a q. Potom
o0
(8.2) a+aq+aq2+aq3+~«:2aq"71
n=1

se vazyvd geometrickd tada.

LEMMA 8.4. Bud a # 0. Pak 7ada (8.2) konverguje prdvé kdyz |q| < 1 a jeji

soucet je
= a
Z aq"fl - 1—qg
n=1 q
PRIKLAD 8.5. Bud r =0,333... =0.3. Jak je to pomoci zlomku?
Resent.
AN A S 3(1+1+1+—1+ )
=4 2 o= — — —
10 100 1000 ~ 10000 10 10 100 ~ 1000

e ) ) ) - g

49
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0
PRIKLAD 8.6. Bud r = 0,272727... = 0.27. Jak je to pomoci zlomku?
Resent.
_o w2
© 100 © 10000 © 1000000 ' 100000000
—£<1+i+ Lo, L )
© 100 100 © 10000 © 1000000 '
_ﬁ(1+ 1 +( ! )2+<L)3+ ) 2 1 213
100 100~ \100 100/ ") 1001 5 99 11
O

LEMMA 8.7. Bud 7ada (8.1) konvergentni. Pak

lim a, = 0.

n—oo
Nabizi se, zda neplati i opacné tvrzeni, tj. zda z podminky lim, .. a, = 0
neplyne konvergence rady (8.1). Odpovéd je negativni.

PRIKLAD 8.8 (Harmonicka fada). Nechf a, = % Pak evidentné lim,,_,o G, =
0. Ale
=1
25

Diikaz. Bud déno n na moment pevné. Pak

LN SN SR B IR SR
n+1 n+2 2n " n  n n 2n 2

Nyni piSme

Si-(e e G (eieed

n=1
+(1+i+i+i+i+i+i+1)+
910 13 15 ' 16
LTSS RS D
=3T3 Ty o

O

Cilem dalsiho vysetfovani je konvergence ¢i divergence dané fady. OvSem najit
pfebné soucet néjaké rady je prakticky nemoZné a lze to udélat jen pro velmi malo

PRIKLAD 8.9. Sectéte
i .
—n(n+1)

Reseni. Tato fada neni geometrickd. Piesto ji jistym trikem secteme. Déno
pevné n. Pak
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Nyni pisme

1
n
N
+

2. Komutativni zdkon pro fady

Co znamena komutativni zdkon pro fady? Nejdiive si fekneme, co znamena
preusporadat fadu. Napi.

a1 +ag+az+ - =ay + a3z +az+ (a5 + a7) + ag + (ag + a11 + a13)
+ag + (a15 + a17 + a9 + ag1) +as + ...

DEFINICE 8.10. Bud ¢ : N — N zobrazeni. Rekneme, ze fada

Z Qo (n)
n=1

je prerovndnim tady (8.1), pokud ¢ je vzdjemné jednoznaéné zobrazeni. To zna-
mend, Ze v posloupnosti p(n) se kazdé prirozené cislo vyskytne prdvé jednou.

DEFINICE 8.11. Rekneme, Ze fada (8.1) konverguje absolutné, pokud konverguje

rada
o0
> lanl.
n=1

VETA 8.12. Necht vada (8.1) konverguje absolutné. Pak tato vada konverguje.
Naésledujici véta je vlastné komutativni zakon pro absolutné konvergentni fady.

VETA 8.13. Nechi fada (8.1) konverguje absolutné, s = % " a,. Pak pro
kazdé o : N — N vzdjemné jednoznacné zobrazeni plati

Z Qp(n) = S
n=1

TVRZENT 8.14. Nechf #ada (8.1) konverguje neabsolutné, tj.

e} o
Zan<oo A Z|an|:oo.
n=1 n=1
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Potom pro kazdé r € R (dokonce je mozné volit i r = oo nebo r = —o0) existuje
vzdjemné jednoznacné zobrazeni ¢ : N — N takové, Ze

Z Qp(n) =T-
n=1

Tedy pro neabsolutné konvergentni fady komutativni zakon neplati

Kriteria konvergence tad.

VETA 8.15 (Srovnavaci kritérium). Bud |a,| < b,. Pak

oo oo
an<oo == Zan<oo.
n=1 n=1

VETA 8.16 (Srovnévaci kritérium). Bud 0 < a,, < b,. Pak

oo o0
Zanzoo — an:oo.
n=1 n=1

PRIKLAD 8.17. Vysetrete konvergenci rady

Resend. Ziejmé plati 0 < sin% < % a tedy

oo

>

—sin — — = — = =
noon- n? n? — n(n —1) n(n+1)
n=1 n=1 n=2 n=2 n=1
Vime tedy dle srovnavaciho kriteria, ze dand fada konverguje. Navic vidime, ze

1 1
0< —sin — < 2.
;nsmn

g
PRIKLAD 8.18. Vysetrete konvergenci rady
o, 1
> tg o
n=1
Resend. Zejmé plati % < tg% a tedy
o0 o0
1 1
tg — > — =
Dty =) =o0
n=1 n=
Vime tedy dle srovnévaciho kriteria, ze dand fada diverguje.
(]

VETA 8.19 (Podilové kritérium). Uvazujme radu (8.1). Nechi existuje

. An 41
lim +
n—oo an

:q.
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Je-li
g<1 Tada konverguje;
qg>1 rada diverguje;
qg=1 0boji je mozné.

VETA 8.20 (Odmocninové kritérium). UvaZujme Fadu (8.1). Nechi existuje

lim {/|an| = q.

n—o0
Je-li
g<1 fada konverguje;
qg>1 rada diverguje;
qg=1 0boji je mozné.

PRIKLAD 8.21. Vysetrete konvergenci rady

o0 TL2
n=1 2
Resent.
1. Pocitejme
(n+1)*
= 1 1\2 1
lim 25— = = lim (n+ ) =-<1
a fada je konvergentni, nebo
2. pocitejme
afnz 1, 1
lim {/— == lim vn2=-<1

a fada je konvergentni.

PRIKLAD 8.22. Vysetrete konvergenci rady

o0
a™n!
>

n=1

v zdvislosti na a > 0.

Resend. 1. Pocitejme

"l(n41)!
i 7a(n+$n+1) . a"Mn+1)! nt . a(n+ 1)n™
im ——— = = T
n— 00 Ln:)“ n— o0 (’/l + 1)n+1 a™n/! n—oo (TL + 1)(71 + l)n
0
I 1 a
=a lim = -
— +1
n— oo ("n )” e
a fada je
konvergentni pro 0<a<e,
divergentni pro a > e,
nevime pro a=e.
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PRIKLAD 8.23. Vysetrete konvergenci rady

oo
e"n!
Do

n=1

Resend. To je skuteéné zapeklity tikol. Zkuste si najit tzv. Stirlingovu formuli
a ta snad néco napovi.

O

VETA 8.24 (Integréalni kritérium). Bud ddna posloupnost 0 < a,, a nechf existuge
K >0 a funkce f : [K,00) — (0,00) takovd, Ze
(i) f je nerostouct,
(i) f(n)=a, pron> K.
Pak plati:

/ fx)dr < 0 = Zan<oo.
K n=1

PRIKLAD 8.25. Vysetrete konvergenci mocninné fady
oo
1

no
n=1

v zavislosti na o > 0.

Reseni. Volme funkci f(z) = L. Je jasné, ze f je nerostouci v [1,00).
1. a € (0,1). Pak
* —ad _ 1 l—ajoo __
/1 e”%dz = — [z 7Y =
a fada je divergentni.
2. a € (1,00). Pak

—Oéd = 1-ajoo = <
/1 z”%de = — a[x 15 00

a fada je konvergentni.
3. a=1. Pak

(o)
/ z7 e = [In2]5° = oo
1

a fada je divergentni (Jde o ndm jiz zndmou harmonickou fadu).

PRIKLAD 8.26. Vysetrete konvergenci mocninné vady

=1
>
n=1

nln’n

v zdvislosti na 8 > 0.

Resend. Volme funkci f(z) = ﬁ Je jasné, ze f je nerostouci v [e, 00).
1. B € (0,1). Pak
t=Inx
9 1 > 1
/ do=| 4=zl = / t Pt = ——[t' P = o0
e zln’z r=e=>t=1 1 1-p6

r=00=>1t=00
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a fada je divergentni.
2. B €(1,00). Pak

t=Inz
< 1 B dt:%dw I S S S T S
/e xlnﬂxdxi e =] 7/1 t dtfil_ﬁ[ I5° < o0

r=00=1=00

a fada je konvergentni.

3. p=1. Pak
t=Inz
< 1 =1 1
/ dx = di = 5 da z/ —dt = [Int]}° = o0
e Tlnz r=e=>t=1 .t

r=00=1t=00

a fada je divergentni.

O
TVRZENT 8.27.
= 1
Y — <o = a>1
n=1 n
VETA 8.28. Necht 0 < an, 0 < b, a necht existuje
a
lim —=¢, 0<c<oo.
n— oo bn
Pak
o0 o0
Zan<oo <= an<oo.
n=1 n=1
PRIKLAD 8.29. Vysetrete konvergenci rady
i 1 i L " 1
——— sin— tg—.
vn?+1 vn T /n
Resend. Srovnejme a, := ﬁ Sinﬁ tgﬁ s mocninou. Chceme najit «
tak, aby
a
lim — =¢, 0<c< oo.
n—oo N
Pisme
1 1 1
—— SIn —= tg ——
L(a) = lim — =1 V2l n 2 Vn
n—oo N n—oo n%
L sin - tg-L
iy YRR i Bm 1
TR T T 1 pat2
n Vn NG
1 . 1
——— sin tg —=
= lim "7 lim " lim —Y" lim
1
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Je-li
a>—2 pak L, =0,
a< —2 pak L, =
a= -2 pak L, =

)

Volme tedy o = —2 a lim,, . & = 1. Dle véty 8.28 a tvrzenf 8.27 fada konverguje.

O

PRIKLAD 8.30 (Jen pro zajimavost). Bud posloupnost a, ddna vztahy

alz\/i, Up+1 = V2 +an

posloupnost b,

bl = \/5, bn == \/2—an,1.

Vysetrete konvergenci rady
o0
> b
n=1

Resend. Snadno napiseme

ibn:\@+\/2—ﬁ+\/2—\/2+x/§+\/2—\/2+\/2+\/§+... .

Dokézeme matematickou indukef, Ze a, = 2cos 5757 Je-lin =1, je cos | =

=~

a
2

a; = 2Q = V2. Necht a,, = 2cos 5.5+ pro néjaké n. Poéitejme a,41. Vime (dle

mdukcmho piedpokladu) a ze zndmého vzorce cos? g = M

/ /1—|—cos 7
an+1 =V2+a, = 2+2cos I LR bilias

= 24/ cos?

2n+2 =2c08 5oy 2n+2

coz jsme chtéli. Nyni muzeme psét

T
by = /2 — 2cos —
COSQn

2o _ l-cosa

a nasledné dky zndmému vzorci sin” 5

V2 —2cos 5%
i

lim 27b, = lim 2" 2—2cos21n — lim
o

n—oo n—oo n—oo

9 1—cos 57

M s 3 us
. 2 . SH) 57T . SHL 577
= hm f: hm f:ﬂ- hm f:ﬂ'
n— oo 5m n—oo ST n—oo  soT

Protoze > oo, 2n je konvergentni, fada Y b, dle véty 8.28 konverguje.
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Navic vztah © = lim,,_ o 2™b, ndm dava moznost spocitat hodnotu ¢&isla 7.
Prvnich par ¢lenu je

3.12144515225805; 3.14157294036788;
3.13654849054594; 3.14158772527996;
3.14033115695474; 3.14159142150464;
3.14127725093276; 3.14159234561108;
3.14151380114415; 3.14159257654500 ~ T;

Tato konvergence je ale relativné pomala, existuji lepsi metody.

Nyni se podivame na jisty typ fad, které konverguji neabsolutné.
VETA 8.31. Necht

alzagzagz..., liman:O.

n—oo

Pak 0% | ay, konverguje.

Za jednoduché piiklady mohou slouzit tfeba

n=1 n=1 n=1
Snadno si muzete ovérit, ze prvni fada konvrguje absolutné, druhé a tfeti neabso-
lutné.






KAPITOLA 9

Nekonecné rady funkci

1. Pojem fady funkci a obor konvergence

Bud déna posloupnost funkcf f,, () definovanych na stejném intervalu I = (a, b)
(nebo [a,b), (a,b] ¢ [a,b]). Potom symbol

Z fn(2)
n=1

znamend radu funkci nebo téz funkéni fadu.
Reknéme si, co znamend jeji soucet. Zvolme pevné ¢ € I a oznaéme a,, = fy,(c).

Pak
Z ful(c) = Z an
n=1 n=1

je oby¢ejnd fada ¢isel a lze ji, pokud mozno, s¢itat. Mnozina téch ¢, pro ktera fada
konverguje, se nazyva obor konvergence.

DEFINICE 9.1. Bud ddna posloupnost funkei f,(z) na intervalu I a bud 300 | fn(x)
prislusnd rada. Oborem konvergence dané tady nazgvime mnoZinu

{a: el ifn(x) < oo}.

PRIKLAD 9.2. Bud M C I libovolnd. Pak existuje funkéni fada S oo | fo(x)
takovd, Ze jeji obor konvergence je M.

Diikaz. Definujme

)1 x ¢ M,
fn(m)_{() x e M.

Zkoumejme soucet fady Y oo fn(x).

1. x € M. Pak
an(x) :ZO<oo
n=1 n=1

2. x ¢ M. Pak

M je tedy oborem konvergence fady > .-, fn(x).

59
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Predchozi priklad ukazuje, ze obor konvergence fady funkci muze vypadat zcela
libovolné. Ale tato situace se zcela zméni, pokud klademe na funkce f,(x) dalsf
pozadavky.

Piedpoklddejme, ze funkce f, (z) jsou spojité. Pak skuteéné obor konvergence
této fady funkci nemuze vypadat libovolné, ale zjistit, jak muze vypadat, je ponékud
obtizné. Napt. je-li fn(x) =1v I, > 7, fn(x) nekonverguje nikde. V ndsledujicim
prikladé si ukdzeme, ze fada spojitych funkci muze konvergovat vsude s vyjimkou
jednoho bodu.

PRIKLAD 9.3. Rada
S
n=0

konverguje pro kazdé nenulové redlné ¢islo a diverguje pro 0.

Diikaz. Pro z =0 je
OLRCID S
n=0 n=0

Pro z # 0 je e~ 1*l < 1 a dand fada je geometricka s qocientem mensim nez 1. Tedy

n=0 n=0

O

Predpokladejme nyni, ze od nékud vime, ze rada spojitych funkci konverguje
véude v I. Je potom

fx) =" fala)

spojitd v I? Odpovéd je negativni, jak ukazuje nasledujici priklad.

PRIKLAD 9.4. Rada

o0

Z(arctgn:c —arctg (n — 1)x)

n=

konverguje pro kazZdé redlné x, ale soucet neni spojitd funkce.

Diikaz. Najdeme ¢astecné soucty. Ziejmeé

N
SN = Z(arctg nx — arctg (n — 1)z) = (arctgx — arctg 2x)
n=1

+ (arctg 2z — arctg 3x)
+ (arctg 3z — arctg 4x)
+ (arctg4x — arctg 5x)

+ (arctg Nz — arctg (N — 1)z) = arctg Nz.
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Tedy
3 pro z > 0;
f(z) = lim arctgNz =40 pro x =0;
N—o0
-5 pro x<0.
Vyslednd funkce je tedy vSude definovand, ale neni spojita.

(]

DEFINICE 9.5. Bud Y°° | fu(2), @ € I Fada funkci s oborem konvergence I.
Pak f(x) =307, fa(x) je dobie definovand funkce a Fikime, ze > o, fn(x) kon-
verguje k f(x) bodové. Pokud toto prepiseme do kvantifikdtord, mizeme dostat
formdlni definici:

ifn(x) S fr) = YzelVe>0 EInO(Nzn0:> (f(x)—XN:fn(x)‘ <s)
n=1

n=1
2. Stejnomérna konvergence

Videéli jsme, ze f(z) nemusi byt spojitd pii bodové konvergenci ani pro spojité
funkce f,(z). Zkusme tedy najit jiny typ konvergence takovy, aby se zachovala
spojitost.

DEFINICE 9.6. Necht 300 | fu(z), z € I fada funkei. Rikdme, Ze > oo | fn(x)
konverguje k f(x) stejnomérné, pokud

V5>03n0Vx€I(N2nO:>‘f(x)ifn(x)’<e>
n=1

a piseme > | fn(z) = f(x).

Vsimnéme si, ze rozdil v definicich bodové a stejnomérné konvergence je v
presunu kvantifikdtoru V x € I az za kvantifikdtor Ing, coz znamenad, ze pii ste-
jnomeérné konvergenci ng piislusné k € > 0 je stejné (¢i stejnomérné) vzhledem k x
(tedy na x nezéavislé). Navé je z toho vidét nésledujici tvrzeni.

TVRZENT 9.7. Necht Y07 | fn(z) = f(z) v I, pak Y ", fu(z) — f(z) v 1.

VETA 9.8. Bud fo(z) spojité vI a > oo | fu(x) = f(x) v 1. Pak f je spojitd v
I.

Ovérit ale stejnomérnou konvergenci piimo z definice je prakticky nemozné.
Zformulujeme si proto rozumnou postacujici podminku.

VETA 9.9 (Weirestrassovo kriterium). Bud > oc | fn(x) Fada spojitjch funkei v
intervalu I a necht
|[fr(@)| < an, xzel.
Predpoklddejme, Ze " | a, < oo. Pak Y " | fu(z) = f(z) k néjaké f v I a tedy,
v dusledku véty 9.8 je f spojitd v 1.
PRIKLAD 9.10. Necht

oo

1
1@ =2 oy

n=1

Vysetrete definiéni obor D(f) a zjistéte, v kterych bodech D(f) je [ spojitd.
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Snadno zjistime, ze pro kazdé x € R plati
1 1

| < < =a
n2(1+ n2z2)| = n2 n

aprotoze Y o | an = Y poy 73 < 00, konverguje Yo7 m podle Weirstrassova
kriteria k néjaké spojité funkci definované v R.
([l
Klasicka aplikace Weirstrassova kriteria spocivd v tom, Ze polozime a, =
max f,(x) a vySetifme konvergenci Y - | an.

PRIKLAD 9.11. Necht
T
1@ =2 T
Vysetrete definiéni obor D(f) a zjistéte, v kterych bodech D(f) je f spojitd.
Najdeme max f,,(z). Extrém funkce hleddme pomoci derivace. Zfejmé pro
fo(@) = vz Je
_ 1+n'z? —2na? 1 —nta2?

W@ = e T G nia)p

fn je lichd, f,(0) =0, f,(co) =0, derivace existuje viude a je rovna nule jen pro
T = #, pokud nés zajimaji jen kladnd z (to ndm vzhledem k lichosti staci). Tedy
v bodé x = # je maximum a plati

X 1

= — = Qp.

x
<
‘1+n4x2’ - 1+n4($)2 2n?

Protoze Y 07 an = > o | 505 < 00, konverguje > Tz bodle Weirstrassova

kriteria k néjaké spojité funkci definované v R.
O

3. Derivovani a integrovani rady funkci

Vysetfeme nyni, za jakych podminek muzeme derivovat ¢i integrovat funkéni
fadu ¢len po ¢lenu (u koneénych souctu je to jasné).

VETA 9.12. Ddna posloupnost funkci f,(z) v intervalu (a,b) a necht existuje
f1(x) pro kazdé n a x € (a,b). Predpokladejme, Ze

(i) emistuje ¢ € (a,b) tak, Ze > | fn(c) konverguje a
(i) X021 fr(@) = g(@) v (a,b).

Potom existuje f(x) takovd, Ze

D falz) = flx) v (ab)

a navic
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POZNAMKA 9.13. Véta 9.12 Fikd prakticky, Ze za predpokladu Y .~ | fr(z) =
muzeme psdt (zaména sumy a derivace)

(3 ) =3 st

n=1

Predpoklad (1) je ovdem podstatny. Jinak by se mohlo stdt

fn(x) =1 a frlz(m) =0
Pak

D @) =0
n=1

an(a:):z:1:oo.

VETA 9.14. Ddna posloupnost funkci f,(x) v intervalu (a,b) a necht existuji
f: fn(x)dz pro kazdé n. Predpoklidejme, Ze

an(x) = f(z) v [a,b].
Pak )

/ab Fla)da = nf:l /ab Fo(@)da.

PozNAMKA 9.15. Je to vlastné integrovdni clen po élenu (zdména sumy a in-

tegrdlu) . -
/ (Z fn(x))dx = Z/ fn(x)dz
a ne1 n=1va

VETA 9.16. Ddna posloupnost funkci f,(x) v intervalu (a,b) magici primition
i funkci F,(x) pro kazdé n. Predpoklddejme, Ze
(i) emistuje ¢ € (a,b) tak, ze Y. F,(c) konverguje a
(ii) ZZ; fn(x) = f(l‘) v (a7 b)
Potom ezistuje F(x) tak, Ze > o | Fo(z) = F(z) a
() = (a).

PozNAMKA 9.17. Je to vlastné integrovdni ¢len po élenu (zdména sumy a in-

tegrdlu) - )
/ (X_:l ful@))do = ;/fn(x)d:r.

Predpoklad (i) je ovsem opét podstatny.






KAPITOLA 10
Mocninné rady

1. Pojem mocninné rady a polomér konvergence

V této kapitole budeme zkoumat specialni typ funkénich fad, a to fady moc-
ninné. Jde o fady typu

Z fu(x), kde fo(z)=an(z—20c)",

n=0
tj.
oo
Zan(aj—c)" =ap+ai(z—c)+ax(z—c)+....
n=0

Cisla a,, bedeme uvazovat redlna.

Uz jsme vidéli, ze o oboru konvergence libovolné fady nemuzeme nic fici. Ale
situace v pfipadé mocninné fedy je lepsi. Tady ma4 jiz obor konvergence sva presna
pravidla.

VETA 10.1 (O poloméru konvergence). Bud ddna mocninnd rada

o0
(10.1) Zan(x—c)".
n=0
Pak existuje R (tzv. polomér konvergence), 0 < R < oo, takovy, Ze

e}
|t —c] <R = Z an(x — )" konverguje (dokonce absolutné),

n=0

(o]
|t —c| >R = Z an(z — )" diverguge.
n=0
PozNAMKA 10.2. Uvazujme na moment radu (10.1) s ¢ a a, kompleznimy. Pak
véta o poloméru konvergence plati opét a geometricky mnozina {x € C;|x —c| < R}
je v komlexni roviné kruh se stiedem c a plomérem R. V redlném pripadé jde o
interval délky 2R a stredem c.

PRIKLAD 10.3. Najdi polomér konvergence rady
oo :I;n
—
n=0

Resend. Je to geometrickd fada s qocientem <. Pak
T
‘f’ <1 = fada konverguje,
a

T
‘f‘ > 1 = fada diverguje.
a

65



66 10. MOCNINNE RADY

Tedy R = a.
O
PRIKLAD 10.4. Najdi polomér konvergence tady
oo
Z n"a".
n=0
Resend. Podilovym kriteriem
1 n+1,.n+1
fim | D 1)1+ 1/n) ] = efa] Tim (n+ 1)
n—o0 nnxgn n— o0 n—o0
=00 pro x # 0.
Tedy tfada ZZO:O n"a™ diverguje pro x # 0 a R = 0.
|
PRIKLAD 10.5. Najdi polomér konvergence rady
X n
>
n!’
n=0
Resend. Podilovym kriteriem
Zntl |x|
!
lim | "D = i = |z
=0 pro kazdé z € R.
Tedy fada Y o0, Z; konverguje pro z € R a R = oo,
O

Vidime tedy, ze R muze skutetné nabyvat vSech hodnot véetné 0 ¢i co. Je jasné,
ze v bodé ¢ mocninné fada vzdy konverguje. Jak je to ale v bodech ¢ — R,c + R?

PRIKLAD 10.6. Najdi obor konvergence vady

o0 xn
>
n
n=1
Reseni. Podilovym kriteriem
wn«{»l 9
m |2 g n B
im |——| = |z| lim 5 = |z

Tedy fada > oo, fL—Z konverguje pro |z| < 1 a diverguje pro || > 1. Tedy R = 1.
Dosadme nyn{ z = 1 a mdme

Dosadme z = —1 a mame

Obor konvergence dané fady je tedy [—1,1].
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PRIKLAD 10.7. Najdi obor konvergence Fady
>
n=1 n

Resend. Podilovym kriteriem

$n«%»l
. n+1 _ . n _
nh_)n;<> | = |zl nh_)n;<> o |].

Tedy fada $.°° | Z° konverguje pro |z| < 1 a diverguje pro |z| > 1. Tedy R = 1.

n=1 n

Dosadme nyni x = 1 a mame

= Q.

3=

[e%S)
n=1

Dosadme z = —1 a mame podle Leibnitzova kriteria

Obor konvergence dané fady je tedy [—1,1).

PRIKLAD 10.8. Najdi obor konvergence vady
oo
>
n=0

Resend. Podilovym kriteriem

lim

n—oo

xn-{-l
\ — .

Tedy fada -~ ;2™ konverguje pro |z| < 1 a diverguje pro |z| > 1. Tedy R = 1.
Dosadme nyni z = 1 a mame

il = 0.
n=0

Dosadme £ = —1 a mame

n—oo

Z (—1)™ diverguje, nebot lim (—1)" # 0.
n=0

Obor konvergence dané fady je tedy (—1,1).
O

Na predchozich tiech piikladech vidime, ze fada muze na krajich intervalu
konvergence délat cokoli.
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Nyni si ukdzeme, jak se da prakticky spocitat polomér konvergence. Jako v
ptedchozich piikladech to udéldme z podilového ¢ odmocninového kriteria. Necht
je ddna mocninnd fada jako v (10.1)

Z an(x —c)™.
n=0

Podilové kriterium.

_ .n+1
i [Gneille =™ i
oo Jap[lz — | n—oo

an+1‘
an,

An 41

Prdpokladejme, ze lim,, .

‘ := A existuje (Bud redlné ¢islo, 0 & nekonecno).
Je-li |z—¢|]A <14 |x—c| < 1/A, pak dle podilového kriteria dand fada konverguje
ajeli | —c]A>1% |z —c| > 1/A, pak dle podilového kriteria dand fada diver-

an
An+41

guje. To znamend, ze R = 1/A. Plat{ tedy vzoretek R = lim,,_,

. ijlné
1

analogicky bychom dokazali z odmocninového kriteria vzorec R = lim,,_ Tk

n
lan]

Predchozi uvahy shrneme do véty.

VETA 10.9. Nechf je ddna rada
Z an(z —c)".
n=0

pak

An41
A

Pokud existuje limy,_,

R = lim

n—00

Ap+1 ‘
Pokud ezistuje lim,,—.oo /|an| pak

1
R = lim

n—oo
Van]

PRIKLAD 10.10. Najdi polomér konvergence mocninné rady

>4
n2
n=1 n
Resent. )
. 1 2
R = lim "12 = lim (n+2) =1.
n—oo (n+1)2 n— o0 (TL)

PRIKLAD 10.11. Najdi polomér konvergence mocninné fady

oo
xTL
Z n.2n’

n=1

1
= .2 1
R = lim 7”12 = lim 7(n—|— )
" GFD.eeEn T R

=2
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PRIKLAD 10.12. Najdi polomér konvergence mocninné fady

0 m2n+1
— 2n+1°
Snadno
s x2n+1 3 5
R T

n=0
Regend. Tady je
o — {711 pro n liché;
"0 pro n sudé.

Qn
An41
nésledujici tvahou.

Poloz y = x2. Pak dana fada prejde na fadu

deylhnwﬂw‘

neexistuje. Pfesto se ale da polomér konvergence spocitat

> n
D e
n=0
Jeji polomér konvergence spocitat lze:
1
T 2
R= lim 2 _ pyy 22H3

a tedy vime, ze pokud |z?| =

diverguje. Tedy R = 1.

ly| < 1, fada konverguje a pokud |z?| = |y| > 1, fada
([l
VETA 10.13. Necht je ddna fada

Z an(x — )"

n=0

s polomérem konvergence R, 0 < R < co. Je-li 0 < r < R pak Y " jan(x — )"
konverguje stejnomérné v intervalu [c — r,c+ 7).

2. Derivovani a integrovani mocninnych fad

Rada oo o an(x —¢)™ definuje tedy v (¢ — R, ¢+ R) spojitou funkci. NapiSme
pod sebe dvé tady:

(10.2) > an(z— o)
n=0

(10.3) Z nan(x —c)" L.
n=1

Rada (10.3) vznikla z fady (10.2) formélnim derivovanim ¢len po ¢lenu. Vypocitejme
polomeér konvergence R; fady (10.3).

nan,

. . . . a
Ri=lm — = lim lim = lim " —R.
n—oo (’n, =+ 1)an+1 n—oo n + 1 n—oo Ap41 n—00 Qp41
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Obeé fady maji tedy stejny polomér konvergence a v kazdém intervalu [c — 7, ¢ + 7]
(0 < r < R) tada (10.3) konverguje stejnomérné. Dle véty 9.12 tedy plati vzorecek

(10.4) (i an(x — c)")/ = i nan,(x —c)" !
n=0 n=1

pro x € [c—r,c+ r] a tedy pro kazdé x € (¢ — R, ¢+ R). Mocninnou fadu lze tedy
derivovat ¢len po ¢lenu.

PRIKLAD 10.14. Secti vadu
n
> o
n=0
Resend. Snadno ukézeme dle podilového kriteria konvergenci. Polozme
oo
n=0

Muzeme zase snadno ovérit, ze polomér konvergence R této mocninné rady je R = 1.
Lze tedy psét pro € (—1,1) (s vyjimkou 0)

% = gnx”_l.

Protoze (2™) = nz"~ !, plati dle vzorce (10.4)

[@) _§ S )
Tx = an"‘l = (Zm") v intervalu (—1,1)
n=0 n=0

a nasledné

— T

f(@) = fed 1
7(1 — n _geom. feda__ _ = .
/ - X ng_o " +c 1 +c

Tedy

f(m)dx: ( ! Jrc>/: 1

T 1—=x

a tedy v intervalu (—1,1) plat{

X

f(z) = nz:%nx” = e

Dosadime-li x = % dostaneme

N 1 1
LR . S
nz:% o = 15) (1- 1)
O
Polozme si nésledujici otdzku. Necht funkce f(z) = Y 0" an(x — )" je déna
mocninnou fadou v intervalu (¢ — R,c+ R). Co lze Fici o lim,_, (.4 g)_ f(z) popi.
hmwa(ch)Jr f(l‘)?
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TvrzENT 10.15. Necht

flz) = f: an(z —c)"  wvintervalu (¢ — R,c+ R).

n=0

Necht tada Y, an R™ konverguje absolutné, tj. > |an|R™ < co. Pak

z—(c+R)—

o0
lim  f(z) =) a,R".
n=0
Diikaz. V intervalu [c, ¢ + R] evidentné plati
(oo} oo
Z lan(z — )" < Z |a,|R™ <Predpoklad o o
n=0 n=0

Podle Weirstrassova kriteria vime, ze fada konverguje stejnomérné v [¢, c+R]. Podle
véty 9.8 je funkce f(z) spojitd (tedy i v bodé ¢+ R) a proto plati

lim  f(z)=f(c+R) (=) anR").
n=0

z—(c+R)—

|
Sila nésledujici véty spocivd v tom, ze z predchozi véty odstrani predpoklad
absolutni konvergence.

VETA 10.16 (Abelova véta). Necht
o0
flx) = Z an(x —c)™  wintervalu (¢ — R,c+ R).
n=0

Necht fada "7 a, R" konverguje absolutné ¢ neabsolutné, tj. > o> a, R" < oc.
Pak

z—(c+R)_

lim  f(z) = i anR".
n=0

PRIKLAD 10.17. Sectéte radu

i(_l)nH . 1+1 1+
~ a2 3 4 77
Reseni. Poloz a, = % Potom a,, je klesajici posloupnost s nulovou limitou.
Dle Leibnitzova kriteria je
= (-1
10.5 = — < 00.
(10.5) s ; — <0
Bud
& (_1)n+1
10.6 = - "
(10.6) f(z) g —
Polomér konvergence této rady je
(—1)n+?
. " _..on+1
R=lm |\ o | = im == =1
n+1
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Protoze mocninnou fadu lze derivovat ¢len po ¢lenu, plati v intervalu (—1,1)

/ - (_1)n+1 ! S (_1)n+1 / S +1 —1
Fa) = (Y =) = Y ) = Y ()"
n=1 n=1 n=1
=1—z+ .132 _ mB 4. __geometrickd fada__ 1 )
1+z

Integraci mame

fl@)=In(1+2z)+c
Dosazenim z = 0 do (10.6) dostaneme f(0) =0 a tedy 0 = f(0) =In(1+0)+ca
c = 0. Plat{ tedy

X 1\n+1
fl@)y=>" %ﬂ =In(1+z), =ze(-1,1).

My ale chceme dosadit z = 1, nebot s = f(1). Protoze diky (10.5) je s < oo
muzeme pouzit Abelovu vétu a mame

s = lir{1 f(z) = lil{l In(1+z) =In2.
Tim jsme nasli

(_1 n+1

- )
~——— =1In2.
2

PRIKLAD 10.18. Secététe radu

f:(—l)"_1 L1 1
2n+1 = 3 5 7 7

n=0

Reseni. Poloz a,, = Tlﬂ

Dle Leibnitzova kriteria je

(10.7) 5= f: D"

Potom a,, je klesajici posloupnost s nulovou limitou.

o 2n+1

Bud
(10.8) flz) = i (L ana

' = 2n+1 '
Polomér konvergence této rady je

(="
2n+3
1 2n+1 _
h= T S T

Protoze mocninnou fadu lze derivovat ¢len po ¢lenu, plati v intervalu (—1,1)

/ - (_1)n 2n+1)/ - (_1)71 2n+1\/ S n,.2n
— —_— — —_— — —1
fle) (nz_:oznﬂx ;2n+1($ ) Z:O( )'x
—1— 1‘2 + $4 _ LL‘6 N __geometrickd fada__ 1
1+a2
Integraci méame

f(x) = arctgz + c.
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Dosazenim z = 0 do (10.8) dostaneme f(0) =0 a tedy 0 = f(0) =In(1+0)+ca
c = 0. Plati tedy

)= 4

My ale chceme dosadit z = 1, nebot s = f(1). Protoze diky (10.7) je s < oo
muzeme pouzit Abelovu vétu a mame

n
1x2”+1 =arctgzr, z€ (-1,1).

s = lil{l flx) = linll arctgx = arctg 1l = %

Tim jsme nasli

n+1 4
n=0

Zopakujme si pied dalsim ptikladem Taylorovy rozvoje

R U L S
COS%*ZQn)!x fl—a—i-ﬂ—a—l—.‘. ;

n=0

. = (=1)ntt ontl 3 xd 27
n=0

PRIKLAD 10.19. Vuresme pomoci mocninnych tad diferencidlni rovnici
y// + y — 0

Reseni. Samoziejmé vime, ze obecné feSeni je ddno vztahem y = agcosx +
aisinz.
My se to pokusime najit pomoci fad. Hledejme feSeni ve tvaru

o0
y= E anx™.
n=0

Pak
y/ = Z na,,ﬁl?nil = Z(n + 1)an+1z";
n=1 n=0
V= S nn - Dana™ = 300+ 2)(n + D™
n=2 n=0
Dale je
vy =" (an+ (0 +2)(n+ Dansz) = 0.
n=0

Mocninna fada se rovnd 0 jediné pokud vSechny koeficienty jsou 0. Z toho mame
an + (n+2)(n+ Dapiz =0,

nebo ekvivalentné a
n

= > 0.
N I TG ) M
Volme ag libovolné. Pak ay = —{% = =3¢, ag = —g% = 3} a indukci by nam vyslo
__% _ % - _%
ag——a, a4—4!,a6— 6!,atd.
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Volme a; libovolné. Pak a3 = —g% = — %}, a5 = —7% = %} a indukef by ndm vyslo
a ay a
az = BETR as = 5k a7y = T atd.
Resent je tedy
- _%,2 M 3 % 4 "5 90 6_ 4 7
Yy =ag+ ar1x 2'90 3|x —&—4'1' —1—5' 6'35 7!:10 + ...
2?2zt af T S
:ao(l 2+j—a+ )+CL1<£E ?—i—y—?—k )
cos T sin x

=aqagcosx + ay sinz.

PRIKLAD 10.20. UkaZme, Ze

/ e dr < 2.
o ¥ —1

v s’ ’ v~ 2 ’ ~ o0 x . , ,
Resend. Neni tézké ukazat, ze fo si—1dr < 0o. Substituci mame.

t=e", x=Int s=1-—¢

¢ ze® d:c——fdt Lt ds = —dt
I'_/O ew—ldx_ x:():&tfl _/o t_1dt_ t=0=s=1
r=e=>t=0 t=0=s=1

1
_ _/ In(1 —s) ds.
O S

Definujme funkci

f(x) = — /OﬂC Md&

s
Rozvinime —In(1 — s) do Taylorovy fady, tj.

82 83 ad s™
—1n(1—s)_s+5+§+—+ Z::; se(=1,1).
Potom
T o Sn—l o .’cSn—l 0 "
= ds = ds =S "2
o= | (S5 =2 [ =2
Tedy
o0 :1;”
fla) = ; — se(=L1),

Protoze Y, _; =5 < 00, je podle Abelovy véty

=/ )

_1+Z(———>:2

oo o0

re® 1 1
m_ldfC:ZﬁSHZm




KAPITOLA 11

Fourierovy rady

1. Ortonormalita systému cosina a sinu

Npisme si nékolik zndmych goniometrickych vzorecku:

sinasin 8 = % [cos(a — B) — cos(a + B)],
cos acos 3 = % [cos(a — B) + cos(a + B)],
sincos B = %[sin(a + B) + sin(a — B)],
cosasinff = %[sin(a + ) —sin(a — 5)]
Uvazujme interval (—[,[) a ném soustavu funkef 1, cos ™%, sin 73, n > 0. Necht

m,n > 1, m # n. Potom

l l
1 _
/ s E L TNT ,/ g T —mz w(m Az
—1 l

T 2 ! I

_ 1
1 [ l sin m(m—n)z l sin w(m + n)x} _o.
2Llmr(m—mn) l m(m+n) l -1
Analogicky
! ! _
/ cos T cos T g = 1 / cos ult i + cos mim + n)z dz
1 l 2/, l l
1 l . m(m—n)zx l . m(m+n)zy!
= — = 0
2 Lr(m —n) - l + w(m+n) s l —1
Dale
! !
1 _
/ sin T cos T g = = / sin 7%(771 +n)z + sin 77r(m n)e dz
—1 l l 2 —1 l l
1 l l - !
1 [ 3 cos m(m+n)z o w(m n)x} _o.
2 m(m+n) l w(m —mn) l -1

Necht nyni m =n, n > 1. Pak

75
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Spoctéme jesté

Tim jsme spocitali, ze systém funkci 1, cos 7*, sin 7%, n > 1 je na intervalu

T
(—I,1) ortogondlni. Spocitejme jesté

l l
1 2 1 l 2 l
/ sinzw x:f/ 1 —sin 7Tmuala::f[ac——cos ﬂnm} =1,
—1 l -1 l 2 —1
1
2

N 1/ . 2mnx l 2mnx !
cos” —dxr = = 1+ sin dx = [m—&——cos } =1,
. l 2/ l 2mn [
l
/ 1%de =[], = 2L.
-1

Ze vsech téchto vypoctu plyne platnost nasledujici véty.

VETA 11.1. Systém funkci

L icos m iSin me
vV Vi 17V !

je na intervalu (—1,1) ortonormdlni.

, n>1

2. Formalni rozvoj

Nechf f(z) je ddna v intervalu (—[,1). Ptejme se, zda existujf &fsla a,,, b, n >0
tak, ze v néjakém smyslu plati

o0 o0
f(z) = Zancosﬁlﬂ —l—bnsinﬂlﬂ = ag +Zancos7rlﬂ —i—bnsin@.
n=0 n=1
Predpoklddejme, ze to plati pro kazdé z. Volme k£ > 0 a vynasobme predchozi
mkx mkx

rovnost postupné funkcemi 1, cos "%, sin 7% a integrujme od —I do [. Diky

ortonormalité okamzité vyjde pro k > 1
1 k 1 k
ay = f/ f(x) cos Lxdx, b = 7/ f(x)sin L
L) l L) l
aprok=0

1
= — dz.
ao 21/_lf(x)m

Takto tedy musi vypadat a,,b,, pokud ma mit trigonometrickd fada Sanci na
konvergenci.

3. Bodova konvergence

Necht fi , |f(z)]dr < oo (tento pfedpoklad je nutny, abychom zaruéili existenci
ak,by). Polozme v dalsim pro k > 0

1 [ k 1 [ k
ay = 7/ f(z)cos Wl—mdac7 b, = 7/ f(z)sin ydx
-1 -1
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a definujme

™I
n by sin ——
—i— Z a cos —|— sin ;i

Frn(x +Zancos +b sm?

Protoze Fy(z) je 2l-periodickd, je vyhodné rozsifit i funkei f(x) 2l-periodicky na
celé R a ptame se, zda pro vSechna x € R plati

f(z) = Fy(x).
DEFINICE 11.2. fekneme, Ze funkce f(x) ja na [a,b] po édstech hladkd, pokud

existuje déleni a = xg < 1 < T2 < -+ < Ty, < Tp41 = b intervalu [a, b] takové, Ze
f mds spojitou derivaci v (¢;,cit1), 1 =0,1,2,... . n a existuji konecné limity

f(Ci+):wLif£+f($)v flein) = lim f(@),
flein) = tim f(@), fle)= lm f'(z).

T—cCi_

VETA 11.3. Necht f(x) je po édstech hladkd v [—1,1] a periodickd v R. Pak pro
vSechna © € R plat?

flzq) + flz-)
B E—

VETA 11.4. Necht f(z) € CY(R) a periodickd v R s periodou 2l. Pak pro vsechna
r € R plati

Fy(z) =

Fy(x) = f(x)

a navic je tato konvergence stejnomérnd. To znamend Fr n(x) = f(z) v R, t.

lim sup |Ffn(z) — f(z)| = 0.
N—oo zeR

POzZNAMKA 11.5. Necht f(z) je spojitd a periodickd v R s periodou 2I. Pak
nemusi bijt

Fy(2) = f(x).
PRIKLAD 11.6. Necht f je 2n-periodickd,
-1 x € (—m,0),
xTr) =
(@) {1 x € (0,).
Najdi Fourierovu Tadu.

Resend. Graf funkce f vidime na obrazku 1.
Fourierova tada vyjde

4 1 1
r) = —(sinx + -sindx + —sinbx +...).
fla) = —( 3 3 )
Poznamenejme, ze dosazenim x = 7/2 dostaneme znamy soucet

s 1+1 1+
4 3 5 7
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OBRAZEK 1. Funkce z piikladu 11.6

PRIKLAD 11.7. Necht f je 2m-periodickd,

Najdi Fourierovu radu.

Resend. Graf funkce f vidime na obrézku 2.

OBRAZEK 2. Funkce z piikladu 11.7
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Fourierova tfada vyjde

1 4 1 1
flx) = o p(cosx + 37(:083:5 + 5—2cos5:c+ ).
PRIKLAD 11.8. Necht f je 2m-periodickd,
f(x)=£7 x € (—m,m).
T

Najdi Fourierovu tadu.

Resend. Graf funkce f vidime na obrézku 3.

L

_— .

79

-~

O T 7T/ X

-1

OBRAZEK 3. Funkce z piikladu 11.8

Fourierova tada vyjde

2 1 1
f(x) = =(sinx — = sin 2z + gsin3x+...).
T

2

PRIKLAD 11.9. Necht f je 2m-periodickd,
r—
f(x):77 z € (—m,m).

Najdi Fourierovu Tadu.

Resend. Graf funkce f vidime na obréazku 4.
Fourierova rada vyjde

F(@) = = + —5(cos + o5 cos 2 + 25 cos 3z +
xXr) = 7_[_2 COS T COS 2T 32 COS o e )

3 22
Poznamenejme, ze dosazenim = = 0 dostaneme znamy soucet
LR S
6 2232 42 T



80 11. FOURIEROVY RADY

T p— Tp— T

) m i X

OBRAZEK 4. Funkce z pifkladu 11.9

4. Konvergence v L?(0,1)
Piedpokladejme, ze f € L?(—1,1). Pak ze Schwarzovy nerovnosti vyjde

/_l|f(3:)|dsc§ /1dm /2/|f |dg; —2l/|f \dm 2<oo

a ag, by jsou definovéany.

VETA 11.10. Necht f(z) € L*(—1,1) a periodickd v R s periodou 2l. Pak plati
| Fr.n(x) — f($)||L2(—l,l) -0 pro N — oo.



KAPITOLA 12

Rovnice vedeni tepla

Resme nésledujici tlohu: Pfedstavme si rovnou tyé¢ (z néjakého materidlu) s
konstantnim prufezem S a délky [, kterd je zahtatd v case t = 0 na teplotu p(z).
Predpoklddejme, Ze na obou okrajich tyce néjakym zpusobem drzime konstantni
teplotu 0. Jaké bude rozlozeni teploty na ty¢i v ¢ase t?

1. Odvozeni

Nejprve zformulujme fyzikalni zakony, které uzijeme.

Pfedstavme si rovnou ty¢ (z néjakého materidlu) s konstantnim prufrezem (tfeba
kruhovym) S a délky I. Piedpoklddejme, Ze na levém okraji tyce néjakym zpusobem
drzime konstantni teplotu 77, na pravém konci teplotu T>. Po delsi dobé se v tyci
ustéli (diky piechodu tepla) néjaké rozlozeni teploty. Diky rozdilnym teplotdm na
kraji dochazi k prechodu tepla z teplejsiho konce na studeny. Na ¢em ale toto
mnozstvi tepla zavisi?

1. Jisté na casu. Cim véts ¢as vymeéna tepla trva, tim vétsi mnozstvi tepla se
vyméni. Tedy mnozstvi tepla je pfimo timérné casu, po ktery vymeéna tepla
trva.

2. Jisté na rozdilu teplot T — T7. Cim vétsf rozdil, tim vétsf mnozstvi tepla (za
jednotku ¢asu) se vymeén{ a uvazujme, ze tato zavislost je linedrni.

3. Jiste na délce tyce I. Cim veétsi délka, tim mensi mnozstvi tepla se vyméni (za
jednotku ¢asu) a uvazujme, ze tato zdvislost je nepfimd iméra .

4. Jisté na plosném prifezu tyce S. Cim vétsi plosny prufez, tim vétsi mnozstvi
tepla se vymeéni (za jednotku casu) a tato zdvislost je pfima dmeéra .

7 predchozich ivah plyne, Zze mnozstvi vyménéného tepla ) za cas t je

T —Th

(12.1) Q=kS=F—t,

kde k je néjaka materialova konstanta.

Predstavme si opét stejnou rovnou ty¢. Predpokladejme tuto fyzikalni situaci.
Na zac¢atku ma dand tyc teplotu 77 a na konci déje ma teplotu T5. Na ¢em zavisi
ubytek tepla? V tomto piipadé nazéavisi na dobé, je pfimo timérny prufezu S a
délce tyce I, ale hlavné je tmérny rozdilu teplot 75 — Ty. Z toho plyne, ze ubytek
tepla je dan vzorcem

(12.2) Q = —cSI(Ty — T7).

Predpoklddejme, Zze nyni mame ty¢ délky [ a teplota se v ni néjak méni.
Hleddme tedy funkci teploty T'(t, z). Necht ji zndme. Oznaéme S pritfez. Uvazujme
néjky bod na ty¢i o soufadnici z a casovy Usek (velmi maly) dt. Kolik tepla projde

81
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skrz plochu S za dt zprava doleva? Vezmeme bod x 4 dx velmi blizko bodu z a
mnozstvi tepla, které projde za dt pfes interval (z,z + dz) je podle (12.1) rovno
t dx) —T(t oT(t
dx ox
Vezmeme nyni dva blizké body x, x 4+ dx a uvazujme vélec prutreszu S s témito
koncovymi body. Mnozstvi tepla, které do ného vstoupi za ¢as dt, je podle (12.3)
or(t,xz) OT(t,xz+ da:))dt
Oz Ox '
7 druhé strany lze povazovat pro malé dz teplotu za konstantni vzhledem k x.
Teplota za ¢as ¢ + dt je T'(t + dt, z) a tbytek tepla je tedy dle (12.2)
—cS((T(t + dt,z) — T(t,z))dw.

Snadnd tepelna bilance k4, ze

(12.3) s dt.

(12.4) kS (

—eS((T(t + dt, ) — T(t, x))dz = ks(aTg; z) _ Ot g; dz) )dt.

Vydélme dt a dr a dostaneme po snadnych tupravach
oT(t,x) ﬁ&QT(t,x)
o ¢ 0x2

Oznacime-li jesté & = a2, dostaneme rovnici tepla ve tvaru

oT(t,r) o2 0*T(t,x)

ot Oz

2. Matematicka formulace problému

(12.5)

PrROBLEM 12.1. Bud a > 0 a nechi je ddna funkce o(x) na intervalu [0,1],
©(0) = (1) = 0. Hledejme funkci T(t,x) definovanou v [0,00) x [0,1], kterd spliuje
(i) je spojitd v [0,00) x [0,1],
(i) splnuje rovnici
oT(t,x) 2 0T (t, )

ot Oz?
v (0,00) x (0,1),
(iii) okrajové podminky T(t,0) = T'(t,1) =0 pro kazdét > 0,
(iv) pocdateéni podminky T'(0,z) = ¢(x) pro kazdé x € [0,1].
Funkee spliujici (i), (ii), (iii) a (iv) se nazyvé klasické (silné) feseni problému
12.1. (na rozdil od slabého). V nésledujicich ¢édstech si ukézeme, 7Ze tato tloha

m4 jednozna¢né Feseni pro kazdou spojitou funkci ¢(x) na intervalu [0,1], ©(0) =
o(l) = 0.

3. Jednoznacnost feSeni - princip maxima

Nésledujici véta vyjadiuje fyzikalné skutecnost, ze pokud drzime na okrajich
tyce nulovou teplotu, neni teplota v libovolném ¢ase nikdy vétsi nez maximalni
teplota na zacatku. To je celkem prirozené.

VETA 12.2. Bud a > 0 a nechf je ddna spojitd funkce o(x) na intervalu [0,1],
©(0) = (1) = 0. Predpoklidejme na moment, Ze néjakd funkce T (t,x) je TeSenim
problému 12.1.

max{T(t,z); (t,x) € [0,00) x [0,{]} = max{p(x); = € [0,1]}.
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Dukaz. Ozna¢me Volme koneény ¢as t a uvazujme konefny casoprostorovy

valec Ve =[0,t] x [0,(]. Polozme jeste I' = [0,1] x {0}. Oznacme
M =max{T(t,z); (t,z) € V}, m = max{T(t,z); (t,z) € T}.

Predpoklddejme 0 < m < M.

Naznaéime si nejprve myslenku. Predpoklddejme, ze funkce T'(¢,x) nabyva
maxima nékde v (0,£) x (0,1), tj. uvniti V. Bud tedy (to,z0), 0 < to < t a
0 < zg < I, bod, ve kterém T'(tg,x9) = M. Protoze se jednd o maximum funkce ve
vnitinim bodé, je funkce v tomto bodé, plati

62T(t(), .’L'())
ox?

T (tg, x
<0, a M —0.
ot
2
Predstavme si ale na okamzik, ze by $lo o ostrou nerovnost, tj. % < 0. Pak
ale

8T(t0, :1?0) + 82T(t0, SC())

<0
ot ox?
coz je spor s faktem, ze ma byt
oT(t O*T(t
(07x0)+ (071:0) —0.

ot Ox?

Tento postup mé dvé slabiny. Jednak klidné muze byt % = 0 a také
by mohlo byt tg = to a tedy (to,zo) neni vnitini bod. Tyto nedostatky nynf
odstranime.

Definujme funkci

M —
(12.6) ot ) = T(t,z) + sz(to —1).
Protoze je m < M, plati
t M —m~ M — M
v(O,m):T(O,m)—&—Q—%Sm—i— B —m+ T +m<M.

2 2
Protoze je tato funkce spojita ve Vg, nabyva svého maxima v néjakém bodé (¢1, z1).
Ziejmé je
v(thxl) Z U(tovfo) = T(t07$) = M >m
2
a bod (t1,x1) nepatif do T, tj. ¢; > 0. Pokud by bylo 20,7 ~ o nebylo by v
(t1,71) maximum. Je tedy nutné

82v(t1 1‘1)
12.7 — 27 0.
(12.7) e <
Predstavme si na moment, ze t; < t. Protoze
M—-—m M —m~
v(t,0)=T(t0) + ———(tg—t) = ———1t < M
(t.0) = T(t,0)+ =00 1) = ~—
a
M- M—m-
o(t, 1) = T(t,1) + ng(to )= ngt < M,

nemiize byt zo = 0 ani zop = I. Bud je tedy bod (t;,z;) vnitinim bodem ¢ a v

dultren) _
o =0

tom piipadé je parcidlni derivace je nula, nebot v bodé (t1,z1) ma
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v maximum) nebo je t; = t a v tomto piipadé musi byt % > 0. V kazdém
ptipadé

v (tl, xl)

(12.8) o

> 0.

Diky (12.7), (12.8) a (12.6) méme

o 8T(t1,x1) . 82T(t1,a:1) o

N ot Ox? B

Ov(ty, x1) . M—-m 0%v(ty, 1)
ot 2 Oz

0

>0

a dostali jsme spor.

4. Existence reSeni Fourierovou metodou

Nejprve najdeme néjakou mnozinu nenulovych funkei spliujicich (ii) a (iii) z
problému (12.1) a zkusime je nakombinovat tak, aby byla splnéna i podminka (iv).
Neprve budeme hledat funkci T'(¢, z) tak, aby spliovala (ii). Hledejme ji ve tvaru

T(t,x) = a(t)B(z).
Dosazenim do (ii) méme
oT(t,

(12.9) O] _ o 1)8(a) = a?a() (@)
Snadno dostaneme pro kazdé t, x
() L)

=a .
a(t) B(x)
Nyni pfijde jedna z nejhezéich tvah celého postupu. Protoze (13.5) plati pro kazdé
t,x a jednd se tedy o rovnost dvou funkei dvou proménnych, je i (13.6) rovnost
funkei dvou proménnych. Protoze ale nalevo je funkce nezavisld na x, napravo
funkce nezavisla na t a maji se rovnat jakozto funkce dvou proménnych, musi se
obé rovnat stejné konstantni funkci, feknéme p. Tedy

o(t) _ oP"()

_ 2 0T (t, x)
0z2

(12.10)

12.11 —a —p
(21 alt) ~ " Bla)
Nejprve se podivejme na Cast

1/
aQﬁ (2) —p
B(x)

Upravou mame
p
3"(x) L) =0
Funkce S(z) = 0 je jisté vzdy feseni. Ale to by T(t,x) = a(t)5(z) = 0 a neméli by-
chom nenulové feseni. V kapitole 6 je ovSem vyfeSena otazka, kdy existuje nenulové
feseni. To je v pripadé vlastnich ¢isel. Z véty 6.9 vime, ze pokud

55y

B(x) = sin Tﬂ-m

pak existuje nenulové feseni
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a navic 3(0) = B(I) = 0. Podivejme se nynf na prvnf ¢dst (12.11). Jde o rovnici

o) _ _a2<'ﬂ)2 _ (@)2.

a(t) l l
2
Pifmou integraci dostaneme In a(t) = — (@) t a tedy
alt) = e

Celkem jsme tedy dostali, ze kazda funkce
cTa k
Ty(t,z) == ") sin wa

splije (ii) a (iii) z problému (12.1).
Ptejme se nyni, zda muzeme pomoci linedrni kombinace téchto funkci splnit i
podminku (iv). Je zfejmé, ze kazdd funkce tvaru

> k 2 km
T(t,z) = Z are T ) tsin 77
k=1

spliuje (ii) a (iii). Podminka (iv) #ik4, ze
- . km
o(x) =T(0,z) = ; ax sin —-z.

Jde tedy o rozvoj funkce ¢(z) do Fourierovy rady.






KAPITOLA 13

Rovnice struny

Resme nésledujici dlohu: Pfedstavme si strunu (z néjakého materialu) délky
I, kterd je na krajich pevné uchycena (napf. na kytafe). V case ¢ = 0 strunu
vychylime z rovné polohy do polohy ¢(z) a jesté ji doddme pocdtecni rychlost
Y(x). Jaky tvar zaujme struna v case t?

1. Odvozeni

Predpokladejme, ze struna délky [ je vyrobena z dokonale ohebného vlikna
(neklade tedy odpor proti ohybu) a mé néjakou linedrni hustotu o(z), kterd se
neméni s casem. Upevnéme strunu na jejich koncich a napnéme ji na obou koncich
silou F. Muzeme si jeSté predstavit, ze na strunu pusobi néjaké ne moc velké
kolmé zatizeni f(t,x), které se méni s éasem. Predpoklddejme, Ze struna néjak
kmitd. Hleddme tedy jejl vychylku u(t, z) v ¢ase t. K odvozeni rovnice pro u(t, z)
pouzijeme Newtonuv pohybovy zdkon, ktery fikd, ze Casova derivace hybmnosti je
sila. K odvozeni rovnice struny budeme ptredpokladat, ze

(i) funkce u(t, z) je tolik hladkd, kolik potiebujeme (bude stacit, ze ma spojité
parcidlni derivace do druhého fadu),
(ii) vychylky jsou "malé”, tj. hodnoty %Z Ize zanedbat oproti jednicce a vychylky
ve sméru osy x zanedbame,
(iii) vektor sfly, ktery napind v kazdém bodé strunu, ma smér jeji tecny, jeho
velikost se neméni a je rovna F'.

Vezmeéme nyn{ maly pevné zafixovany interval (z,z + Az) C (0,[) a napiSme

Newtonuv pohybovy zakon pro odpovidajici tsek struny.

Zrychleni odpovidajictho tseku struny:

Uvazujme Az malé. Potom délka ds na obrézku 1 je pfiblizné rovna délce ¢asti
tetny v bodé z uvazované na intervalu (x,z + Az). Ta je pfiblizné rovna

e

a hmotnost této Casti struny je asi

Ou(t, x)\2
o(x)\/1+ ( o ) Az.
Protoze predpokladame, ze % 1ze zanedbat oproti jednicce, je tato hmotnost rovna
piiblizné o(x)Az. Vypocitejme hybnost této ¢asti struny. Uvazujme ¢asovy interval
(t,t+ At) (At malé) a vyjddieme prumérnou rychlost za ¢as At. Struna méa v ¢ase
t polohu u(t,z) v intervalu (z,z + Azx) a v ¢ase t + At mé polohu u(t + At, z).
Predpoklddejme, Ze délka zkoumaného intervalu Az je velmi mald. To znamend,

87
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x €T Q—Ax X

OBRAZEK 1

Ze vSechny body z intervalu (x,z + Ax) urazi za maly ¢as At stejnou vzdélenost,
viz obrazek 1. Pruameérnd rychlost kazdého tohoto bodu je potom déna vyrazem
u(t + Aty z) — u(t, )

At

Pokud limitime At — 0, dostaneme rychlost kazdého bodu v ¢ase t
Ou(t, x)

ot
a vzhledem k tomu, zZe jsme si vyjadiili hmotnost ¢dsti struny v intervalu (z, z+Ax),
mame vyjadienou hybnost

ou(t,x)

Az.
ot "

o(x)
a konecné derivace hybnosti je

u €T 2U €T
B 22

Poznamenejme, ze pokud bychom uvazovali, ze se hustota méni i s casem, tj.
0 := o(t, x), dostaneme, Ze derivace hybnosti je

A

ale nadale budeme uvazovat, ze hustota neni funkci ¢asu.

Sily pusobici na odpovidajici isek struny:

Spocitejme nyni sily, které pusobi na tuto ¢ast struny. Jednak na kraji pusobi
sily o velikosti F' a navic pusob{ sila f(¢, x), viz obrdzek 2. Projekce sil F' rovnobézné
s osou z Ize diky malé vychylce zanedbat a zustanou jen projekce F'sina a F'sin 3
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y Fsing
ds
% Fsina fit, x)Ax
-
x l x+Ax X
OBRAZEK 2

sil F' do osy y. Na dilek ds pusobi tedy sily F'sina, Fsin a f(t,z)Az. Protoze
vychylky jsou malé, jsou uhly «, 0 malé a lze psat

sina = tga, sin 8 = tg 0.
Jenomze vidime, ze
Ou(t Ou(t A
tgor = u(,a:)’ - u(t,x + Ax)
ox oz

a soucet sil pusobicich na dz je

Ou(t,x + Ax) ou(t, )
F Ox E Ox

Aplikace Newtonova zdkona:

+ f(t,x)Ax.

Protoze derivace hybnosti je soucet sil, plati

0 Ou(t, ) L (Ou(t,x+ Az)  Ou(t,x)
%(9@) ot )AI o F( oz oz ) + [t 2)Aw.
Vydélime Az a dostaneme
92u t Ju(t,z+Azx)  Ju(t,x)
o) D p e b ().

Protoze pro mala Ax je

ou(t,x+Ax ou(t,x
Cgae — 2 Pu(t, @)
Az Oz
a konec¢né dostavame
O%u(t O%u(t
(13.1) o) UL T) _ p Pult) |y oy

ot? Ox?
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2. Matematicka formulace problému koneéné struny

Budeme tlohu formulovat jen ve specidlnim piipadé. Je to bez vnéjsich sil, tj.

f(t,z) = 0 a pro konstantni hustotu p. Oznacme % = a? a dostaneme z (13.1)

out(t,x) 4 O*u(t,x)
ar 0x?

Pridame jesté pocdteéni a okrajové podminky a muzeme zformulovat problém.

PROBLEM 13.1. Bud a > 0 a nechi jsou ddny funkce @o(x),v(x) na intervalu
[0,1], ©(0) = () = ¥(0) = () = 0. Hledejme funkci u(t,x) definovanou v
[0,00) x [0,1], kterd spliiuje
(i)

(i)

je spojitd v [0,00) x [0,1],
spliiuge rovnici
Q*u(t,x) 4 0%ul(t,x)
oz ¢ Ox?
v (0,00) x (0,1),
(iii) okrajové podminky u(t,0)

(iv) poédatecni podminku u(0, x)
au(O x)

u(t,l) =0 pro kazdé t > 0,
= p(x) pro kazdé z € [0,1],
Y(x) pro kazdé x € [0,1].

(v) pocdtecni podminku

Funkee spliujici (i), (ii), (iii), (iv) a (iv) se nazyvé klasické (silné) feSent
problému 13.1. (na rozdil od slabého). V nésledujicich ¢dstech si ukdzeme, ze
tato tloha m4 jednoznacné feseni pro kazdé dvé dostateéné hladké funkce p(z) a

¥ (z) na intervalu [0,1], ¢(0) = ¢(I) =0, ¥(0) = () = 0.
3. Jednoznaénost feSeni

LEMMA 13.2. Necht funkce u(t,z) je klasické Feseni problému 13.1 s p(x) =
P(x) =0. Pak u(t,z) =0 v [0,00) x [0,1].

Dukaz. Nejprve si uvedme vzorec, k jehoz ovéreni sta¢i elementarni vzorecky
pro derivovani.

ot 0x? ox
Necht nynf funkce u(t, z) splituje (ii), tj
O?u(t, z) 2 0?u(t, )
ot? Ox?
v (0,00) X (0,1). Zvolme T > 0 libovolné a vyndsobime predchozi vztah vyrazem

e L -2
(i)

=0

9u 4 integrujme pv res oblast (0,7) x (0,1). Dostaneme

1 T 2 2
Ou(t,x) (0%ult,x) 5 O%ul(t,z) B
/0 /0 o (o 0 g e =0.

Snadno dostaneme

2
(13.3) // 8“” “ults ) g // 8“” 0 ( *) gt =
8t2

coz lze prepsat dlky snadnému vztahu

ou 0%u _% aﬁ(@u)?

at oz at



3. JEDNOZNACNOST RESENI 91

a (13.2) jako

// 8t (’ >dtd +*// 8t

T
az/ / autx ) Ou(t, x))dmdtzo.
0 317

)  dtdx

Piimou integraci mame

(13.4) §/0 (GUT”T )2 ( >2dx

+7/ 8uT,x 2 (8u(0$)) da

ox Ox

_ az/o (auét,l) Bua(i,l)) B (3u((9tt, 0) 8u(r()tg; 0))dxdt o

Diky pocateénim a okrajovym podminkam mame

ou(0,z) _ ou(0,2) .
g V@ =0 = =ei@) =0

a protoze u(t,0) = u(t,l) = 0, mame i

Ou(t,0)

du(t, 1)
ot '

ot

:07

Dosazenim do (13.4) dostaneme

2/0<BU(T95 7/ auTx _o.

ou(T,xz) 0 ou(T,z) 0
o 7 ox
Protoze toto plat{ pro libovolné T'> 0 a 0 < z < [, je nutné u(t, z) v (0,00) x (0,1)
konstantni. Diky pocatecnim podminkdm je pak identicky nulové, coz jsme méli
dokazat.

Z toho plyne, ze

O

VETA 13.3. Necht funkce uy(t,x), ua(t,x) jsou dvé klasickd veseni problému
13.1. Pak ui(t,z) = ua(t,z) v [0,00) x [0,1].
Diikaz. Polozme
u(t,x) = uy(t,x) — ua(t, ).
Snadno se oveif, ze u(t,z) je klasické feSeni problému 13.1 s ¢(z) = ¢¥(x) =

Podle Lemmatu 13.2 je u(t,xz) = 0, coz znamend u;(t,x) = uz(t,x) a dukaz je
hotov.

O
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4. Existence rfeSeni Fourierovou metodou

Postup je podobny jako u rovnice vedeni tepla. Nejprve najdeme néjakou
mnozinu nenulovych funkef splitujicich (i), (ii) a (iii) z problému (13.1) a zkusime je
nakombinovat tak, aby byly splnény i podminky (iv) a (iv). Neprve budeme hledat
funkei u(t, x) tak, aby spliovala (ii). Hledejme ji ve tvaru

u(t, z) = a(t)B(x).
Dosazenim do (ii) méme

82U(t,x) o ) 1" _
T = () = el (x) =

Snadno dostaneme pro kazdé ¢, x

(13.6) ot) _ 207 @)

a(t) Blx)
Nyni pfijde analogickd uvaha jako u rovnice vedeni tepla. Protoze (13.5) plati
pro kazdé ¢,z a jedna se tedy o rovnost dvou funkei dvou proménnych, je i (13.6)
rovnost funkci dvou proménnych. Protoze ale nalevo je funkce nezavisld na =z,
napravo funkce nezavisla na ¢t a maji se rovnat jakozto funkce dvou proménnych,
musi se obé rovnat stejné konstantni funkci, feknéme p. Tedy

o(t) _ »p"()

2
o2 0%ult, x)

(13.5) o3

13.7 =a =p
157 att) ~ Bl)
Nejprve se podivejme na Cast

28" (z)
a =
By "

ijravou mame
p
§"(@) - 26 =0,

Funkece (z) = 0 je jisté vzdy feseni. Ale to by u(t,z) = a(t)B(x) = 0 a neméli by-
chom nenulové feseni. V kapitole 6 je ovSem vyfeSena otdzka, kdy existuje nenulové
reseni. To je v pripadé vlastnich ¢isel. Z véty 6.9 vime, ze pokud

55y

B(z) = sin kTﬂ-x

a navic 3(0) = B(I) = 0. Podivejme se nyni na prvni ¢dst (13.7). Jde o rovnici

= () = ()

pak existuje nenulové feseni

Resenim dostaneme
. kma kma
a(t) = ¢ sin Tt + c5 cos Tt.

Celkem jsme tedy dostali, ze vSechny funkce tvaru

. kma, . km
ug(t, ) ;= sin Ttsm i

nebo tvaru
kma . km
ug(t, ) := cos - tsin i
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spliuji (i), (i) a (iii) z problému (13.1).
Ptejme se nyni, zda muzeme pomoci linedrni kombinace téchto funkei splnit i
podminky (iv) a (v). Je zfejmé, ze kazdd funkce tvaru

oo

k k k
u(t,x) = Z (ak sin %at + by, cos %at) sin Tﬂx
k=1

spliuje (ii) a (iii). Spo¢itejme formalné

ut,z) kra k:7r k: ma kra \ . km
o = 2 (e eon Tt~ b sin T sin T

Podminka (iv) fika, ze

o(x) = u(0, ) Zbksm
a podminka (v) fiké, ze
8u 0 x) kma 0 . km
P(x) = ak— sm Tr=T Z kay, sin - T
k=1
Jde tedy o rozvoj funkci gp(x) a w(x) do Fourierovych fad.

5. Matematicka formulace problému nekone¢né struny

Z (13.1) méme
ou?(t, ) 2 O?u(t, x)
ot2 0x2
Pridame jesté pocateéni podminky a muzeme zformulovat problém.

PROBLEM 13.4. Bud a > 0 a nechf jsou ddny funkce p(x),1(x) na intervalu

R. Hledejme funkci u(t,z) definovanou v [0,00) x R, kterd splriuje

(i) je spojitd v [0,00) X R,

(ii) spliuje rovnici

Qu(t,x) 4 0%ult,x)
oz Ox?
v (0,00) X R,
(i) pocdtecni podminku u(0,x) = p(x) pro kazdé x € R,

(iv) poédtecni podminku a"gi’z) = (z) pro kazdé x € R.
Funkce spliujici (i), (ii), (iii) a (iv) se nazyvd klasické (silné) Feseni problému
13.4 (na rozdil od slabého). V ndsledujici ¢dsti si ukdzeme primé resenf této tlohy.
Provedme substituci proménnych
a=zxz+at,f=x—at
a definujme funkci
v(a, B) = u(t, x).
Podle vzorce pro derivovani slozenych funkci vice proménnych dostaneme
ou(t,z)  Ov(a,B) O n ov(a, B) du(t, x) (81}(@,@ 61}(04,5))
= —_— _— = Q —_ .

o Oda Ot op ot Oa o
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Daéle

oz ‘ot
2(81}(@,@)%7 i(@v(a,ﬁ))aa 8(81}(0[,6))86}
(

D?u(t, x) 0 (av(a,ﬂ) 87}(04@) . [8(8@(045)) O
O

ap Oa ot O«

t
o (0%v(a, B) *v(a, B) | 0*v(a, )
- ( 902 2 9adp 95? )

Analogicky plati
u(t,x)  Ov(a, B) O n ov(a, B) du(t, x)

(81}5{9&, B) n ov(a, ﬂ))

o 9o 0z 95 ox . "
a déle
o) = G ) o [
B (e
(Do) o Foles)  Prlesy

Po dosazeni mame

Ou(t,x) 5 O%ul(t,z) o 0?v(a, 3) ?v(a, B)  9*v(a, B)
a2 ¢ T o2 _“( 202 2 o005 T o )
2 [Pv(a, B) |, OPv(a,B) | O*w(a.B)] _ 5 0Pu(a,B) _
_“{ 92 "% oaop T o ]“4“ 9a0p "
a tedy
Poo.6) _,
dadp
Ptimou integraci mame
v(a, B)
(@5 - fta

a jesté jednou
v(a, B) = fla) +9(B),

kde f,g jsou libovolné funkce jedné proménné (samoziejmé dvakrit diferencov-
atelné). Zpétnym prechodem k funkci v dostaneme

u(t,x) = f(z + at) + g(x — at).

Tim jsme nalezli vSechna feSeni rovnice (ii) problému (13.4). Splnit okrajové
podminky uz je snadné. Snadno spocteme

QL) ol (a + at) — g (2 — at)).
Prot =0 je
(@) = u(0,2) = f@@) +9(@),  v@) = 290D _ o(p@) — ¢ (a)).

ot
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Oznacme ¥(z) primitivn{ funkci k ¢(z). Potom réseni problému (13.4) je dany
vzorcem

1 1
u(t,x) = 5(@@ +at) + o(z —at)) + %(\Il(x +at) — ¥(z — at)).
Je-li navic pocdtecni rychlost nulové, tj. ¢ (x) = 0, médme ¥(z) = ¢, tj. konstantni
funkce, plati

u(t,x) = %(gp(m + at) + o(z — at)).

6. Rovnice vedeni tepla s konvektivnim ¢lenem na polonekoneéném
intervalu






KAPITOLA 14

Numerické metody

1. Rietzova metoda pro jednorozmérnou tilohu
Nechf je ddno A > 0 a f € L?(0,1). Hledejme slabé fesen{ ug(z) tlohy
—u" + A u=g(z), w0)=u(l)=0,

tj. funkci u € VV01’2(O7 1) takovou, ze pro kazdou funkci v € Wol’2 (0,1) plati

! !
(14.1) /0 (up(z)v' (x) + Aug(x)v(x))dx :/0 g(z)v(z)dz.

Podle vét 4.6 a 4.5 je tato uloh ekvivalentni tleze hledat minimum kvadratického
funkciondlu

! l
F(v) :/0 (v (z) +)\v2(w))d:c7/0 g(x)v(z)dz.

Predpoklddejme, ze médme posloupnost koneéné dimenziondlnich podprostort
Vi, C W01’2(0, 1), které ale jakymsi zpusobem vyé¢erpavaji Wol’Q(O, D).

Idea nalezeni ptiblizného feSeni spo¢iva v tom, ze my nebudeme hledat pfimo
ug, ale budeme hledat jakési u, € V,,, které minimalizuje funkciondl F(u) na pros-
toru V,, a budeme doufat, Ze u,, — ug v prostoru W, 2(0,1).

Nyni vyslovime dvé véty, které nds opraviuji k tomuto postupu. Ale nejprve
si fekneme jednu definici.

DEFINICE 14.1. Nechi H je Hilbertiv prostor. Rikdme, Ze mnoZina M C H je
hustd v H, pokud

Yue HYe>03veM tak, Ze |ju—v|g <e.

VETA 14.2. Bud V,, koneéné dimenziondlni podprostor v H. Pak existuje jed-
noznacéné u, takové, zZe

F(u,) = min{F(u);u € V,,}.

Dikaz. Snadno se ovéii, ze omezenost a pozitivni definitnost kvadratického
funkciondlu F(u) na H implikuje jeho omezenost a pozitivni definitnost na V.
Existence a jednoznac¢nost u,, pak plyne z véty 4.5.

O

VETA 14.3. Bud (Au,v) bilinedrni symetrickd pozitivné definitni forma na H.
Necht V,, C H, n = 1,2,... je posloupnost konecné dimenziondlnich podprostorii
takovd, Ze \Jrey Vn, je hustd mnozina v H pro kazdou posloupnost {ny} vybranou
z posloupnosti prirozengch éisel. Oznaéme ug a uy, proky, které minimalizuji F(u)
na H aV,. Pak u,, — ug v prostoru H.

97
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Dukaz. Podle véty 4.6 vime o ug a o posloupnosti u,,, ze

(14.2) (Aug,v) = (f,v) pro kazdé v e H

a

(14.3) (Aun,v) = (f,v) pro kazdé v € V,.

Protoze v, C H, vime, ze (14.2) plati i pro kazdé v € V,, tj.

(14.4) (Aug,v) = (f,v) pro kazdé v € V,.

Odectenim (14.3) a (14.4) méme

(14.5) (A(up — uyn),v) =0 pro kazdé v € V.

Oznéme u,, ortogondlni projekei ug do prostoru V,,, tj. u, spliiuje

(14.6) (ug — up,v) = 0 pro kazdé v € V,.
Odhadujme

(A(un - an)7 Up — a’n)

QI

||un - ﬂnHQ = (un - a’ruun - an) S

N

~—

(A(up — Uy +ug — ug), Up, — Up

QI

_ _a) — _ _~ ) _ diky (14.5)
((A(uo Up )y Up — Un) — (Alug — up), Uy, un)>
EVn

1 _ _
= a(A(uo — Up), Up — Up) <

2=

[[to — tn | flun — tnll.
Vydélime vyrazem ||u, — uy,|| a dostaneme
- K ~
[ — Un|| < —|luo — Unl|-
«@
Z toho okamzité dostaneme (a z Pythagorovy véty)
luo = wn|* = lluo — @nl* + lun — nl|?
- 2 ~ 2 -
< luo — @) + (K/a) [luo — @ ||* = (1 + (K/a)")|luo — U,
coz dava
2 ~
(14.7) llug — unl] < /14 (K/a) lwo — @ |-
Jelikoz w,, je ortogondlni projekce ug do V,,, je to neblizsi prvek, tj.
(14.8) luwg — Upl|| = min{|jug — v||;v € V. }.

Predpokladejme nyni, ze neplati u,, — ug v prostoru H. Pak ovSem existuje
0 > 0 a vybrana posloupnost ny tak, ze

6 < ||u0 = Uny, ”

Diky (14.7) a (14.8) muzeme psét pro libovolné v € V,,,

2 ~ 2
5 < o — wn, | < /14 (K/0)? g — T, || < /1 + (K@) [lug o]
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a tedy libovolny prvek z V,,, je od up vzdalen aspoil o +—9% __ Protoze toto
1+(K/oz)2
plati pro kazdé k, je libovolny prvek z Ji—; Vi, od ug vzdélen aspoii o ’552
1+(K/a)
a to je spor s predpokladem, ze (Jp-; V;,, je hustd mnozina v H.
O
Nyni mizeme aplikovat predchozi obecné véty na prostor H = W, 2(0,1).
Necht @;(x), i = 1,2,...,n jsou linearné nezavislé funkce ve W,>(0,1). Polozme
V.. = Lin(¢1, @2, . - ., pn). Hledejme

Up () = Z a;pi(x)

tak, aby minimalizovala F(u) na V,, nebo ekvivalentné, aby spliovala (14.1) pro
vsechny v € V,,. To znamena

1 !
(14.9) /0 (ug(@)v' (@) + Aug(z)v(z))dz = A g(x)v(z)dz pro kazdé v € V,.

Piedevsim si uvédomme, ze staci (14.9) splnit jen pro v = @;(x), i = 1,2,...,n.
Pak méme (s vyuzitim u,(z) = Y, a;pi(z))

;ai/o (i (@) @k (@) + Mo ()i (x)) da :/0 9(x)pr(z)dx

pro kazdé k=1,2,...n.

Oznaé¢me pro jednoduchost

l
(01 k)) = / (@) (@) + Agi )i (@) de

l
(f»@k):/o g(z)pn(z)dx.

Toto jsou znama ¢isla a nezndmé jsou a;, pro které mame soustavu linedrnich rovnic
n
>~ ai((¢i, 1)) = (f, k) pro kazdé k=1,2,...n.
i=1

V maticovém tvaru mame

((p1,01))  ((p2,01)) oo ((n, 1)) ai (f, 1)
((p1,02))  ((p2,02)) -+ ((pn,p2)) | | a2 (f 2)
(14.10) | | . 2V
(fr.60) (f2ep0)) o (o)) \an)  \(Fron)
Lze ukazat, ze pokud @;(x) jsou linedrné nezdvislé, je
((p1.91))  ((p2,01)) oo ((Pns¢p1))

((p1:92))  ((p2,02)) v ((Pnsp2))
: . ) £0

et

(1. 00) (©200) o (fnrom))
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a tedy soustava (14.10) m4 jediné feseni (a1, asg,...,a,) a potom

n

up () = Zaigoi(x).

Skuteéné numerické kouzlo ale spociva ve volbé prostoru V,, a zejména v jejich
bdzich. Rozdélme interval (0,1) na n + 1 stejnych intervali a oznac¢me délici body

0=m0,21,%2,...,Tpn,Tpt1 =1 a h= %H Definujme i =1,2,...,n
0 pokud z € (0,2;-1),
ha oy | oz )
TH=E pokud x € (x4, Ti41),
0 pokud z € (x;41,1).

Definujme prostor V;, jako linedrn{ obal téchto ¢;(z). Vtip je v tom, Ze matice
utvorena z ((¢;, pr)) je pasovd, nebot ((¢;, pr)) = 0 pro |i —k| > 2. Vyslednd sous-
tava se da fesit snadno Gaussovou eliminaci. Je ovSem otézka, zda u,, konverguji k
feseni. Odpovéd dava nésledujici véta.

VETA 14.4. Bud V,, = Lin(p1, 02, ..., 0n), kde p; jsou ddny (14.11). Pak pro
kazdou vybranou posloupnost ny, plati, ze | Jpoy Vy, je hustd mnoZina v W01’2((), l).

Dukaz. Zatim vynechan.
O
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