Studenti stupné "medium” ¢i ”professional” si vyberou téma semestralni prace. Oznami
to A. Nekvindovi v kteroukoliv dobu, pokud bude piitomen na katedie. Je ovSem mozné
zamluvit si téma i telefonem (22/ 35/ 410) nebo e-mailem na adresu nales@mat.fsv.cvut.cz .
Pokud si student vybere néjaké téma, je toto téma zadané a ostani studenti si musi najit
néjaké jiné. Je ovSem mozné dohodnout se s vyuéujicim i na néjakém jiném tématu nez je v
seznamu, ale musi se to opét nahlasit A. Nekvindovi (staci opét telefonicky nebo e-mailem),
aby to mohl do seznamu piipsat.

V seznamu jsou oznacena vybrand témata zardmovanym jménem.
Témata semestralnich praci

1. Achilleus a zelva - zadal Ales Nekvinda

Achilleus bézi v roviné a tdhne za sebou plast uchyceny v poéatku. Jeho poloha v éase t je ddna
vektorem (a(t),b(t)), kde a(t), b(t) jsou piedepsané funkce. P15t je kouzelny a ma schopnost se libovolné
natahovat. V momenté uchyceni{ pldsté se po ném vydavé zelva proménnou rychlosti v(t) (vzhledem
k pldsti) smérem k Achilleovi. Dokdzete najit podminku, za jaké dohonf zelva Achillea?

2. Vystup ve vzduchu - zadal Ales Nekvinda

Hmotny bod je vrzen svisle vzhuru poc¢atecni rychlosti vyg. Predpokladejme, ze kromé gravitacni sily
na néj pusobi odpor prostiedi imérny ¢tverci rychlosti pohybu hmotného bodu. Vypoctéte dobu vystupu
to, vysku vystupu h, rychlost dopadu v; a dobu sestupu ¢; hmotného bodu. Porovnejte vy, t1, vy a tg.

3. Druh& kosmickd rychlost - zadal Ales Nekvinda

Oznacme polomér Zemé R a hmotnost M. Najdéte nejmensi rychlost, s jakou musime vystfelit téleso
z povrchu zemského kolmo vzhuru, aby se nevratilo.

4. Vytékani z nddoby - zadal Ales Nekvinda

Nédoba tvaru kuzele s dolnim polomérem 7, vySkou h a hornim polomérem R je naplnéna vodou.
Predpoklddejme r < R. Za jak dlouho z ni voda vytece?

5. Zavésena nit - zadal Ales Nekvinda



Tenka ohebnd nit je zavésena ve dvou bodech. Jaky tvar nit zaujme?

6. Psi kiivka - zadal Ales Nekvinda

7 pocatku souradného systému vybiha zajic ve sméru osy x rychlosti u. V ten samy moment ho
z bodu vzdaleném a od pocatku na ose y zacind sledovat pes rychlosti w tak, ze jeho smér miii porad
k zajici. Najdéte trajektorii pohybu psa.

7. Problém michani - zadal Ales Nekvinda

Jsou dany dvé nadoby objemu V spojené trubici o prurezu naplnéné néjakou kapalinou. Do jedné
z nich ptitékd otvorem prufezu S rychlosti v voda, z druhé stejnou rychlosti odtéka trubici opét o prufezu
S. Smési v obou nddobach povazujeme za homogenni. Jak zavisi koncentrace kapaliny ve druhé nadobé
na case?

8. Pohyb hmotného bodu v centrialnim gravitaénim poli - zadal Ales Nekvinda

Hmotny bod o hmotnosti m se pohybuje v roviné v gravita¢nim poli vytvoreném hmotnym bodem
o hmotnosti M umisténym v pocatku. Dokazte, ze trajektorie pohybu je kuzelosecka.

9. Kulicka na pruziné ve vodeé - zadal Ales Nekvinda

Ve vodé je zavésena kulicka o hmotnosti m na pruziné o tuhosti k. Vychylenim o A z rovnovézné
polohy a pusténim je kulicka uvedena do pohybu. Odpor vody uvazujme tmérny rychlosti kulicky.
Popiste pohyb kulicky.

10. Retéz jede ze stolu - zadal Ales Nekvinda

Retéz délky d éastecné visi ze stolu éasti dlouhou d — a a ¢asteéné lezi na stole ¢ésti dlouhou a. V Gase
0 za¢ne padat se stolu. Za jak dlouho spadne, pokud neuvazujeme tieni?

11. Retéz jede ze stolu s tFenim - zadal Ales Nekvinda

Retéz délky d éastecné visi ze stolu éasti dlouhou d — a a ¢asteéné lezi na stole ¢asti dlouhou a. V Gase
0 za¢ne padat se stolu. Uvazujme, zZe tieci sila je piimo imeérna délce té Casti Fetézu, kterd je jesté na
stole. Za jak dlouho spadne?

12. Cisterna - zadal Ales Nekvinda

Rest



Cisterna tvaru vélce je tazena konstantni silou po kolejich a unikd z ni voda otvorem o pruiezu S
navrtaném ve dnu nadrze. Jak zavisi ujetd draha nadrze na case?

13. Cisterna s reakci - zadal Ales Nekvinda

Res?

Cisterna tvaru polozeného vélce je tazena konstantni silou po kolejich a unikd z ni voda otvorem
o prufezu S navrtaném vespod zadni ¢asti nddrze tvaru kruhu. Jak zavisi ujetd draha nadrze na case?

14. Klepsidra - zadal Ales Nekvinda

Najdéte tvar rota¢ni nadoby s otvorem vespod takovy, aby hladina klesala konstantni rychlosti.

15. Golf - zadal Ales Nekvinda

Golfisté udévaji, ze pfi letu golfového migku je odpor vzduchu timérny v*3, kde v je velikost rychlosti
micku. Najdéte dolety pro ruzné pocatecni rychlosti a thly.

16. Balisticka krivka - zadal Ales Nekvinda

Res?

Piedpoklddejme, ze pii letu stiely je odpor vzduchu tmérny v2, kde v je velikost rychlosti stiely.
Najdéte dolety pro ruzné pocatecni rychlosti a uhly.

17. Ty¢ nad zemi - zadal Ales Nekvinda

Jak dlouha m4 byt ty¢ kolmo visici nad rovnikem zemé se spodnim okrajem vzdaleném a od povrchu
Zemé tak, ze nespadne. Polomér Zemé je R, hmotnost M a uhlova rychlost otaceni je w.

18. Lev a gladiator poprvé - zadal Ales Nekvinda

V aréné tvaru kruhu je uprostied lev a na okraji je gladidtor. V piimém souboji nemé gladidtor Sanci.
Jedind moznost je lvovi utikat. Ptedpoklddejme, ze lev i gladidtor maji stejnou maximélni rychlost a
gladidtor se muze pohybovat jen po hranici kruhu. Déle predpoklddejme, ze lev se snazi gladiatora chytit
?1vovskym zpusobem”, t.j. sleduje ho neustéle tak, prodlouzeni jeho vektoru rychlosti sméfuje neustale
na gladidtora. Chytne ho lev?

19. Lev a gladiator podruhé - zadal Ales Nekvinda

V aréné tvaru kruhu je uprostied lev a na okraji je gladidtor. V piimém souboji nema gladidtor Sanci.
Jedind moznost je lvovi utikat. Pfredpokladejme, Ze lev i gladidtor maji stejnou maximalni rychlost a



gladidtor se muze pohybovat kdekoliv v kruhu. Déle predpoklddejme, Ze lev i gladidtor umi myslet.
Reakéni doba obou soupeit je nekonecéné rychla. M4 lev vyhrévajici strategii?

20. Plavci v bazénu - zadal Ales Nekvinda

Res?

V bazénu tvaru pravidelného n-thelniku je v kazdém vrcholu plavec. Vsichni za¢nou plavat ve stejném
case tak, ze sméfuji na svého souseda po pravici. Rychlosti vsech plaveu jsou stejné. Po jakych drahich
plavou a za jak dlouho se potkaji?

21. Vytékjici voda z kohoutku - zadal Ales Nekvinda

Jisté jste si v§imli, ze pomalu vytékajici voda z kohoutku zaujima jakysi rota¢ni tvar, ktery se smérem
k zemi zuzuje. Jaky je to tvar?

22. Pro golfisty v kresle - zadala Ivana Pultarova

Zkoumejte drahu letictho golfového mice. Uvazujte let bez rotace a s rotaci. Pfi rotaci mice se projevi
tzv. Magnusova sila, kterd napf. pfi horni rotaci tla¢i mi¢ k zemi.

23. Metoda kone¢nych prvku - zadala Ivana Pultarova

Zkoumejme jednorozmérnou diferencidlni rovnici druhého fddu a hledejme pfiblizné feSeni metodou
kone¢nych prvkia.

24. Vedeni tepla - zadala Ivana Pultarova

Vhodné ulozeni vyhotelého jaderného paliva je tkol pro soucasnou generaci. Zaméfme se na jednu
nepatrnou ¢ast tohoto problému. Jaderny odpad je i po dlouhé dobé zdrojem tepla. Poc¢itejme napi. s ob-
jemovou produkef ¢ o hodnoté 1036.107%-9%61 1///m3, kde t je ¢as v letech. Pfedpoklddejme, 7e jaderny
odpad je ulozen ve valcové naddobé o prumeéru 1m ulozené v hloubce nékolik set metru. Rovnice popisujici
vedeni tepla

oT
T) 4 q= pc2=
V(kVT) +q = pey.

je odvozena napf. v textu http: //mat.fsv.cvut.cz/ivana/tt3.pdf. Teplota T zdvisi na prostorovych souradnicich
x, Yy, z a na Case t. Konstanty potfebné pro vypocet jsou tepelnd vodivost k, mérna tepelna kapacita c a
hustota p. Pro nddobu s odpadem méame hodnoty

kE=31W/mK, c¢=>509JkgK, p=>5400kg/m?>

a pro okolni terén
k=30W/mK, c=1760JkgK, p=2670kg/m>.



Ukolem je realizovat vypocet vychazejici z predstavy, ze nddoba je nekonecné dlouhd a tudiz celd tloha
je rota¢né symetricka.

e Pouzijte v rovnici pro veden{ tepla poldrn{ souradnice (neboli prevedte rovnici do poldrnich souradnic),
oznacme je ¢ a r. Diky symetrii hodnoty feSeni na ¢ nezéavisi.

e Pouzijte numerickou metodu pro priblizné feseni ziskané rovnice. Napi. metodu koneénych diferenci
kombinovanou s vhodnym casovym krokem. Za pocatecni stav lze vzit situaci, kdy nadoba i okolni
prostor ma teplotu 10°C.

e Ziskané vysledky uvedte ve vhodné forme.

25. Trochu zakladni numerické matematiky - zadala Ivana Pultarova

Ortogonalizace bdzovych funkci koneénych prvka na intervalu. Co vyjde po pfesném vypoctu, co
vyjde po pfiblizném vypoctu, zdlezi na volbé prvni funkce? (K Feseni tohoto tikolu student potfebuje
umét derivovat a integrovat polynom a védét, co je matice .)

26. Trochu moderni numerické matematiky - zadala Ivana Pultarova

Budeme hledat numericky (metodou kone¢nych prvku v nejjednodussi varianté) ptiblizné feseni
oby¢ejné diferencidlni rovnice —y” = f na intervalu (a,b) s okrajovymi podminkami y(a) = y(b) = 0.
Déle se budeme zabyvat jednou z klicovych otdzek numeriky, a to je odhad chyby (tj. jak ”dalece” se lis
priblizné feseni od piesného). Pi hornim odhadu chyby pouZzijeme znalost priblizného Fesenf.

27. Prakticky problém pro Soféry teoretiky - zadala Ivana Pultarova

Vozidla se na kruhovém objezdu pohybuji tak, ze kazdé z nich méni rychlost v zavislosti na rychlosti
”predchoziho” vozidla a na vzdalenosti od néj. Jak se dé urcit okamzita rychlost vozidla? Jaka bude
rychlost v "nekonecném” case? (K fesen{ tohoto tkolu student potiebuje védét, co je linedrn{ diferencidlnf
rovnice a co je matice.)

28. Zemeépad
Ve filmu Total Recall (2012) cestuji délnici skrz zemsky stied tzv. zemépddem (v origindle jen ”the

Fall” ). Cesta jim tdajné zabere 17 minut. Odpovid4 tento ¢as realité? Jakou rychlosti se pohybujf{ pii
Ppruletu” stfedem Zemé?



Pii vypoctu uvazujte volny pad piimym tunelem vedoucim skrz zemsky stied a spojujicim dvé pro-
tilehld mista na zemském povrchu. Zanedbejte odpor vzduchu, Zemi povazujte za homogenni kouli a
meénici se gravita¢éni zrychleni spoctéte s vyuzitim druhé Newtonovy véty (tzv. ”Shell theorem”). Jak
se zmeéni Cas pruletu, pokud zvolime na povrchu Zemé libovolnad dvé mista a prokopeme tunel z jednoho
mista do druhého? Jaké hodnoty bychom ziskali na jinych planetach Sluneéni soustavy?

29. Lisky a zajici

Pocet kusu lisek a zajicu v lese je popsdn soustavou diferencidlnich rovnic (systém Lotka-Volterra)

2 =2z — azl, 2(0) = zo, a=0.01, (0.1)
I'=—l+azl, 1(0) =l (0.2)

Podle s¢itani zvére doslo diky mirné zimé k premnozeni zajicu. Diky dostatku potravy tak hrozi, ze se
premnozi i lisky, které nasledné vétSinu zajicu snédi a muze tak dojit ke kolapsu celého systému. Zajicu
je nyni zg = 500 kusu, lisek {y = 100 kusu. Jakych minimélnich po¢ti dosdhnou za stavajictho stavu lisky
a jakych zajici? Kolik zajici museji myslivei odlovit, aby pocet lisek v lese nikdy neklesl pod 507 (Vnéjsi
vlivy, jako opétovnd mirnd ¢i naopak tuhd zima, zanedbejte.) Ulohu feste jak analyticky, tak numericky.
Reseni znazornéte graficky.

30. Gaussova kvadratura v 1D

Res?

Pro kazdé n € {1,2,...,6} naleznéte hodnoty wgn), i=1,2,...,n, (tzv. vdhy) a uzlové body x
i=1,2,...,n, tak, aby formule

(n)

7 ’

/ 11 f@)de = _Zn:w§")f (a1 (0.3)

byla pfesna pro vSechny polynomy f(z) z mnoziny {1,z,22,...,2>"~1}. Spoctéte, jaké chyby se do-
pustime, pouzijeme-li kvadraturni formule na nékteré zékladni nepolynomické funkce.

31. Gaussova kvadratura ve 2D

Res?

Naleznéte hodnoty w;, i = 1,2,3,4, (tzv. vdhy) a uzlové body [z;,v:], i = 1,2, 3,4, tak, aby formule

[ remaa = Swistew (04)

byla piesné pro véechny polynomy f(z,y) = 2*y!, kde k 41 < 3. Mnozina T je trojihelnik {[z,y] € R? :
x4y <1, x>0,y > 0}. Spoctéte, jaké chyby se dopustime, pouzijeme-li kvadraturn{ formuli na nékteré
zakladni nepolynomické funkce. Zvlddnete odvodit i presnéjsi formuli?

32. Prihyb nosniku
Odvodte diferencidlni rovnici ¢tvrtého fadu popisujici prihyb ohybové osy nosniku délky I, s modulem

pruznosti F(z), momentem sentrvac¢nosti prurezu vzhledem k ohybové ose I(x) a s piiénym zatizenim

q(z).



Diferencidln{ rovnici feste numericky nékterou (nékterymi) z nésledujicich metod: metoda koneénych
diferenci (metoda siti), Ritzova metoda, metoda koneénych prvka, konstrukei kvartického splinu nebo
Fourierovou metodou (pomoci vlastnich funkei prislusného diferencidlniho operatoru).

Pro konstantni funkce E a I a jednoduchy tvar (tvary) g(z) vyfeste tilohu analyticky. Porovnejte
numerické a presné feSeni a spoctéte chybu numerického feseni ve vhodné normé.

Pii feseni uvazujte ruzné typy okrajovych podminek (pfedepsané funkéni hodnoty, resp. hodnoty
prvnich nebo druhych derivaci v krajnich bodech intervalu (0, 1)).

Jako rozsifeni tdlohy, muzete rovnéz zkusit uvazovat néktery z modelu podlozi (napt. Winkleruv
model).

33. Vliv preusporadani na Choleského rozklad fidkych symetrickych
pozitivné definitnich matic - zadal Petr Mayer

Cilem je popsat nékteré metody pieuspoiddani fidkych matic a srovnat je s ohledem jednak na
celkovou spotiebu paméti pocitace, jednak s ohledem na jednoduchost a efektivitu implementace.



