
Rovnice zat́ıžeńı prutu

Doprovodné materiály k p̌rednáškám
http://mat.fsv.cvut.cz/Bubenik/

Předmět: Matematika 3

(Důležité: materiály slouž́ı jako doplňkové k p̌rednáškám, nejsou určeny
jako samostatné učebńı texty)
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Okrajová úloha

Homogenńı prut délky ` z pružného materiálu, konstantńı pr̊ǔrez, prostě
uložený, namáhaný na vzpěr silou P , (P > 0 tlaková), v kolmém směru:
rovnoměrné zat́ıžeńı q (na jednotku délky).
Ohybový moment úměrný ǩrivosti, malé deformace, ǩrivost ≈ druhá derivace

M = −cy′′, c = EI, y′′ = −M
EI

Rovnice

y′′ = − P

EI
y +

q

2EI
x2 − q`

2EI
x

y′′ + a2y = r(x), (1)

kde

a2 =
P

EI
, a > 0, r(x) =

q

2EI
x2 − q`

2EI
x

Okrajové podḿınky: y(0) = 0, y(`) = 0 (Dirichletova úloha).
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• Poznámka: nelinearity nehomogennost́ı, rovnice

−[α(x)y′]′ + β(x)y = γ(x)

+ okrajové podḿınky

Řešeńı okrajové úlohy (1):

y′′ + a2y = 0

Charakteristická rovnice:
α2 + a2 = 0

α1,2 = ±a i

yH = C1 cos ax+ C2 sin ax

Pravá strana ve speciálńım tvaru: r(x) = bx2 + cx, kde b =
q

2EI
, c = − q`

2EI
.

Partikulárńı řešeńı: yp = Bx2 + Cx+D,

y′
p = 2Bx+ C,

y′′
p = 2B,
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Dosazeńı: 2B + a2(Bx2 + Cx+D) = bx2 + cx

Odtud:

a2B = b⇒ B =
b

a2

a2C = c⇒ C =
c

a2

2B + a2D = 0⇒ D = −2B

a2
= − 2b

a4

Obecný integrál:

y(x) =
b

a2
x2 +

c

a2
x− 2b

a4
+ C1 cos ax+ C2 sin ax.

Dosazeńı o. p.:

0 = − 2b

a4
+ C1 ⇒ C1 =

2b

a4
.

0 =
b

a2
`2 +

c

a2
`− 2b

a4
+

2b

a4
cos a`+ C2 sin a`.

Po úpravě: (speciálně plat́ı pro prut vztah c = −b`)

0 = − 2b

a4
+

2b

a4
cos a`+ C2 sin a`.
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Je-li sin a` 6= 0 ⇒ C2 =
2b

a4

1− cos a`

sin a`
.

Řešeńı pr̊uhybu prutu:

y(x) =
b

a2
x2 +

c

a2
x+

2b

a4
(cos ax− 1) +

2b

a4

1− cos a`

sin a`
sin ax.

sin a` = 0 : a` = kπ, k = 1, 2, . . .
Existuje řešeńı??? Jak kdy: někdy ano, někdy ne...
a` = π : cosπ = −1

0 =
2b

a4
(cos a`− 1) + C2 sin a`

0 =
2b

a4
(−1− 1) + C2 · 0

0 = − 4b

a4
+ C2 · 0

nelze splnit pro žádné C2, nelze splnit podḿınka y(`) = 0, úloha nemá řešeńı.
Jak si to vysvětlit technicky???

a` = π ⇒ a2`2 = π2 ⇒ P

EI
`2 = π2 ⇒ P =

EIπ2

`2
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v pružnosti tzv. kritická śıla Pkr =
EIπ2

`2
P < Pkr jednoznačné řešeńı
P → Pkr?? ”těsně” bĺızko...
pr̊uhyb ”nekonečný” ⇒ porušeńı pevnosti materiálu ⇒ destrukce prutu.

a` = 2π : cos 2π = 1

0 =
2b

a4
(cos a`− 1) + C2 sin a`

0 =
2b

a4
(1− 1) + C2 · 0

0 = C2 · 0

je splněno pro každé C2, podḿınka y(`) = 0 plat́ı vždy, úloha má nekonečně
mnoho řešeńı.

Ve vyjáďreńı pr̊uhybu neurčitý výraz
0

0
, může nastat cokoliv...

Kritická śıla Pkr nezáviśı na tom, jak je prut zat́ıžen z kolmého směru (”ze
strany”, nosný sloup)

Prut nezat́ıžený z kolmého směru: q = 0
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y′′ + a2y = 0, y(0) = y(`) = 0

y = C1 cos ax+ C2 sin ax

C1 = 0, y = C2 sin ax

Je důvod, proč by se měl prut prohnout???... Pkr zde hraje také svou roli...

sin a` 6= 0: y(x) = 0
sin a` = 0: C2 libovolné

P → Pkr v p̌ŕıpadě q = 0: Pr̊uhyb ”neurčitý”, tj. prut nestabilńı.

Po technické stránce ”kritické” zat́ıžeńı nosných sloupů: ve vertikálńı poloze,
”nese” konstrukci, zat́ıžeńı ze strany nulové.

P ≈ Pkr pr̊uhyb může z̊ustat nulový, ale nepatrné zat́ıžeńı ”ze strany”, závan
větru...?, ...destrukce.

Vlastńı č́ısla a vlastńı funkce úlohy

y′′ + λy = 0,

+o. p., nap̌r. y(0) = 0, y(`) = 0.
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