Poznamky k prvni pisemce

Vypocet potencidlu v prvnim piikladu necinil vétsi potize, sem tam se objevila chyba
v derivaci pfi vypoctu rotace vektorového pole, pripadné nékdo zapomnél ovérit spravnost
potencialu vypoctem jeho gradientu. Masové se zapominalo na podminku jednoduse souvislé
oblasti, ale to byla drobnost.

Horsi to bylo s dalsimi dvéma priklady. Pii vypoctu toku vektorového pole uzavienou
oblasti sice naprosta vétsina tesitelu presla k aplikaci Gaussovy - Ostrogradského véty, ale
nesestavila spravné trojny integral.

Piipomenme podminky definujici téleso W:

22y <1, (1)

1—a? —y? > 2, (2)
—1— 22+ 2 < 2, (3)
x>0, (4)

y>0. (5)

Zakladem télesa W je valec (1) shora zakonceny casti rotacniho paraboloidu (2) a zdola
zakonc¢eny kuzelem (3). Téleso W je ¢tvrtina, viz (4) a (5), tohoto upraveného valce. Jelikoz
zékladem pro W je valec, zvolime cylindrické soutradnice

T =TCosy, (6)
y = rsin g, (7)
J=r. (8)

Dosazenim (6) a (7) do (2) a (3) obdrzime
—1—-r<z<1—7r% (9)
Z nezapornosti r a dosazenim (6) a (7) do (1) dostaneme
rel0,1]. (10)
Z (6) a (4) plyne ¢ € [—7/2,7/2], z (7) a (5) plyne ¢ € [0, 7], celkem tedy
p e 0,m/2], (11)

ale to se da odvodit piimo z kartézskych soutadnic a (4) a (5) (prvni kvadrant v roviné zy).
Pripomeiime, ze F = (27, zy®, yz). Nynf jiz mizeme integrovat s vyuzitim (11), (10),



(9) a (6)-(8)
// F-ndS = /// div Fdxdydz = /// (3zy* 4 2z + y) dedy dz
ow w w
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Nasnéze zpusobil i kiivkovy integral. Kiivka je zaddna podminkami

2yt 42 =1, (12)
T =y, (13)
x >0, (14)
2 >0, (15)

kde (12) odpovidéd jednotkové sféte a (13) roviné obsahujici osu z a majici s rovinou xy
spolecnou osu prvniho a tfettho kvadrantu roviny zy. Prunikem sféry a roviny (13) je
kruznice. Podminky (13) — (15) upfesnuji, ze kiivku tvoii jen ¢tvrtina kruznice tvofend
body, jejichz vSechny soutadnice jsou nezéporné. Orientace je zadand od bodu [0,0, 1] do
bodu [v/2/2,/2/2,0].

Tady se sice pifmo nabizi parametrizace pomoci t € [0, v/2/2]

r=t, dr = dt,
y=t, dy = dt,

ot
2 =1- 22, dr = ————_dt,
VI— 22

vvvvv

s odmocninou, a vyrazy s odmocninami ¢asto vedou k potizim. Nejinak je tomu i tady. Pii
zavedeni substituce do vychoziho integralu fc F - T ds s vektorovym polem

F= |z 2 16
=) (16)



dospéjeme k integraci souctu tii vyrazu. Dva z nich lze integrovat dosti snadno, avsak u
tfettho neznam jednoduchy integracni postup, vhodna substituce je hodné specidlni. Ale
i za prvni dva integraly bylo dost bod.

Jelikoz kiivka lezi na sfére (s polomérem jedna), nabizi se cesta k parametrizaci pres
sférické soutradnice. Kiivku tvoif ¢dst poledniku daného thlem A = 7 /4, nebot

(13) = cosAcosp =sinA cosp = cosA=sinA = \A=mx/4 (17)

Zéroveii z cos(m/4) = $v/2 dostavame vztah pro z a y, z je ddno pifmo z definice sférickych
soufadnic?

2
x:yzgsingp, Z = CoS . (18)

Odvodili jsme parametrizaci

2 2
U(p) = (g cos ¢, gcow, sins@) , g€ [O, g] :

je nesouhlasna s orientaci ktivky. Tec¢ny vektor kiivky dany parametrizaci je

V2 V2

' (p) = (—7 sin @, 5 sin ¢, cos go) .

Slozenim pole (16) a parametrizace ¥ dostdvame

Nyni jiz muZeme zah&jit vypocet, vyuZijeme v ném nesouhlastnost parametrizace, cos® ¢ =
cos (1 — sin? ), cos? p = (1 + cos 2p)/2 a substituce u = cosp a v = sin @
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prohozen{ mez{ v integralu — || 1 w21 du vedlo ke zméné znaménka pred timto integrdlem.

'Pifpadné z (12) odvodime 22 = 1 — 2sin®p — sin®p = 1 —sin®¢ = [z| = [cosp| = z = coso.

Absolutni hodnoty se zbavime diky (15) a faktu, ze z definice sférickych soufadnic plyne ¢ € [—7/2,7/2].
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Poznamky k druhé pisemce

Kupodivu vypocet potencidlu vektorového pole
) 2 2
f= (xZ—er, y (22" + 2In(zy) + 1), 322> — 9cos® (3z) + 2y°z + 9005(3z))
x

nedopadl moc dobre, ackoli to mél byt hlavni zdroj bodu.

Uz defini¢ni obor
Dy = (—00,0) x (—00,0) X (—00,00) U (0,00) x (0,00) X (—00,00)
byl opomijen nebo jen ¢asteéné urcen — zapominalo se na to, ze souc¢in dvou zapornych cisel
je kladny a muze byt argumentem funkce In. Na podminku jednoduché souvislosti oblasti si
také malokdo vzpomnél. Ovéreni nulovosti rotace pole se datilo dobte.

Pii oznaceni f = (P, @, R) se potencial hledal standardnim zpusobem.

2
gpz/P(:ﬂ)dz:/( 222% + )dzz— —2?23 +y?Inx + c(y, 2).

Derivovanim ¢ dle y a srovnanim s () dostaneme

C

2ylnz + ¢, (y,2z) = y (22° + 2In(ay) + 1),
2ylnz + ¢, (y,2) = 222 +2ylnz + 2ylny +y
c,(y,2) = 2yz? 4+ 2ylny + v,

(

Y, 2) :y222+y Iny + d(z), odtud plyne
<p——a:z +y?Inz + 9’2 +y21ny+d(z).

V tomto kroku se velmi chybovalo pfi integraci vyrazu 2y In y+y. Resitelé obvykle spravné
odvodili primitivni funkeci -2 funkce y a bez odvozeni uvedli nespravnou primitivni funkci
k 2y Iny. Samoziejmé je vubec nenapadlo, ovérit si spravnost primitivni funkce jejim zderi-
vovanim.

Primitivni funkce k 2ylny + y je y?Iny, coz lze odhadnout. Komu se odhad nedaif,
integruje po ¢dstech (u=Iny = o' =1/y, v =2y = v =1y?)

J2ylnydy =y*Iny — [y*/ydy =y’ Iny —

Derivovanim ¢ dle z a srovnanim s R dostaneme

L2
¥
—3222% + 22 + d'(2) = —32%2% — 9cos® (32) + 2y*z + 9cos(32) ,
d'(z) = —9cos® (3z) + 9cos(3z),
d'(z) = 9cos(3z) (1 — cos*(32)) ,
d(z) = cos(?)z) sin?(3z),
(

d(z) = (32) + K,
o(r,y,2) = =222 + ¥ Inx + y*2° + y? Iny + sin®(32) + K,
olx,y,2) = —x2z3 + 92 In(zy) + y*2* +sin*(32) + K, K € R.

Derivovanim se ovéri, ze Vi = f.

Spatné vétsinou dopadlo feseni toku vektorového pole F = (y2, 3y, xz) plochou

P:{[x,y,z]ER?’:zzél— 24+y2 A 2>2 A 5520},



ktera je orientovana tak, ze normalovy vektor v kazdém jejim bodé, kde existuje, ma tieti
soufadnici kladnou.

Plocha P vznikne z vodorovné useknutého rota¢niho kuzele v postaveni ,klobouk*, jehoz
okrajem je kruznice se stiedem |0, 0, 2] a polomérem 2. Plocha P je polovina (x > 0) této ¢ésti
kuzele. Lze postupovat dvéma zptisoby. Napiiklad nejprve zavedme parametrizaci X (u,v)

r=u, y=v, z=4—Vur+v?, (u,v)€ B=/{u,v]eR?: u?+0v?<4}.

Parametrizace X (u,v) tedy zobrazuje kruh B na plochu P.
Normalovy vektor dostaneme z vektorového soucinu tecnych vektoru X, a X, tedy

ik
u v
X, xX, =11 0 ——F :( 1) parametrizace souhl. s orient.
U v VuZ+o2 2 R 2 37 )
v u® +v u* +v
01 7o v v

Déle potfebujeme slozenou funkei F(X (u,v)) = (v?, uv, u(4 — Vu® + v?)).

K sestaveni integralu (jde o plosny integral vektorové funkce) pouzijeme vztah na treti
strance oficialniho tahaku, tak odvodime dvojny integral na kruhu B. K jeho vypoctu poté
pouZijeme transformaci do polarnich soutadnic (u = rcosp, v =rsing, J =r, 0 <r < 2,
0<@<m)

//F 7dS = // ) - (X, 0) x X, (u,0)) dudo

// uPv, u(d — m»( - 1)dudv

Vu? 4+ 02 Vu? 0?2
wdv
_ S22
_//B<\/u2+1)2+\/u2+v2+u(4 vu —l—v)) du dv

. .z =r 2
Jakobldn = / / (r® cos g sin® @ + r° cos® ¢ sin® ¢ + 4r% cos o — ¥ cos @) dp dr
—7/2

= / / (r’cos ¢ sin® o + r° cos (1 — sin® ) sin® ¢ + (47 — r®) cos @) dep dr
—7/2

7r/2
/ / r?cos sin® p +1r°cosy sin® o —r’cosg sin' o + (472 — r®) cos ) dp dr
w/2

_ /0 ((7’ —l—r)[%singgp]ﬂﬂ s Esm%r/z (4 — ) [sin ] )dr

—7/2 —7/2

2 2
2 2 4 4
B /0 <(T3 * T5)§ B TSE +2(dr? — TB)) dr = /0 (1—57’5 — 57“3 + 87’2) dr

426 42 8.2% 128 16-15+64~15_128+48-15_16(8+3-15)

156 34 3 45 45 45 45 N 45
_16-53 848
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Na poradi integrace nezdlezi, zde se nejprve integrovalo dle ¢. Vyrazy s cos ¢ a sin ¢ prevede-
me do tvaru cos ¢ sin® ¢ nebo cos® ¢ sin g, protoze pak snadno odvodime primitivni funkci
1
a+1 7 .
Muzeme postupovat piimocateji a elegantnéji, kdyz navrhneme parametrizaci X (r, )
zalozenou na poldrnich soufadnicich. Pak parametrizace X (r,¢) = (rcos¢q, rsinp, 4 —r)

a+1

sin®™! ¢ nebo — 7 Cos
a

bt



(v niz vyuzivame toho, ze rovnice plochy z = 4— /22 4+ y? ptrejde v 4—r) zobrazuje obdélnik
B =10,2] x [-7/2,7/2] na plochu P. Parametrizace je zalozena na poldrnich souradnicich,
ale (pozor!) pii sestavovani integralu nepouzivame jakobidn, fidime se pfedpisem z tahdku,
viz téz (19), tam jakobidn nevystupuje.

Opét potiebujeme normalovy vektor odvozeny pomoci vektorového soucinu teénych vek-
toru

R A
X, x X, =| cosg sinp —1|=(rcosy, rsing, r).

—rsing rcosp 0

Také nyni je parametrizace souhlasna s orientaci plochy, protoze treti slozka normalového
vektoru je kladnd (s vyjimkou r = 0, v bodé [0,0,4] vsak normdla stejné neexistuje, jde
o ,8picku® kuzelové plochy).

Déle pottebujeme slozenou funkci
F (5(\(7“, gp)) = (r?sin® ¢, r* cos® ¢ singp, rcosp (4 — 1)), takze (viz tahdk)

/AF-ﬁdSz//éF(j(\(r,gp)) . (;?r(mp) X)@(T’ww dodr (1)

2 pm/2
= / / (r3 cos p sin’ p 4 17 cos® ¢ sin? v + 4r? cos ¢ — 13 cos gp) dpdr
0 J—m/2

Po provedeni skalarniho sou¢inu jsme dostali stejny dvojny integrél jako v predchozim
pristupu, a to v misté s Jakobldn = " dalsf postup vypoctu je tedy uz zndm.

Aplikace Gaussovy-Ostrogradského véty je mozna poté, co plochu P doplnime dalsimi
castmi ploch tak, aby vyslednd plocha byla uzaviena. Pak bychom tok plochou P dostali
jako integrédl divergence pole pres vnitiek uzaviené plochy, od néhoz bychom odecetli tok
pole pridanymi castmi ploch. Postup jsem nezkousel, ale pfipadd mi pracnéjsi nez piimy
vypocet toku plochou P.

Obdobné problémy s nezvladnutou parametrizaci nebo s vypoctem integralu byly patrné
° , , z 21 7w
i u vypoctu prace vykonané pusobenim sily F' = <—, Ty, T+ %) podél kiivky

2
2 2
c=<lr,y, 2] €R3: % + % =1 A0<z A0<y A z=2x%} orientované pocateénim
bodem A = [0,4, 0] a koncovym bodem B = [3,0, 18].
2 2
7 podminek % + %6 =1 AN 0<2 A 0<yjejasné, ze kolmym prumétem kiivky c

do roviny xy je c¢tvrtina elipsy lezici v prvnim kvadrantu roviny xy. Kiivku tvoii graf funkce
z = 22% nad ¢tvrtinou elipsy v roviné xy.

Pro parametrizaci W se inspirujeme zobecnénymi polarnimi soufadnicemi v roviné xy
sr=1:

T
) = (3cosp, 4sinp, 18 cos® ), € [0, —] , nesouhlasna: W(0) = B, ¥(n/2) = A,
(p) = (3cosyp, 4sing 2@@) v 5 | » nesouhlasnd: ¥(0) (7/2)
T Y z=2x
F(T(p)) = (9cos? p, 12cosp sin @, 3cosp + 2sin ),
U'(p) = (—3sin¢p, 4cos p, —36cosp sinp).

Nyni jiz muzeme integrovat, viz substituce v kiivkovém integralu druhého druhu uvedena



v oficalnim tahaku. Kvuli nesouhlasné orientaci ménime znaménko pred integralem

/F Tds=— / F(T(p)) - W () dp

:—/ ( 27 cos? ¢ sin ¢ + 48 cos? ¢ sin ¢ — 108 cos? ¢ sin @
0
— T2cos ¢ sin® go) dop
w/2
= / (87 cos® p sin + T2cosp sin® go) dep
0
= 29 [cos® o] 7% + 24 [sin® @] 7% = —29 - (~1) + 24 -1 = 53.

Vykonana prace mé hodnotu 53.
Nékteri tesitelé zvolili jinou parametrizaci — bez vztahu k zobecnénym poldrnim sou-
fadnicim:
r=t, de=dt, te]0,3],

16t2 4 4t
— 5 —3 9—¢2, dy=—- dt,

2z =2t2,  dz=4tdt.
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(1) - ( W) w)
(1)) = <t2, e, t+§\/9_—t2)’

o~ (n-bign)

Parametrizace W(t) je souhlasné s orientaci kiivky, nebof ¥(0) = A a ¥(3) = B.
Integrujme

/CF Tds = /ng(@(t)) W (¢) dt

3 1 2

= / <t2 — §6t2 + 482 + §t\/9 — t2) dt = / (§9t2 + V9 — t2)
0 0

29

_8 3/2 _8 _ _
27[ 9[(9 t2) }_29 9( 27) =29+ 24 = 53.

)
[GV)]

F(

£*];

Primitivni funkci k ¢4/9 — 2 lze opét uhodnout (a ovéfit derivovanim!) nebo si pomuzeme
substituci p=9 — 2, dp = —2tdt, t =0 — p=9,t=3 — p=0

2_71 3(—2t\/9——152> dt = — /\fdp— /\fdp—g{g /2}9224-

0 0



