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Fubiniova v éta: Necht g; a g, jsou dvé (po Castech) spojité
funkce na intervalu [a, b], pficemz pro kazdy bod x € [a, b] jest
01(X) < g2(x). Pomoci funkci g; a g, zavedme mnozinu

M :{(x,y) eR?: a<x<b, g1(x) <y ggz(x)}.

Necht je dana funkce f € C(M). Pro kazdy bod x € [a, b]
definujme

g2(x)
F(x) =/ f(x,y)dy.
g1(x)

Pak Ize dvojny integral |, f dA vyjadit jako integral
dvojnasobny, presnéji

/MfdA://Mf(x,y)dxdy:/abF(x)dx
:/ab (/:(Zx(:)f(x,y)dy> dx.
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Priklad: Mira mnoziny
M={(x,y)eR?: 1<x<2 x?><y<3+2/x}]jerovna

2 3+2/x 2 —312/x
/ 1dA:/ </ 1dy> dx :/ [yl " dx
M 1 x2 1
2 3 X=2
:/ (3+3—x2) dx—[3x+2lnx—x—]
1 X 3 Jx1

13 - 28
3

7 2
=3+2Ih2—-—=-==+1In4
+ 3 3+

:3(2—1)+2In%+

F(9
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Fubiniova v éta (2. varianta): Necht h; a h, jsou dvé (po

Castech) spojité funkce na intervalu [c, d], pficemZ pro kazdy

body € [c,d] jesthy(y) < hy(y). Pomoci funkci hy a hy
zaved'me mnozinu

M = {(x.y) €R?: c <y <d, hi(y) < x <hy(y)}.
Necht je dana funkce f € C(M). Pro kazdy bod y € [c,d]

definujme
ha(y)
o) = [ Hxy)ix.
hi(y)

Pak Ize dvojny integral |, f dA vyjadit jako integral
dvojnasobny, presnéji

/MfdA://Mf(x,y)dxdy:/CdG(y)dy
d

ha(y)
:/ / f(x,y)dx | dy.
c hy(y)
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Priklad: Mira mnoziny M = M1 U My, kde
My ={(x,y) eR?: 1<y <4 1<x< ¥},
My = {(x,y) €R?: 4<y <5, 1<x<2/(y—3)},jerovna

4 vy 5 2/(y-3)
/1dA:/ / 1dx dy+/ / 1dx | dy
M 1 1 4 1

proy € (4,5]

1 proy € [1,4],

1
:{\/_ proy € [1,4],
y-3
{Lg 1 proy € (4,5]
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Vypocet:

/MldA:/14 (/1\/71dx> derA5 </12/(y_3)1dx> dy
[w-ver (1)

2.,3/2 y= -5
= |3y¥2-y|  +[2In(y -3)-y}=2
3 yo1
:%—4—%+1+2In2—5—2|n1+4
14 2
— 2 442n2=S1In4
g ftreine=gz+hn

Vysledek je totozny s vysledkem ziskanym integraci dle prvni
verze Fubiniovy véty.
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Véta o substituci ve dvojném integralu
Necht uzavér N oblasti N (tj. oblast N, k niZ je pfidana jeji
hranice) v soufadné soustavé u, v se zobrazi pomoci rovnic

x =x(u,v), y=y(u,v)

vzajemné jednoznacné na uzaveér oblasti M (ozn. M)
v soufadné soustave x, y. Necht funkce x(u,v) ay(u,v) maji
v N spojité prvni parcialni derivace a jakobian *

ox ox
ou ov
J(u,v) = dy oy
au v

je v N rtizny od nuly. Necht funkce f € C(M). Pak

//Mf(x7y)dXdy://Nf(X(UaV)7Y(U7V))IJ(U,v)|dudv,

1V GEO-MATEMATICE Il je misto J(u,v) uZivano oznageni D(u, V).
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Polarni soufadnice: r =u, ¢ =v
CoOS¢ —rsing
sing rcos¢

(r,¢) €[0,1] x [0,7] — (x,y) € M; obdéInik — pdlkruh

X=rcos¢, y=rsing, J= =r,[J=r

3

25

2

15

I

0
0.5 21 05 0 05 1
e X
0
0 05 1

Jakobian v bodé (u, v) popisuje zménu obsahu infinitezimalni
ploSky tvofici okoli bodu (u,Vv), tj. (r, ¢).

Q110



Zobecnéni polarnich souradnic:

X = apcosy + p,
y = bpsing +q,
J = abyp,

kde a,b > 0a g € (0,1), pfipadné o € [0, 1].

Roli délky prlvodice r z minulé stranky tady zobecriuji souciny
ap a bp; symbol ¢ je stejné jako ¢ grafickou variantou feckého
pismene fi.

Zobecnéni zobrazuje obdélnik [0, 1] x [0, 27] na omezenou
mnoZzinu, jejiz hranici tvofi elipsa se stfedem v bodé [p, q]
a s osami rovnobéznymi s kartézskymi osami x a 'y

a s poloosami délky a a b.
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Pfiklad: Vypoctéte | = [, (x? + y?) dx dy, kde
2 2
M :{(x,y)eIER2 —+é <1},a,b>0.
Re&eni: MnoZina M je elipsa, pomoci zobecné&nych polarnich
soufadnic ji dostaneme jako obraz obdélnika [0, 27| x [0, 1]:

X =apcosyp, 0< ¢ <27,
y =bosing, 0<p<1 J=abp

27 1
| = / / (azgz cos? ¢ + b?p? sin? <p) abpdody

0 0
27 1

:/ ab (az cos? ¢ + b? sin? go) (/ o dg) de
0 0
27 1

:/ ab (az cos? ¢ + b? sin? cp) d<p-/ 0*do
0 0

27 2w 94 o=1
= [a%b / cos? o dy + ab® / sin® o dy [—}
0 0 4 0=0

= (a®br + ab®n) % = %wab(az +b?).
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