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Véta o substituci ve dvojném integralu
Necht uzavér N oblasti N (tj. oblast N, k niz je pfidana jeji
hranice) v soufadné soustavé u, v se zobrazi pomoci rovnic

x =x(u,v), y=y(u,v)

vzajemné jednoznacné na uzavér oblasti M (ozn. M)
v soufadné soustave x, y. Necht funkce x(u,v) ay(u,v) maji
v N spojité prvni parcialni derivace a jakobian *

ox  Ox
ou ov
J(u,v) = dy ay
du ov

je v N riizny od nuly. Necht funkce f € C(M). Pak

//Mf(x’y)dXdy://Nf(X(U>V)ay(U7V))IJ(u,V)|dudv.

1V GEO-MATEMATICE Il je misto J(u,v) uZivano oznageni D(u, V).



Zobecnéni polarnich souradnic:

X =apCosy +p,
y =bosinp +q,
J = abo,

kdea,b >0ape€ (0,1).

Zobrazuje jednotkovy kruh se stfedem v pocéatku na elipsu

s osami rovnobéznymi s kartézskymi osami x a 'y, s poloosami
délky a a b a se stfedem v bodé [p, q].



Nékteré aplikace
V dal3im je mnoZinou M c R? modelovana tenka deska
v roviné xy s plodnou hustotou o(x,y) [kgm~2]
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>

Vypocet dvojrozmérné miry (obsahu) mnoziny ve 2D
Vypocet dvojrozmérné miry (obsahu) ploch

Vypocet objemu télesa vymezeného grafy funkci
Hmotnost desky m = [ [, o(x,y)dx dy [kg]
Staticky moment vzhledem k ose x

Sx = [ [yYyo(x,y)dxdy [kgm]

Staticky moment vzhledem k ose y

Sy = [ Juxo(x,y)dxdy [kgm]

v | Sy S
Souradnice téziste [—y, —X]
m’'m



Nekteré aplikace (pokra covani)

» Moment setrvacnosti vzhledem k ose x
Iy = [ [y Y?o(x,y)dx dy [kgm?]

» Moment setrvacnosti vzhledem k ose y
ly = [ fyy X%c(x,y)dx dy [kgm?]

» Moment setrvacnosti vzhledem k ose z
I, = [ Ju(x® +y?)o(x,y)dxdy = I +ly [kgm?]

» Obsah S plochy P, kterd je Casti grafu funkce z = f(x,y),
kde (x,y) € M, je

== [ L (5 (5) oo




Pfiklad: Obsah ¢asti kuzelové plochy z = /x2 + yZ2, kterou z ni
vytne parabolicky valec z2 = 2x. Odkaz na feseni:
https://mat.fsv.cvut.cz/vyukal bakal ari/zs/ MA3SI/files/vic_int.pdf
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Priklad: PloSny obsah rovinného obrazce vymezeného kfivkami
a)x?+y?+x=0,b)x?> +y? +4x =0,c)y =x ad)y =0.

Redenf: pol. Souf. X = pcosp, y = psing, J = o

a) 0>+ 0c0sp =0 = p=—CoSy
b) 0> +40cosp =0 = o= —4cosyp

Meze

—CoSp <p < —4cosy
m <p < 5r/4

4 3 2 1 0

5r/4 r—4cosgp 1 [57/4 —4cos
m:/ 1dA:/ / gdgdwz—/ [Qz} " dy
M - _cosy 2/ —cos ¢

1 15

57/4 , ,
:5/7T (16003 © — COS go)dcp:---:l—G(ﬂ'—i—Z)

. 1
VyuZita rovnost cos? ¢ = 5(1 + €0s 2¢).
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PokraCovani: Tézisté obrazce M pfi o(x,y) = 1. Nutny vypocet
statickych moment.

57/4 p—4cosep
Sy—/ X dA = / / 0’ cospdodyp

cos ¢
5m/4 —4cos 5m/4
= §/ coS ¢ [gﬂ T dp = —21/ cos*pdyp
T —CO0S¢ s
21 57/4
= (l—l-COSZgo) dp=---=—-6371/32 - 21/4,

57/4 p—4cosy
SX—/ ydA = / / 0?sinpdody
cos ¢

57/4 —4cos 57 /4 3 .
3/ Slngp dy = —21/ cos” ¢ sinpde

—cosw

sr/4 21 21 ( 3 63
_ 4 4 _3)\__8
7 [COS o =7 (16 (= 1)> T ( 4> 16

Téziste: [Sy/m, Sy/m] ~ [-2,372, —0,817].



