Predmét: MA3G

Nova latka: Integrace na kfivkach
KFivkovy integral druhého druhu

>

vvyyypy

vektorové pole; orientace kfivky; jednotkovy teCny vektor
ke krivce

kfivkovy integral (2. druhu)

véta o substituci

cirkulace vektorového pole po uzaviené kfivce
tok vektorového pole uzavienou kfivkou

Literatura:

M. Ko¢andrlova: GEO-MATEMATIKA I, oddil 1.4 (ve skriptech

pojato trochu jinak a struc¢né)
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Krivkovy integral druhého druhu

Vektorovym polem F = (P, Q) nebo F = (P, Q, R) budeme
nazyvat vektorovou funkci s hodnotami v R? nebo R3, jejiz
definiéni obor je podmnozinou R? nebo R3. Tj.

-

F(X7y) = (P(va)ﬂ Q(X7y)) nebo

F(x,y,z) = (P(x,y,2),Q(x,y,2), R(x, y,2)).

Jednotkovy te¢ny vektor ke kfivce v bodé W(t) je

T =W/ (1)/||V(t)], kde WV je parametrizace kivky.

Orientace uzavfené krivky: kladna proti sméru hodinovych
ruciCek.

Orientace oteviené kfivky: zadanim pocate¢niho a koncového
bodu kfivky.

Definice: Bud' F = (P, Q, R) vektorové pole a C orientovana
hladka kfivka. Integralu

/ F.Tds fikame kfivkovy integral druhého druhu.
c
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Jiny zapis

/ﬁT‘ds:/de+/ Qdy+/ Rdz:/ Pdx+Qdy+Rdz,
C C C C C

kde
/de_/(POO) Tds,

/Qdy /OQO T ds,

/Rdz:/(0,0,R)~Tds.
C C

/F‘-d§.
C

Jesté jiny zapis
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Véta o substituci v kfivkovém integralu
Necht W(t) = (x(t),y(t), z(t)) je parametizace kfivky C,
t € [a, b], souhlasna s orientaci kfivky. Dle véty o substituci

 ras— [y VO
P Tas— [ Fvn) - vl dr
b

0
= [ Fw) v

Odtud

b b
/Cde:/a P(W(1)x()dt, /CQdy:/a Qu(t)y' () dt,
b
/Rdz:/ R(W(t))Z'(t)dt.
C a

Je-li parametizace nesouhlasna s orientaci krivky, je
b

F. Tds:_/ Fw(t) - v'(1)dt,

a
nebot teprve orientace te¢ného vektoru —W’'(t) je souhlasna
s orientaci krivky.
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Cirkulace vektorového pole F po uzaviené kiivce C:

j{F‘T’ds.
C

Tok vektorového pole F = (P, Q) uzavienou kiivkou C:

fﬁ-ﬁds,
c

kde i je vektor jednotkové vnéjsi normaly.
T=(T,To),n=(Ta,—Ty)

Je-li F = (P, Q), pak
cirkulace §, F - Tds = §, Pdx + Qdy,
tok §, F - fids = §, Pdy — Qdx = $,(—Q)dx + Pdy.
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Ptiklad: Necht C je kladné orientovana' elipsa dana vztahem
2 2 .

% + % =1 anecht F = (4 — y, x?). Vypotitejme cirkulaci

pole F po kiivce C a tok pole F kfivkou C.

Parametrizace elipsy
x(t) =4cost, y(t)=38sint, te]0,2n], jesouhlasni se
zadanou orientaci kFivky.
Teéné vektory T = (X'(t), y/(t)) = (—4sint,3cos t), t € [0, 27]
(nejsou jednotkové).

'Tj. proti sméru pohybu hodinovych rugiéek.
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Cirkulace (pfipomerime F = (P, Q), kde P =4 — y, Q = x?)
7{ F-Tds= %(4—y)dx+x2dy
c c
27
:/ [(4—35in t)(—4sint) + (4 cost)? - 3 cos t} dt
0
27
_/ {—165int+12sin2t+48c053t} dt
0

2m -
—12/ sintdt =12-4- = 12nx.
0 4
Tok
]{ F.rds = %(—xz)dx+(4—y)dy
C C
2
:/ {—(4cos t)2(—4sin t)+(4—35int)-3cost} dt
0

2
:/ [64c052tsint+12cost—95intcost} dt=0.
0
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Ptiklad: Vypoditejte cirkulaci vektorového pole F = (X2, xy) po

kladné orientované kfivce ¢ = ¢; U ¢ U ¢35 U ¢4 (viz obrazek).

Parametrizace kfivek:

cr:x=8,y=1ttel[l,4]

cs dx = 0dt, dy = 1dft,

/ param. souhlasnd s orientaci;
T “eix=ty=t+1,te[1,3],

4

2 dx = 1dt, dy = 1dt;
Cs T param. nesouhlasna s orien.;
r ca c:x=1,y=tte[1,2],

dx = 0dt, dy = 1dt;

param. nesouhlasna s orien.;
ci:x=ty=1,t€[1,3], dx—1dt dy = 0dt;

param. souhlasna s orientaci.

Sipky v obrazku ukazuji smér pohybu po jednotlivych ¢astech
kfivky ¢ dany jednotlivymi parametrizacemi.

Nyni jsme pfipraveni k vypoctu:
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C

j[ﬁ.fds:/ xde+Xyd}/+/ x?dx + xy dy
C Cq
+/ x2dx+xydy+/ x2dx + xydy
C3 Cs
4 3
:/ (0+3t)dt/ (2 + t(t+ 1)) dt
1 1
2 3
—/ (12-0+t)dt+/ (2 +0)dt
1 1
_324 23 123 122 133
[2t]1—[3t+2t ] 50,
3 9 2 1 1
fa 3 (2 2N (o)
+<9—;>:24—1—18—4+1/3—2+9

—8+1/3=25/3
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Necht F = (P, Q). Vyraz

.= 0P 0Q
le f: = 2535 + ;;};

se nazyva divergence vektorové funkce F.

Pro G=(P,Q,R),

dIVG:aix‘F@—FE

div F(x, y) (nebo div G(x, y, z)) vyjadiuje intenzitu zdroje
v bodé (x, y) (nebo (x, y, 2)).
Priklad: G(x, y, z) = (ysin x, X2z In y, Xz cos ),
. 2
divG(x,y,z) = 2ysinxcos X + % + Xcosy.
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