Predmét: MA3G

Nova latka: Plosny integral skalarni funkce
» bodova a vektorova funkce dvou proménnych

» plochy (regularni element plochy, parametrizace, te¢né
vektory)

» orientace plochy
» plosny integral skalarni funkce ...
» ... ajeho aplikace

Literatura:

M. Ko€andrlova: GEO-MATEMATIKA I, kapitola 111.1-2

J. Neustupa: Matematika I, kapitoly 1V.1 az IV.3 (skripta FS
CVuT)
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Bodova a vektorova funkce dvou proménnych
Zobrazeni z M c R? do R® dané soufadnicovymi funkcemi
X,y,Z:
X(u,v) = [x(
X = (x(

V), y(u, v), z(u, v)],

u,v),
u,v),y(u,v),z(u,v)).

Spoijitost, limita a derivace X zavedena pres spojitost, limitu
a derivaci soufadnicovych funkci.

Parcialni derivace funkce X v bodé [ug, vp] podle u a v:
~ ox 0 0z
Xu(Uo, Vo) = <8u(u°’ Vo), %(on Yo), 5, (to, V0)7>

- 15)¢ 0 0z
Xv(Uo, Vo) = <6v(u°’ Vo), (%(Uo, Vo), E(UO’ Vo)) :
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Regularni element ...
... se nazyva mnozina P C R3, ktera je obrazem oteviené
souvislé mnoZiny M c R? pfi zobrazeni bodovou funkci X, pro
niz plati
1. X je prosté a spojité zobrazeni M na P a inverzni
zobrazeni X~ je spojité na P
2. X ma v8ude v M spaijité parcialni derivace
3. V[u,v] e M Xu(u,v) x X,(u,v) # 8, 1. vektory X,, X, jsou
linearné nezavislé

Pfipomefime, Ze pro d = (ay, @, a3), b = (by, bs, bs) je

- - —

7Tk
adx b= a a as
by b bs

= (@obs — bpas, asby — bzay, a1bo — byap).

Funkci X nazyvame parametrizaci regularniho elementu plochy
P, proménné u, v nazyvame jeho parametry. Existuje
nekonecné mnoho parametrizaci regularniho elementu.
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Plocha

Definice: Souvisla mnoZina P C R? se nazyva plocha, jestlize
ke kazdému bodu X, € P existuje jeho okoli U c R3 takové, Ze
P N U je regularni element plochy.

Plocha "slepena" z regularnich elementd, ale ¢asto cela plocha
tvofena jednim regul. elementem.

UZitecné zobecnéni: Uvazujme B = M UT, kde I je hranice
oblasti M, a takovou funkci X definovanou na B, Ze pro ni plati
body 1 — 3, v nichZ je mnozina M nahrazena mnozinou B. Pak
muZeme zavést okraj regularniho elementu (jednoduché
hladké plochy) jako kfivku c, ktera je obrazem hranice I' pfi
zobrazeni X, {j.

c={[x,y,z] = X(u,v) e R% [u,v] eT}.

Poznamka: DalSi zobecnéni: platnost 1 — 3 az na kone¢nou
mnozinu K bodu z T, tj. platnost na B\ K.
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Orientace jednoduché hladké plochy o (reg. elementu) ...
... definovanim jednotkového normalového vektoru n. Pro ten
zaroven plati

Xu(u,v) x Xy(u,v)

1Xu(u, v) x Xu(u, )]

pro v8echny body [u,v] € B\ K;n = +1.

A=

Pokud n = 1, pak o orientovana souhlasné s parametrizaci,
pokud n = —1, pak o orientovana nesouhlasné s parametrizaci.

Parametrické kfivky plochy: V(v) = X(up, v), v € I,

U(u) = X(u, w), u € Iy, kde xp, vo pevné a I, I, intervaly. Pak
)?u(uo, Vo) a )?v(uo, Vo) jsou teCné vektory parametrickych krivek
plochy v bodé X(up, vp).
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Priklad (Neustupa: Matematika Il, FS CVUT)

Necht jednoducha hladka plocha

o={[x,y,2z]| x>0, z=+/x2+ y? < 2} je orientovana tak, ze
treti soufadnice normalového vektoru 7 je kladna.
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Parametrizace

X: x(u,v)=u, y(u,v)=v, z(u,v) = Vue + v?;
B={[u,v]€R? u>0, u?+v2<4}

X ma vlastnosti 1-3 v bodech mnoziny B\ K, kde K = {[0, 0]}.

-

Xu(u,v) =(1,0,u/p) (Cervena),
X,(u,v) = (0,1,v/p) (ma-
genta), kde p = VU2 + v2.

Pak

Xyx Xy =(=u/p,—v/p,1)
(zelend) a | Xy, x X,|| = V2.
Treti slozka je kladna, proto i =
(Xu x X,)/V2.

Plocha o je orientovdna sou-
hlasné s parametrizaci.
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Plosny integral skalarni funkce

Definice: Necht P je jednoduché hladka plocha v R3

s parametrizaci X(u, v), kde [u, v] € B C R?. Necht f je
skalarni funkce definovana a omezena na ploge P. Rikame, Ze
f je integrovatelna na P, jestlize dvojny integral

// (u,v)) HX (u,v) x Xy(u, v)| dudv

existuje. V tom pfipadé na ploSe P definujeme plosny integral
skalarni funkce

// fdS = // (u, V)| Xu(u, v) x Xy (u, v)||dudv. (1)

Poznamka: Zobrazeni X nemusi splhovat predpoklady
parametrizace na mnoziné 2D miry nula.

Poznamka: Obsah S(P) plochy P je dan
S(P) = / 1 Xu(u, v) x X,(u, v)||dudv.
B
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Priklad: Vypocitejte [[4(x + y + z)dS, kde plocha
Q: xX°+y?+22=4*,2>0,a>0.

Reseni: Necht bod [x, y, z] € Q, parametrizace inspirovana
sférickymi soufadnicemi (a= o, U=\, Vv = ¢):

X = acosucosv,

y =asinucosv,

Z=asinv,
kde [u,v] € B=[0,27) x [0,7/2).
Dulezita poznamka: Tato parametrizace je prosté zobrazeni, ale
nepostihuje bod [0, 0, a] € Q. To v8ak nevadi, protoze tim neni
ovlivnén vysledek integrace — nezalezi na hodnoté integrované
funkce v jednom bodé.
Pfi volbé B = [0, 27) x [0, /2] by parametrizace nebyla prosta,
protoze celou Usecku [0,27) x /2 by zobrazila do bodu [0, 0, g] € Q.
To ale opét nevadi, nebot to je porudeni pravidel na mnozinég, jejiz
dvojdimenzionalni mira je nulova.
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Pfiprava na sestaveni pravé strany (1):

Xy x X,

- —

i k
ox 0dy 0z
% 9 9
v v Iv

i Jj k
—asinucosVv acosucosVv 0
—acosusinv —asinusinv acosv

2 2

(32 cos U cos? v, @& sin Ucos? v, & sin V cos V),

Xy x Xy|| = @/ cos? ucos? v + sin? ucos? v + sin? v cos? v

az\/cos4 V + sin? v cos2 v

a?cosv (nebot v € [0,7/2) a cosv > 0).

Poznamka: Srovnejte & cos v s jakobidanem J = ¢? cos ¢ ze sférickych
soufadnic, zde v3ak je a konstanta. Vyraz & cos v udava vztah mezi

obsahem infinitezimalni ploSky dudv a obsahem jejiho obrazu na ploSe Q.
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Z (1), parametrizace a || X, x X, || = & cos v dostavame

//Q(x+y+z)ds

= //(aCOSUCosV+asin ucos v + asin v)a® cos vdudv
B
=3 //(COSUC052 V + sin U cos? v 4 sin v cos v) dudv
B

5 [rem
=3 / / (cos U cos? v + sin ucos? v
o Jo

+ sin v cos v) dudv

s
2

= 27783/ (04+0+sinvcosv)dv
0
2z
=27a° [1 sin? v] =&

2 0
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Aplikace

Plocha P a o(X) jeji ploSna hustota v bodé X = [x, y, Z].
Hmotnost plochy P: m = [, o(X)dS

Statické momenty plochy P vzhledem k soufadnicovym
rovinam (viz indexy u S): Sy, = [[, zo(X)dS,

Syz = [[p xa(X)dS, Sxz= [[,yo(X)dS

T&zisté plochy P: T = [iy Se ﬂ]

m’» m?’> m
Momenty setrvacnosti plochy P vzhledem k soufadnicovym
rovinam (viz indexy u S): Jy, = [, z20(X)dS,
sz—ffpya )dS, Jyz—ffPXO' )dS
Momenty setrvacnostl plochy P vzhledem k osam souradnic:
I = [[p(y +22)0(X)dS Jy = [[n( (x? 4 Z22)o(X) dS,
J = fp )o(X)dS
Moment setrvacnosh plochy P vzhledem k poCatku soufadnic:
Jo = [[p(X% + y? + Z%)o(X)dS
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