MA3G 1. 1. 2026 Jméno a prijmeni:

Priklad' 1: a) Vypocitejte presné (tj. analyticky) dvojny integrdl I funkce f(z,y) =
2y cos(zy?) — 2xy? sin(zy?) na oblasti v roviné zy vymezené pifmkami z = /2, x = 7,
y=19y=2.

bl) Integral I z tdlohy a) pocitejte priblizné numerickou integraci ¢tyrbodovym Gaus-
sovym schématem. Uved'te vyraz, jimZ je ddna numerickd integrace, v podobé piipravené
pro numerické vycisleni.

b2) Vycislete vyraz ziskany splnénim tikolu b1) a vysledky numerické integrace srovnejte
s vysledkem tlohy a).

cl) Integrél I z tlohy a) pocitejte ptiblizné numerickou integraci devitibodovym Gaus-
sovym schématem. Uved'te vyraz, jimZ je ddna numericks integrace, v podobé piipravené
pro numerické vycisleni.

c2) Vyéislete vyraz ziskany splnénim tikolu c1) a vysledky numerické integrace srovnejte
s vysledky tloh a) a b2).

Piiklad 2: a) Na plose (geografickém lichobézniku)

o ={(z,y,2) ER*)| 2+ + 22 =1 Aa <0 Ay>0A2>0 A

<r},

kde r > 0 je dany parametr, vypocitejte plosny integrél funkce f(z,y,2) = 1022yz.

b1) Integrél z ikolu a) vypocitejte priblizné numerickou integraci obdélnikovou metodou
ve varianté ,stfed® aplikovanou ve sméru zemépisné délky s rovnomérnym délenim na tti
podintervaly a ve sméru zemépisné §itky s rovnomérnym délenim na dva podintervaly.
Uved'te vyraz, jimZ je ddna numerickd integrace, v podobé pfipravené pro bezprostiedni
numerické vycisleni.

b2) Vycislete vyraz ziskany splnénim tikolu b1) a vysledek numerické integrace srovnejte
s vysledkem tlohy a).

cl) Integral z dkolu a) vypocitejte piiblizné numerickou integraci Gaussovou metodou
jednak se ¢tyimi a také s deviti body. V obou piipadech uved'te vyraz, jimz je ddna
numericka integrace, v podobé pripravené pro bezprostiedni numerické vycisleni.

c2) Vycislete vyrazy ziskané splnénim tikolu cl) a vysledky numerické integrace srov-
nejte s vysledkem tloh a) a b2).
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Piiklad 3: Vypocitejte tok vektorové funkce g = (z,y, z) plochou o, ktera je ddna grafem
funkce f(z,y) = yIn(—=x), piicemz (z,y) € Q a oblast 2 je vymezena kiivkami y = 2> —7,
y=ux,¢=—2ax = —1. Plocha ¢ je orientovana jednotkovym normaélovym vektorem,
jehoz tteti souradnice je zaporna.

BoDY Z PISEMKY:®
BoDY Z TESTU:

Bobpy z DU:
CELKEM: ZAPOCET: ZNAMKA:
Nutnd podminka pro udéleni zdpoétu — aspon ... bodu.

(Reseni na dalsi strance.)

!piiklady 1 a 2 jsou si velmi podobné a splnéni vsech jejich tikolii (a to i bez piifkladu 3) by bylo
casové neunosné. Tato ukazkova pisemka tedy neni ukazkou skutec¢né pisemky, nybrz slouzi jako ukéazka
nékterych z moznych typu tloh. A to zémérné obtiznéjsich, protoze na jejich promysleni je pii samostudiu
dostatek ¢asu. V zadani pisemné prace budou tlohy ¢asové méné naroc¢né.



Reseni piikladu 1: a) Integrél I je dvojndsobny integral

2 o
I= / / (2y cos(z y®) — 2zy® sin(z y*)) dz dy. (1)
1 w/2

Vnitini integrél upravime substituci (v niz x vystupuje jako proménnd a y jako konstanta)
t = xy?, dt = y?dz a zménou mezf x = 7/2 — t = 1y?/2, x = T —~ t = 7Y?

2 ™ 92 2 2
I= / / (— cos(z y?) — Y sin(z y2)) y*dz dy
/2 Yy
/ / <—cost—2—smt) dtdy—/ / (cost — tsint) dt dy.
Y

P1i vypoctu vnitiniho integralu uplatnime integraci po ¢astech

/tsintdt:

a poté substituci w = my?. Konkrétné

2 s
I—/ / cost—tsmt)dtdy—/ [sint—(—tcost—i—sint)} ’ dy
y s

= /1 ; [t cos t} ™ dy = /12 5 (Wy COS(7Ty2) - ng cos <gy2>> dy

2Y

2 2
_ 2y T 9 o w =Ty dw =27y dy
_/1 (27rycos(7ry) 7Tycos<2y>>dy_’y:1»—>w:7r y=2—w=4r

u=t uw =1

; . :—tcost+/costdt:—tcost—l—sint
v =sint v = —cost

1 47

4
:/ (cosw—icosg)dw—[sinw—sin%} =0-0—-(0—-1)=1. (2)

™

bl) Piipomenme Gaussovu-Legendrovu integraci funkce g dvou proménnych na étverci

~1,1]
// (s,t)dsdt ~ iiwsiw@g(si,t]’), (3)

=1 j=1
kde s;, resp. t;, jsou kofeny Legendrova polynomu stupné ng, resp. n,. Cisla Ws; & Wy, jsou
odpovidajici vahy z Gaussovy-Legendrovy 1D integrace.
Kvuli vztahu (3) je nutné prevést integral (1) z obdélnika [7/2, 7] x [1, 2] na integraci
na ctverci [—1,1]%
Pripomenme zobrazeni ¢tverce na obdélnik (viz téz prezentaci z prednésky), které dvo-
jici souradnic (s,t) € [—1,1] x [—1, 1] pfitadi dvojici soutadnic (z,y) € [a,b] X [c,d]

_ (s+1)(b—a) o (b—a)s—i—a—i—b’ )= (t+1)(d—c) e (d—c)t—l—c—i—d’
2 2 2 2
9z Oz b—a 0
J(S,t) _ Js ot _ 2 _ (b—a/><d—C)’
dy 9y 0 d—c 4
Os Ot 2
kde J(s,t) je jakobidn zobrazeni ¢tverce [—1, 1] x [—1, 1] aobdelmk[ ,b] X [¢,d]. Pro nas
1
integral (1) jea=7n/2,b=m,c=1,d=2, J(s, ):g, Z(s+3),y:§(t+3)a
1
// ( (s +3), 2( 3))dsdt. (4)

9(s, t) 3)
2



Nynf jiz muzeme uplatnit (3) na vypocet integrélu (4), pficemz ¢tyrbodovému schématu
odpovidd nyg =2 =n, a

1 V3 1 V3
s1=t1 = ——= Sog =ty = — = — Wg, = Wy, = Wy, = Wy, = 1.

V3 37 V3 37

Konkrétné,

T
I~ 3 (g(s1,t1) + g(s1,ta) + g(s2,t1) + g(s2,t2))

- % (f G(sl +3), %(t1 + 3)) + f G(sl +3), %(tz + 3)))
+ g (f (%(52 +3), %(tl 1 3)) +f (%(82 +3), %(tz + 3)))

(G ) (593
SUEE) ) () 3(549)

b2) I s pomoci kalkulacky se zda vy¢cisleni predchoziho vyrazu pomérné pracné. Vypocty
si Ize usnadnit tim, Ze si pfipravime mezivysledky pro xy? a integrovany vyraz v (1) upra-
vime na

f(z,y) = 2y cos(zy?) — 2zy° sin(zy?®) = 2y (cos(a:yQ) — xy? sin(azyQ)) )
Dospéjeme k2
I ~ 0,3926990818(—4,593306312 + 7,742139895 + 6,952974016 — 16,81533963)
= —2,636397864, (5)

coz je hodnota necekané vzdélena od (2).

cl) Devitibodové integraéni schéma je ddno parametry ny =3 = n; a

3
81=t1=—\/g, Sg =1y =0, s3=13=

)
§7
Viéhy se jiz nerovnaji jedné, musime je uvést v prislusném vyrazu, tj.

w25 40 25 40 64
I=~3 (s‘w(sl, t) + < g(s1,t2) + 2g(s1,t3) + 2g(s2,t1) + o

ot w

8
Wgy = Wgg = Wiy = Wiy = Wy = Wiy = §

8 81 81 81 g19(52:t2)

2 (50, t3) + (s ta) + (55, t2) + g (s ta)
819 S2,13 819 S3, 11 819 53,12 819 53,13

B 8% (25(9(51’ t) + g(s1,ts) + (s 1) + g3, t3)) + 64g(s2, 12) (6)

+40(g(s1,t2) + g(s2. 1) + g(s2, t3) + g(s3, t2))> : (7)
Rozepséni do vyrazu s argumenty funkce f je analogické jako v casti al), jen delsi.
c2) Také vycisleni vyrazu (7) je pracnéjsi nez v ¢asti a2). Vyjde
I ~ 2,999980355, (8)

ZPosledni dvé az tii desetinnd mista se mohou liit podle pouzité vypocetni techniky a zvoleného
postupu vycisleni.
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OBRAZEK 1. K piikladu 1. Graf funkce f.

coz sice je proti (5) zlepseni, ale ve srovnani s (2) neuspokojivé.

Poznamka: Duvod nepfesnosti pouzité numerické integrace je patrny z grafu funkce f,
viz obr. 1.

Vidime, ze funkce f na obdélniku [r/2, 7] x [1,2] ma vyrazné zvlnény graf a nabyva
maxima cca 40 a minima cca —30, pricemz jeji integral je roven jedné, takze objemy mezi
rovinou xy a kladnymi ¢astmi grafu a mezi rovinou zy a zapornymi ¢astmi grafu se lisi jen
o jednicku. Takové chovani lze stézi dostatecné presné vystihnout ¢tyimi, piipadné deviti
body, v nichz vy¢islime hodnotu funkce f. Hlubsi pticina tkvi v tom, ze G-L integrace
je presnd pro polynomy jistych stupnu, pokud tedy integrovanou funkci lze dosti presné
vystihnout takovym polynomem, bude i vysledek jeji numerické G-L integrace dosti blizko
k hodnoté presné integrace. Pro dobré vystizeni grafu nasi funkce f vSak polynomy nizsich
stupniu nestaci, proto neni prekvapivé, ze numerickd integrace zpocatku nedava dobré
vysledky:.

Vypocetnimi pokusy byste zjistili, ze G-L integrace s 16 body dava I ~ 0,6802346987,
a teprve 25 integrac¢nich bodu vede k uspokojivému ptiblizeni k presné hodnoté integrélu,
konkrétneé I ~ 1,010213886.

Ke zvyseni presnosti numerické integrace se praxi také zvysuje pocet integracnich bodu,
avsak obvykle nikoli cestou zvySovani stupné aproximac¢nich polynomu (které stoji v po-
zadi G-L integracni metody), nybrz rozdélenim integracni oblasti na nékolik mensich

podoblasti, na nichz se pak integruje ¢tyrbodovou nebo devitibodovou formuli. V nasem
4



OBRAZEK 2. K pifkladu 2. Plocha o,, kde r = 1.

piipadé naptiklad

3/2 ,3rw/4 3/2
I—/ fxydxdy—/ / :vydxdy—i—/ f(xy)dxdy
/2 1 37r/4

37r/4
/ / flz,y dxdy—l—/ f(z,y)dzdy
3/2Jx/ 3r/4

a kazdy ze ¢tyl dvojnasobnych integralu pak integrujeme numericky. Pi pouziti ¢tyrbodo-
vého schématu dostaneme I &~ 2,008578995, pti devitibodovém schématu I ~ 0,927420046
a pfi Sestnactibodovém 1,001572616.

Reseni piikladu 2: a) Plocha o, je ¢asti kulové plochy (sféry) vymezenou rovinami yz
a rz a dvéma rovinami rovnobéznymi se souradnou rovinou xy, viz obr. 2.

Plochu muzeme parametrizovat vyrazy, které zname ze substituce do sférickych soutad-
nic, tj. s vyuzitim vztahu x = rcosAcosp, y = rsinAcosy, 2z = rsinp. Plochu o,
tedy budeme parametrizovat zobrazenim

G(r; N, @) = (rcos Acos e, rsin A cos @, rsin ).

Rozsahy A € (7/2, ) a ¢ € (0, m/3) lze odvodit napf. ivahou nebo z nacértku, piipadné
vypoctem z nerovnosti vymezujicich plochu

2>0 = rsing>0 2 sing >0 ¢e(0,7/2), (9)
2v/3 2/ 3 1 si

\/S_Z<r:> @<T:>singo<\/§/2(:92 @€ (0,7/3)], (10)
x <0 = rcosAcosp <0 Ol s A< 0 = A€ (m/2,3m/2); (11)
y>0 = rsinAcosp >0 PO A >0 = A€ (0,7); (12)

(11) a (12) = |[A € (n/2,7)|,




kde jsme v (9) vyuzili toho, Ze z principu je (zemépisnd §itka) ¢ € [—7/2,7/2], avsak
vysledek integrace nezalezi na konec¢ném poc¢tu hodnot uhlu, tedy se muzeme omezit
na zékladni interval (—m/2,7/2) v kombinaci s nerovnosti sin ¢ > 0.

Nez za¢éneme integrovat, spo¢teme?

[GA(r; A, 0) X Gou(r; A, )|
= |[(=rsin Acos p, 7 cos Acosp,0) X (—rcos Asin ¢, —rsin Asin g, r cos p)||
= ||(rcos Acos prcosp — 0, 0+ rsin A cos ¢ r cos @,
rsin A cos @ rsin Asin ¢ + r cos A cos ¢ 7 cos Asin )|
= [|(r* cos Acos? g, r? sin A cos? @, ¥ sin® A cos psin ¢ + 1% cos® A cos @ sin @) ||

= [|(r* cos A cos? o, r? sin A cos? @, 1% cos psin )|

= \/ 74 cos? A cost p 4 14 sin? X cos? p 4 14 cos? psin? ¢

=2 \/0034 ¢ + cos? psin® p = r? \/0082 ©(cos? p + sin? ) = r? cos i,

kde jsme vyuzili rovnosti sin? A4-cos? A = 1, sin? p+cos? ¢ = 1 a toho, ze! pro ¢ € (0, 7/3)
je cosp > 0.
Funkci f vyjadiime v proménnych A, ¢ a s parametrem r, transformovanou funkci

o~

oznac¢ime f. Konkrétné

]?(T; A, ) = 10(r cos A cos ) 7 sin A cos 7 sin ¢

= 10r* sin A cos® A sin ¢ cos® ¢.

Nyni jiz mizeme integrovat®

T w/3
I= // fdsS = 10/ / rsin A cos? A sin p cos® ¢ 1% cos p dp dA (13)
or 7/2J0
™ /3
= 107“6/ sin A cos? )\ d)\/ sin p cos? ¢ dy (14)
/2 . 0o S~
9N a()
; 1 , A=m 1 : p=m/3
= 10r° | —= cos” A ——cos’ p
3 A=m/2 5 =0
107 1 231 %31 31
= —1-0)(=-1)="%==—-—=—r"~0,6458333333r° 15
5 ¢ >(32 > 33 316 48 o (19)

coz je hledany presny vysledek a jeho numerické ptiblizeni na 10 desetinnych mist.

bl) Cilem je numericky aproximovat dvojnasobny integral funkce g(\)g(p), viz Feseni
tkolu a). Z (14) plyne, ze posta¢i numericky integrovat dvé funkce jedné proménné. Inter-
val (7/2, ) rozdélime na tii podintervaly délky hy = 7/6, integrac¢ni body budou v jejich
sttedech: \y = 77w /12, Ao = 37/4 a A3 = 117/12. Interval (0, 7/3) rozdélime na dva podin-
tervaly délky h, = 7/6, integracni body budou v jejich stfedech: 1 = 7/12 a @, = 7/4.
Pocitejme pomoci numerické aproximace soucinu integrala v (14)

12 10r%(g(\) + g(M2) + 9(N3)) (a(p1) + a(02)) hahg. (16)

3Jde délku normélového vektoru daného vektorovym sou¢inem teénych vektort ziskanych parcidlni
derivaci funkce G podle A a ¢.

4Zaméfujeme se na ¢ € (0, 7/3), viz (10), i kdyz cos ¢ > 0 plati na vétsim intervalu.

5Po transformaci soufadnic integrujeme soucin f(r; A, ©)||Ga(r; A, @) x G,(r; N\ 0.



Vyraz (16) je piipravou k bezprostfednimu vypoétu numerické aproximace hodnoty 1.
b2) Nyni postaci dosadit do vyrazu (16)
I =~ 10r° - 0,6597396084 - 0,4020819615 - 0,2741556779 ~ 0,7272511103r°.  (17)
Pfi srovnéni s (15) vidime, Ze numericky vypocet integralu vedl k precenéni hodnoty .

cl) Nejprve je nutné integraci (14) prevést na integraci na ¢tverci [—1,1] x [—1,1].
Ve specidlnim piipadé (14), kdy se integrace na ¢tverci rovna soucinu integrélu na in-
tervalu [—1,1], postaéi jednotlivé integraly v (14) transformovat na interval [—1,1].”
V piipadé proménné A se interval [—1, 1] ma zobrazit na interval [7/2,7], a to nejjed-
nodussim zpusobem, tj. linedrné, konkrétné vztahem \ = cu + d, kde u € [—1,1]. Odtud
ziskdme jak rovnice 7/2 = —c+d am = c+d s FeSenim ¢ = /4, d = 3w /4, tak poté vztah
dA = Fdu. Obdobné u proménné ¢ = av + 3 dostaneme rovnice 0 = —a+ 3, 7/3 = a+f
s feSenim oo = /6, = 7/6, jakoz i dp = %dv.8

T /3
I = 10r6/ g(\) d)\/ q(p) de
w/2 0

1 1
3
:10r6/ g(%ujtzﬂ)%du/ q(%v+%>%dv
-1 -1
526 1 3 1
= 7;274 / g(%u—l—f) du/ q(%v—i—%).dv (18)
—1 —1\ ~

) @)

Integraly v (18) spoéitame ptiblizné ¢tyrbodovym Gaussovym schématem na ¢tverci
[—1,1] x [~1,1], tj. s dvoubodovym schématem s uzly +1/4/3 a vahami 1 na intervalu
[—1,1].
5mirb N N N
o (9-1/v3) 1 +501/v3) 1) (@-1/v3) - 1+301/v3) 1) (19)
Devitibodové Gaussovo schéma na ¢tverci uplatnéné na (18) je odvozeno z postaveni
ti{ bodu na intervalu [—1, 1] jak na ose u, tak na ose v. Body —1/3/5, 0, 1/3/5 maji vahy
(po fadé) 5/9, 8/9, 5/9. Numerickd integrace:
5m2rb

1~ 2 (3(=/3/5) - 5/9.+5(0) - 8/9+ G(v/3]5) - 5/9)
< (@=/3/5)-5/9+(0) - 8/9+G(\/3/5) -5/9) . (20)

6Pozaduje se jen zapis numerického schématu ve tvaru (16) s ddaji o hodnotéch zicastnénych
proménnych a parametru, piipadné po jejich dosazeni, tj.
I~ 10r%(g(7m/12) + g(37/4) + g(117/12)) (q(7/12) + q(m/4)) 7 /36.
Déle obdobné, viz (19) a (20).
"Podivejme se, co lze vyéist z (3), jestlize funkei g 1ze vyjadiit jako soucin dvou funkef jedné proménné,
tj. g(s,t) = p(s)q(t). Pak

ng  N¢ ns Mg

Z Z W, Wi, G(8i,t5) = Z Z ws,p(si)we, q(t;)

i=1 j=1 i=1 j=1

I ~

=3 wapls) (Z wt,q@j)) _ (Z wtjquj)) (pr())

coz odpovidd souc¢inu numerické G-L integrace funkce p na intervalu [—1,1] a numerické G-L integrace
funkce ¢ na intervalu [—1, 1]. Odtud plyne vztah mezi ¢tyibodovou (devitibodovou) numerickou integract
na étverci [—1,1]? a dvoubodovou (tifbodovou) integraci jednotlivych funkef na intervalu [—1,1].
8Nebo lze pouzit prislusné vatahy z Feseni ¢Asti bl) pitkladu 1.
7



¢2) Dosadme do vyrazu (19) odpovidajicimu ¢tyibodovému schématu

52y
I ~

0,3916798988 - 0,3541071099 = 0,57036705807°. (21)

Pozorujeme, ze numericky vypocet integralu vedl k podcenéni hodnoty I z (15).
Z vyrazu (20) odpovidajicimu devitibodovému schématu po dosazeni dostaneme

5m2r
I ~

0,4260339178 - 0,3707179153 = 0,6494956609r°. (22)

Srovnani s (15), (17), (21) a (22) ukazuje, ze nyni numericky vypocet uz celkem uspokojivé
aproximuje presnou hodnotu integralu.

Reseni piikladu 3: Pro integraci je vhodné mit jasnou predstavu o oblasti Q:
Q={(r,y) eR?: z€(-2,-D)A2*-T<y<a} (23)

Déle je nutné urcit normalovy vektor plochy o. Lze postupovat dvéma zpusoby. Muzeme
si naptiklad pripomenout, ze v Matematice 2 jsme zjistili, ze normalovy vektor grafu
funkce z = f(x,y) v bodé [z,y, f(x,y)] je ddn vyrazem (kde A = (z,y))

n = (%(A),%(A),—l) = (Zin(=),—1), (24)

jenz odpovida gradientu funkce F(x,y,z) = f(x,y) — 2z v bodé [z, vy, f(z,v)].
Nebo muzeme postupovat pomoci parametrizace X plochy o. Parametrizaci bodu
[z,y, 2] € 0 vycteme piimo ze zaddni ilohy

(r,y,2) = X(u,v) = (u,v,f(u, v)),

kde” (u,v) € €, proménnd u je totozna s proménnou z a proménna v je totoZnd s pro-
ménnou y. Tecné vektory v bodé [u, v, f(u,v)] jsou

[0z oy 0z B v
Xu - (%(U,U), %(Uﬂv)) %(’UJ)U)) - (17()’ ’LL> )

X, = (g—i(u,v), %(u,v), %(u,v)) = (0,1,In(—u)) .

Normalovy vektor n ziskdme vektorovym soucinem

=X, x X, = (1,07 %) % (0,1, In(—u)) = (-% ~In(—u), 1) .

Vidime, ze tieti soufadnice vektoru m je kladnd, k vypoctu tedy pouZijeme normélovy
vektor opa¢né orientovany, viz (24).

9Promeénné u a v jsou zavedeny jen kvili znaceni parametrizace plochy v oficidlnim tahdku. Je oviem
mozné zustat u proménnych z a y a napsat parametrizaci pro né. Ostatné nize pfi vypoctu toku plochou
vyuzivame toho, ze x = u a y = v. Roli F, viz tahak, v nasi iloze hraje vektorova funkce g.
8



Nyni jiz muzeme pristoupit k vypoctu toku

// -dS = //g ndsS = // (z,y,yIn(— ))'<yaln(—$),—1>dydx
2L2_7(y+yln( ) — yln(— dydx_/ / ydyde

-1
[v*]., . de = 5/ (2 — (2" — 142 + 49)) dz
-2

|\

|
-
8
—_

|
—

‘\['o\

[\

171 -1
(—2* + 152° — 49) dz = 3 {—gf + 52 — 494
-2

—32 1] 31
- 49— —— —4 = |-= 4+ 44—
s (<2 s L[ s

| =
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