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Schopnost samostudia — ddleZitd sou  ¢ast VS vzd élani

Slozky matematického textu

» definice — pomoci jiz zndmych pojmU zavadi
a pojmenovava novy pojem (Rekneme, Ze funkce f je
kladna na intervalu |, jestlize pro kazdé x < | plati
f(x) >0.)

» véta, lemma — nejprve vyslovi pfedpoklady, pak formuluje
tvrzeni (Jestlize funkce f a g jsou kladné na intervalu |, pak
také funkce h =f - g je kladna na intervalu 1.)

» dlikaz — logicky fetézec Uvah, ktery zacina znamymi
vlastnostmi a vztahy a konc¢i odvozenim tvrzeni véty
(lemmatu)

» vyklad — vysvétlujici text, ktery propojuje definice, véty,
lemmata a dlikazy a pomaha ¢tenéfi pochopit souvislosti;
také dlkazy mivaji vykladovou slozku, aby byly pro ¢tenare
srozumiteln&jsi
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Zakladni mnoziny Ccisel

Mnozina je souhrn néjakych predmétd (pro nas obvykle
matematickych objektd), které se jmenuji prvky mnoziny,

je pIné ur€ena svymi prvky. Maji-li mnoZziny A, B tytéZ prvky,
fikame, Ze jsou si rovny, piSeme A = B.

N mnoZina vSech pfirozenych Cisel {1,2,3,...}

Z mnoZina vSech celych €isel {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
Q mnozina vSech racionalnich ¢isel (zlomkl s celogiselnym
Citatelem a nenulovym celoCiselnym jmenovatelem)

R mnozina vSech realnych Cisel

() prazdna mnozina, neobsahuje ani jeden prvek

Definice: MnozZina A se nazyva podmnozina mnoziny B,
znaCime A C B, je-li kazdy prvek mnoZziny A z&aroven prvkem
mnoziny B, tj. x ¢ A = Xx € B.

Poznamka: Vyznamy: € je prvkem; < prave tehdy, kdyz;

= jestlize, pak; z toho plyne;

Pozorovanii NCZCcQCR
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Zobrazeni, funkce

Definice: Necht jsou dany mnoziny A a B. Rekneme, Ze je
dano zobrazeni f mnoziny A do mnoziny B (znaCime

f : A — B), je-li dan predpis, podle kterého je kazdému prvku

x € A jednoznacné pfifazen ur€ity prvek y € B. Tento prvek pak
znaCime f(x) a nazyvame obraz prvku x. Prvek x se nazyva
vzor prvku f(x). MnoZiné A se fika (definicni) obor zobrazeni f.
Casto se definiénim oborem mysli maximalni definiéni obor, t].
mnozina v3ech prvkl, pro néz ma predpis smysl.

Definice: ZobrazeniM — R, kde M C R, fikdme (realna)
funkce ((jedné) realné proménné).

Priklady: Funkce g realné proménné, g : R — R, dana
predpisem g(x) = 2 + x3.

Nebo h: M — R, kde h(x) = In(x — 5) pro

xeM={z eR|z>5}.
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Posloupnost realnych  Cisel

Definice: Pfifadime-li kazdému pfirozenému Cislu n reélné cislo

a, a Cisla a, sefadime podle rostoucich indext, fikame,
Ze jsme vytvorili posloupnost. Znacime ji a;, ay, ... nebo
aj,apg,...,an,... nebo {an}°°, nebo struéné {a,}.

Ekvivalentni definice: Zobrazeni a: N — R fikame
posloupnost. Misto a(1),a(2),... piSeme a;,ay,... .

o L (n —2)? .
Priklad: Predpisem a, = s kden=1,23,...,je
definovana posloupnost
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Limita posloupnosti realnych  Cisel

Kvantifikatory: V pro kazdy; 3 existuje

Definice: Rikame, Ze posloupnost {a,} ma (kone&nou, vlastni)
limitu L (konverguje k Cislu L € R), jestliZze k libovolému Cislu

e > 0 existuje takové n. € N (obecné zavisi na ¢), Ze pro
vSechna n > n. je |ay — L| < e. Znalime nIme an = L.

Strutné Ve >03dn,.e NVneN((n>n, = |ay,—L|<¢)

Ltef———————————————

Loef——————mmmmmmmt

X t+————
.
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Definice: Ma-li posloupnost (kone€nou) limitu, nazyva se
konvergentni, v opacném pfipadé divergentni (tj. ma nevlastni
limitu (viz nize) nebo nema limitu).

Definice: Rikame, Ze {an} diverguje k +o0o0 (mé nevlastni limitu
+00), jestlize VK >03ng e N¥ne N (n>ng = a, >K).!
Znacime nIim an = +oc.

—00

1Pro kazdé K > 0 existuje takové pfirozené &islo nk, Ze pro kazdé

pfirozené Cislo n vétsSi nez ng plati, ze an > K. o



Definice: Rikame, Ze {an} diverguje k —oo (mé nevlastni limitu
—0o0), jestlize VQ <03dng e NVne N (n>ng = ap <Q).
Znacime nIim an = —oo.

— 00

Priklad (obtizny, radéji pfeskocit: Ukazme r]Iim Vn=1ato
— 00

Gvahou, konkrétné sevienim mezi dvé posloupnosti:

1< Yn<V/z" =2z, kde z > 1je pevné zvoleno an je

dostatecné velké.

[Existuje takové n,, aby platilo n, < z":? Ekvivalentné
log n,

log z
existuje, protoZe n roste linearné a log n jen logaritmicky.] Mame

tedy vz > 1Vn>n, plati1 < ¢/n < z.
Odtud lim ¢/ = 1.

logn; < n;logz. Ano, staci splnit n, > . Takové n; jisté
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Pozor — nedefinovano: co — oo, 0 - (£o0); —, =
00 — 00, 0+ (£00) T’ 0
Priklad:
, . 1 8
lim (n®—2n*48n?%) = lim n* (— -2+ —2>
n—oo n—o0 n n
an %,_/

bn
— (+00)(-2) = —o¢

Ziskali jsme tip na nevlastni limitu, tj. —oo, coZ mlzeme ovéfit
dle definice na strané 8. Zvolme tedy néjaké Q < 0 a ptejme
se, zda existuje ng € N takové, Ze pro Vn > nq plati a, < Q.

Pron>4je % -2+ % < —1, . ay < —n*. Stadi zvolit
4
ng = {{‘/—QW. Pak a,, = bnn‘(‘g < — H—Q} <Q.
Jelikoz z n > m plyne a, < an (nebot posloupnost {b,} je
klesajici), dostavame a, < Q pro vn > nq.
V praxi se limitni hodnota uz zpravidla neovéruje podle definice.
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o : 5(—n)2 — 7(—n)? — 6(—n) + 1000
Priklad: limp_,
e i —3(—n)% +20(—n) - 2

. Tedy

5n3 — 7n%2 — 6n + 1000 . n3(5 I_ 5 4 1000y
= lim L

lim = i n

n——oo _3n3—|—20n—2 n——oo ( 3_‘___%)
_m 2wt 5-0-040_ 5
no-oo —34 8 % -3+0-0 3

Opét bychom mohli detailné oveéfit, Ze pro L = —5/3 plati

definice limity, viz str. 6 Je vSak patrné, ze vyrazy
—1 & 41000 5 29 _ 2 se pro rostouci n blizi k nule, takze pfi

zvoleném ¢ > 0 bude pro vSechna dostatecné velka n platit

an— (2| <
n 3 €.
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Priklad:

lim ! lim */”2+”+\/”2+1
oo VR fn—VnZ 11 noeo nZ4n—nZ—

—im \/1+ +n\/1+n2

T )

\/1+ +\/1+n2 B

= |lim
n—oo
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o) wiis , . 1 .
Dulezité: Lze ukazat, ze Im |1+ 5 = e, Eulerovo Cislo
n—oo

2,718281..., zaklad prirozenych logaritm{.

3n
Piiklad: Iim( 3n ) _9

n—»oco\3n—-1

im (=30 (3N 14 * 3
n—oo \3n—1 T oo 3n—1 T oo 3n—1
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Jesté par pojmi

Dana posloupnost {a, }° ;; posloupnost z ni vybrana {an, } ;,
kden; <n, <ng<...

Napf. a, = (—1)", vybrané posloupnosti ag, = (—1)% =1
aay_1=(-1)*%1=—-1,kdek=1,2,...

Omezena zdola 3IM € R Vn a, > M.
Omezena shora dM € R Vn a, < M.
Omezena IM € R Vn |a,| < M, tj. omezena shora i zdola.
1. Rostouci Vn an 1 > an.
2. Neklesajici Vn ap;1 > an.
3. Nerostouci Vn ap;1 < an.
4. Klesajici ¥Yn ap11 < an.

Spole¢ny nazev — monotdénni posloupnosti (1. az 4.),
ryze monotonni posloupnosti (1. a 4.).
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Nekteré poznatky:
» Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu. (Plyne
z definice limity.)
» Kazda monotdnni omezena posloupnost je konvergentni.
» Jestlize lim a, =L, lim ¢, =L, kdeL € RU{—00,+0c0},
n—oo n—oo
a pro kazdé n € N vétSi nez néjaké ng € N je ap < b, < ¢y,
pak lim b, =L.
n—oo
(Posloupnost {by} je seviena mezi posloupnostmi {a,}
a {cn}, které maji stejnou limitu L. Pfiklad na dalSi strané.)

Vice Geo-matematika str. 33 (vydani z r. 2008).
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Priklad: lim /2" 450 =7

n—oo
PovSimnéme si, Ze pro pro kazdé pfirozené Cislo n plati fetézec
rovnosti a nerovnosti

5= /5" < /20 1 50 < {/BN { 51 — /2.5 = 5V/2.

VySetfovana posloupnost b, = V2" + 5" je seviena mezi
posloupnosti a, = /5" = 5 a posloupnosti ¢, = 5v/2.
Jelikoz lim 5=5a lim 5v/2 = 5, plati i im /2" + 50 =5,
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n
Pfiklad (obtizny, Gvahovy): nIi_}m b, =7, kde by = (1 + n_12> .

1 n
Plati: Yne N a, =1< <l + F) . Upravme

2
1\" 1\ . 1\"™

Pro kazdé zvolené k € N (tedy na chvili neménné) plati

n 1 I’l2 k k 1 n2
v(“@ ﬁcniV(”ﬁ) |

ato pro vSechna n € N vétSi neZ k € N.
o o 1\"™
Jelikoz k je pevné, jest limn_ o | (1 + ﬁ) = e.

Zjistime, Ze 1 < liMp_y00 by < limp_o0 €K = e.
Hodnotu k mdizeme libovolné zvySovat, tj. hodnotu /e snizovat
libovolné blizko k hodnoté 1. Z toho plyne limp_, o, by, = 1.
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