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Funkce jedné realné proménné

Pfipomenme, Ze realna funkce f jedné realné promeénné je
zobrazeni definované na mnoziné Dy C R (na definiénim
oboru), které kazdému x € Dy pfifazuje prave jedno y € R.
Obor hodnot je mnozina H; = {y € R| 3x € D¢ f(x) = y}.

Piiklad: f(z) = (In(22 — 4))*, Dy = (=00, —2) U (2, 0),
H¢ = [0, 00); snadno nahlédneme, ze f(—+/5) = f(v/5) = 0.

Pro prehled vlastnosti funkci, operaci s funkcemi, prehled
grafu elementarnich funkci aj. odkazujeme na kapitolu I. 2
skript Geo-matematika I.



Zde pfipomenme jen nékolik pojmu:

Monotdnni funkce
Méjme funkci f a interval / C Dy. Funkce f se nazyva

1.

rostouci na intervalu /, jestlize Vxy, X € I, X1 < Xo, plati
f(X1) < f(Xg).

neklesajici na intervalu /, jestlize Vxy, x> € I, X1 < X0, plati
f(X1) < f(Xg).

nerostouci na intervalu /, jestlize Vxq, xo € I, Xy < Xo, plati
f(x1) > f(x2).

. klesajici na intervalu /, jestlize Vxq, X € I, X1 < Xo, plati

f(X1) > f(Xg).

Pfipad 1. a 4. — ryze monotonni.

Priklad: Funkce e~* je klesajici na (—oo, o).
Funkce x — | x| je rostouci na (—oo, 0], neklesajici na (—oo, 0o0)
(protoze na [0, o) je konstantni).

2X prox € (—oo,0]

f = —_ =
() =x—Ix 0 proxe(0,00)



Spoijitost funkce f v bodé xg

Kazdé okoli bodu f(xp) obsahuje obraz néjakého uplného okoli
bodu Xg.

Ve > 036, > 0Vx € (Xo — e, Xo + 5c) |[f(X) — f(x0)| < &.

{Ocoﬁ"é 7777777 f /

dr




Spoijitost funkce f v bodé xp zleva
Kazdé okoli bodu f(xp) obsahuje obraz néjakého uplného
levého okoli bodu xg.

Ve > 036, > 0Vx € (xo — 6, Xo] |F(x) — F(x0)| < e.

f(xd\ T




Spoijitost funkce f v bodé xp zprava
Kazdé okoli bodu f(xp) obsahuje obraz néjakého uplného
pravého okoli bodu xp.

Ve > 036, > 0Vx € [X0, Xo + 0.) |F(x) — F(x0)| < e.

f(x[,\-—g




Véta: Funkce f je v bodé x spojita prave tehdy, kdyz je v bodé
Xp Spojita zleva i zprava.

Definice: Rekneme, Ze funkce f je spojita na (v) intervalu (a, b),
je-li spojitéd v kazdém bodeé intervalu (a, b).

. spojita na (v) intervalu [a, b], je-li spojita v kazdém bodé
intervalu (a, b) a spojita zprava v bodé a a spojita zleva
v bodé b.

. spojita na (v) intervalu [a, b), je-li spojita v kazdém bodé
intervalu (a, b) a spojité zprava v bodé a.

. spojita na (v) intervalu (a, b], je-li spojita v kazdém bodé
intervalu (a, b) a spojité zleva v bodé b.

Priklady spojitych funkci:

na (—oo,00) sinx, cosx, eX, e X, x", kde n € NU {0};
naR\ {0} x", kde —neN;

naf0,o) X  na(0,00) Inx



Definice: Rekneme, Ze funkce f ma v bodé Xo limitu L € R, coz
znacime

lim f(x) =L, jestlize
X—Xo

Ve >036. >0Vx € (Xo—0c, X0 +9:) & X # X |[f(X)—L| <e.
Kazdé okoli bodu L obsahuje obraz néjakého prstencového
okoli bodu xg.

foo + x
L ]

Definujme

?(X): {f(X) proxixo,

L pro x = Xo.

X

o

Zde funkce f neni spojita v bodé xp, avSak funkce v bodé xg
uz spojita je.
Limita nezalezi na hodnoté f(xp)!!!



Definice: Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x, limitu zleva
L € R, coz znaCime lim f(x) =L, jestlize
X—Xo_

Ve > 030, >0Vx € (Xxo— 9, X) |f(X)—L|<e
Kazdé okoli bodu L obsahuje obraz néjakého levého
prstencového okoli bodu xj.

Limita nezalezi na tom, zda a jak je funkce f definovana
v bodé x;!



Zcela analogicky definujeme limitu zprava.

Definice: Rekneme, Ze funkce f ma v bodé& xo limitu zprava

L € R, coz znaCime lim f(x) = L, jestlize
X—+Xo4

Ve > 030, > 0Vx € (Xp, X0 +0e) |[f(x)—L|<e

Kazdé okoli bodu L obsahuje obraz néjakého pravého
prstencového okoli bodu xj.
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Definice: Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xo nevlastni limitu
+00, €0z znacime

lim f(x) = 400, jestlize
X—Xp

VK >0 35k > 0Vx € (xg — 0k, Xo + dk) & X # xo f(x) > K.

K i

T V kazdém prstencovém
okoli bodu xy funkce
f roste nade vSechny
meze.

Priklad: I|ml o0
x—0 |X|
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Analogicky rekneme, ze funkce f ma v bodé xp nevlastni limitu
—o00, €0z znacime

Xll_)n}o f(x) = —o0, Jestlize
VK <036k > 0Vx € (xo — 0k, Xo + dk) & X # xo f(x) < K.
V kazdém prstencovém okoli bodu xg funkce f klesa pod
vSechny meze.

Piklad: limy_ —2/x? = —oc.

Obdobné nevlastni limita zleva, nevlastni limita zprava.
1

limy_1_ —— = —o0, lim
X— X —1 X—1+

1 =+
x—1
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Limita v —oo, +00

Definice: Rekneme, Ze

lim f(x) =L, je-li

lim f(1/y) = L.
m Jim 1(/y)

Rekneme, Ze

lim f(x) =L, jeli lim f(1/y)=L.
y—0—

X——00
Priklad:

. : 1 .
lim Inx= Im In—= 1lim (In1—-Iny) = +oc0
X—+00 y—=0+ Yy y—0+

Poznamka: To je elegantni definice. Vypocet limit vSak
muzeme provadét zpusobem obdobnym jako u posloupnosti
jdoucich do +o00 nebo —oo, tj. bez prechodu k y = 1/x.
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Pocitani s limitami
Véta: Jestlize existuji vlastni limity limy_,x, f(x) = F a
limy_x, 9(x) = G, pak plati
lim (f(x) £g(x)) = F+ G, lim (f(x)9(x)) = FG,

X—Xp X—Xp
flx) F
xg}oﬁ_é’ pokud G # 0.

Stejna pravidla pro pocitani s limitami zprava a limitami zleva.

Ptiklad:
i =Xl X =D XX = 1)
x—0— 2x2 — 2Xx x—0— 2X( 1) x—0— 2X(X—1)
_ —1=x _
=l 2(x—1) 1/(=2)=1/2

X2—x| o XX =]

== 1/(-2) = —1/2

lim =
«i0y DxZ —2x  xos 2x(x —1)

Nevlastni limity — viz pocCitani s 400 a —oo, napf.
400 + 00 = +00, ale +oo — oo neni definovano.
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Seviena funkce — myslenka jako u seviené posloupnosti

Jestlize existuje hodnota ¢ > 0 takova, ze pro kazdy bod
X € (Xo —0,X +9), X # Xo, plati g(x) < f(x) < h(x), a jestlize

leo a(x) = leo h(x) = L (nebo +o0 nebo —x0),

pak takeé limy_,y, f(x) = L (nebo 400 nebo —oco).

o . 1
Priklad: limy_, 1/|X]| sin X

1
VXl < Vil sin - < /x|

Jelikoz limy_,0 —/|x| = 0 = limy_o \/|X], je téZ
. 1
limy_o+/|X|sin = 0.
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Limita a spojitost funkce
Véta: Funkce f je spojita v bodé xp € R pravé tehdy, kdyz
existuje limy_,, f(x) a je rovna f(xp).

Rekneme, Ze funkce f nespojita v bodé x; ma v bodé xo
odstranitelnou nespoijitost (nespojitost prvniho druhu), pokud
Ize funkci f v bodé xp spojité dodefinovat limitou limy_,x, f(x).

Priklad:

= jestlize x € R\ {2}
f(X) — X 2 4 . v
limy_,» 2= =4, jestlize x = 2.
Je-li funkce v bodé xg nespoijita a nejde o nespojitost prvniho
druhu, hovofime o neodstranitelné nespoijitosti (nespojitosti

druhého druhu). Napfiklad g(x) = %

Podobné véty (strucné):
spojitost zleva <= limy_.x,— f(x) = f(xo).
spojitost zprava <= limy_,x,+ f(x) = f(Xp).
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Jiné zavedeni limity funkce (Heine)
Véta: Funce f ma v bodé xg limitu L (téZ +0c0 nebo —o0), jestlize
pro kazdou posloupnost {x,}, pro niz lim,_,., X, = Xo, plati

nl|_>moo f(xn) = L.

Pro limitu funkce zleva se uvazuji jen posloupnosti {x,}
splnujici x, < xp Vn € N alimp,_o Xn = Xp.
Pro limitu funkce zprava se uvazuji jen posloupnosti {x,}
splfujici x, > xg Vn € N, lim,_,o Xn = Xp-

Priklad: limy_, - Sin x neexistuje, protoze pfi volbé x, = nx
dostaneme lim,_,, sin nm = 0, kdeZto pfi volbé x, = 7/2 + 2nw
dostaneme lim,_, sin(7/2 + 2nw) = 1.

Posloupnosti a spojitost: Pro libovolnou posloupnost {x,}, pro
niz limp_o0 Xn = Xo, plati f(x,) — f(xp) prave tehdy, je-li funkce
f spojita v bodé Xxj.

Podobné pro spojitost zleva a zprava.
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Vyuziti spoijitosti
Véta (Bolzano): Necht funkce f je spojité na intervalu [a, b] a
f(a) f(b) < 0. Pak existuje aspon jeden bod ¢ € [a, b] takovy,
ze f(c) =0.
UZiva se k numerickému feSeni rovnice f(x) = 0, napr.
metodou puleni intervalu.

f(x)

Q —+
(9]
(on
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Véta (Weierstrass): Necht funkce f je spojitd na uzavieném
intervalu [a, b]. Pak funkce f nabyva na [a, b] své nejvétsi a
nejmensi hodnoty, tj.
dey, ¢ € [a,b] f(c1) = min f(x), f(cx) = max f(x).
x€[a,b] x€[a,b]

Pozor: Neni-li interval [a, b] uzavieny, tvrzeni nemusi platit!

f(x)

SRy
S
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