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Elementarni funkce
tj. funkce sin, cos, In, ..

s / NG
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—sin X

oy

cos X —expx)—In X|

. vice ve skriptech Geo-matematika I.

Inverzni funkce

y=e*
Iny =x
K funkci f(x) = €~
je funkce inverzni

~1(x) = Inx.

Jejich grafy jsou vzé-
jemné symetrické vzhle-
dem k ose I. a lll. kva-
drantu.



Derivace funkce
Definice: Necht pro néjaké ¢ > 0 je funkce f definovana na
intervalu (xo — J, xo + 0). Pokud existuje

lim f(XO + h) — f(XO)
h—0 h

(vlastni nebo nevlastni),

nazveme ji (prvni) derivaci (derivaci prvniho fadu) funkce f
v bodé xy a oznacime

f'(x0), pfipadné g;(xo), ¥'(xo0) (pfi znaceni y = f(x)).

f(xo + h) — f(xo)

Pfiklad: Necht f(x) = x3, pak lim
h—0

h
i G0 -G X6+ 3xGh+ 30k + P — g
A0 h = m '

=li 2 h+ h?) = 3x3.
hILnO(3X0+3XO + h7) = 3xg

Tedy f/(x) = 3x2 pro Vx € Ds.



Dale se budeme zabyvat jen vlastnimi derivacemi.

Geometricky vyznam: f'(xg) je smérnici teCny ke grafu funkce f
v bodé [xo, f(xp)]-

Rovnice te€ny: y = f(xo) + '(X0)(X — Xo) (1)
. o 1
Rovnice normaly: y = f(xp) — m(x - Xo) (2)
: /
AN
norméla \
\

f(xo) T

teCna




Derivace elementarnich funkci (dalsi viz skripta)
1

(c) =0, (arcsin x)’ = 1 1 >, (arccosx)’ = — —
v1—Xx /1 — 3%
(x9) =gx9",  (sinx) =cosx, (cosx) = —sinx,
! ! _
(&) =a‘lna, (log,x) = T

Derivace algebraickych operaci: f a g jsou diferencovatelné
funkce

(f+g) g  (sinx —cosx)’ = cosx +sinx

)
(f—9)
! i sin x
) g+fg (sinx Inx)’ _cosxlnx+T

sin x
<S'”X> COSXInX_T _cosx  sinx

In x Inx  xIn?x

(fg
_fg




Pfiklad: Rovnice teCny a normaly ke grafu funkce f(x) = 3 sin x cos x
v bodé xp = 27/3.
1 3 3

Umime f'(x) = 3(cos? x — sin® x), f'(2r/3) = 3 (4 - 4> =5
V3(-1)  3V3
>z

Dale f(2r/3) = 3=~ = ==

Teéna, viz (1): \i
o 2
y=——"7- -3 /1

i 3,
4 2 -

Normala, viz (2)'

3V3

y=-"7+

—2m/3)

3(

|— graf funkce f — te¢na — normaéla




Poznamka: Uhel dvou kfivek

Definice: Uhlem dvou kfivek nazyvame Ghel mezi jejich teénami
ve spoleéném bode.

Véta: Maji-li teCny ke kfivkam f; a f, ve spoleCném bodé
smeérnice ky a ko, pak pro uhel « kfivek f; a £, plati

ki — ko
11 kiko

)

o = arctg ’

pokud kik, #= —1. Je-li kiko = —1, pak a = g tj. kfivky jsou
navzajem kolmé.

Priklad: Ur¢ime Uhel «, pod nimz graf funkce In protina osu x.
Prasecik v bodé [1,0]. Mame fi(x) = Inx, f{(x) = 1/x,
h(x)=0,f(x)=0,k =f(1)=1,k =f(1)=0. Po
dosazeni do vztahu pro Uhel o dostavame

1+1.0

a:arctg‘ ‘ = arctg 1 :%.



Derivace zleva a zprava

. f(xo+ h) — f(xo0) . f(xo + h) — f(xp)
/ _ / —
fL(xo) = h“mo, b , F(x) = h“m0+ h .

Véta: Derivace f'(xp) existuje pravé tehdy, kdyz existuje f’ (xp)

i £,(x0) & 7/.(x0) = £ (X)-
(Pak ov8em f'(xg) = f'.(x0) = fi.(X0).)

Definice: Rekneme, Ze funkce f ma derivaci f' v intervalu (a, b),
jestlize mé derivaci v kazdém bodé x < (a, b).

Véta: Ma-li funkce f vlastni derivaci f'(xp), pak je v bodé xq
spojita.

Pozor, funkce f muze byt spojita v bodé xg, ale nemusi v ném
mit derivaci f'(xp)!

Priklad: Funkce f(x) = |x| je spojita na (—oo, 00), ale nema v
bodé xy = 0 derivaci, avSak ma v ném derivaci zleva s
hodnotou —1 a derivaci zprava s hodnotou 1.



Derivace slozené funkce:

cos(In x)
X

(f(g(x) = (9(x)g(x)  (sin(inx))" =
Derivace inverzni funkce:

() = kde f'(x) # 0 ay = f(x)

1
(x)’
Piiklad: y = f(x) = arctg x, tj. x = f~1(y)=tgy. Z rovnosti = a
= vyjadfime f'(x):

Fi(x) =

1 1
=cos?y = =
(tgyy ~ 1 Y 1+tg?y 1+x2

cos? y

Derivaci funkci typu f(x) = g(x)"™), kde g(x) > 0 ziskame
derivovanim funkce In(f(x)):



'Hospitalova pravidla

Véta: Necht funkce f a g splfuji bud

le f(x) = le g(x) =0, nebo XIi_}n; g(x) =+/ —oc.
)
f(x ? o

@ a plati

) ()
Mo g(x) e g

Jestlize existuje limy_.x, —— (vlastni nebo nevlastni), pak

existuje take limy_,x,

Obdobné pro jednostranné limity a pro x — +oc a x — —oc.
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n
Priklad: Ukazme, ze lim (1 + 1> =e,kde ne N.
n—oo n
To bude platit, pokud napf. ukazeme, ze Xli_>m f(x) = e, kde
X
f(x) = (1 +)1(> axelR.
1

Pocitejme I|m In(f(x)), po Uprave In(f(x)) = xIn <1 + x)

3 , vidime, Ze jde o typ g Pak
x

o oIn(1+1 T 1
lim M ? lim —*< = lim =1
X—00 X X—00 =z X—o0 1 X

Limita podilu derivaci existuje a je kone¢na, tedy ? muzeme
nahradit rovnosti. Mame XILm In(f(x)) =1, tudiz XILm f(x) =

11/14



Diferencial funkce

Definice: Rikame, e funkce f je v bodé X, diferencovatelna
(ma v xg diferencidl), je-li mozné jeji prirtstek
Afp(x0) = f(xo + h) — f(xo) vyjadfit ve tvaru

Afo(Xo) = Ah+ hr(h),

kde A € R je konstanta (zavisla na xp) a limy_ 7(h) = 0.
(Nebo Afy(xg) = Ah+ w(h), kde limp_,o w$7h) =0.)

Véta: Funkce f je v bodé xq diferencovatelna pravé tehdy, kdyz
ma v bodé xp vlastni derivaci f'(xo). Pak plati, ze A = f'(xo), 1.
Afy = f(xo + h) — f(x0) = f'(xo)h + hr(h).

Definice: Vyrazu f'(xg)h fikdme diferencial funkce f v bodé xg.
Znacime df(xo)(h), téz df(xp), dy.
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Zname-li pro funkci f hodnotu f(xp) a chceme-li jednoduse
odhadnout hodnotu f(xy + h) pro kladné nebo zéporné h, avSak
s malou hodnotou |h|, pouZijeme diferenciél a vztah

f(xo + h) ~ f(x0) + F (x0)h. (3)

Priklad: V bodé x; = 0,1 vypocitejte pfiblizné hodnotu funkce
f(x) = In(1 + sin x).
PovS§imneme si, Ze x; = xo + h, kde xo = 0 a h = 0,1. Pocitejme

COS Xg _1_1

Pak podle (3)
f(0,1) ~ f(0) +f(0)-0,1 =0+0,1 =0,1.

Pfesna hodnota f(0,1) = In(1 + sin0,1) = 0,09515872925.
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Derivace a monotonie

Véta (Lagrange): Je-li funkce f spojitad na uzavieném intervalu
[a, b] a ma&-li vlastni derivaci na otevieném intervalu (a, b), pak
_ f(b) - f(a)

existuje bod ¢ € (a, b) takovy, Ze f'(c) b a

Dasledek: Necht x1, xo € [a, b] a X1 < X2, pak

f(x2) = f(xq) + f'(c12)(x2 — x1), kde ¢y2 € (x1, X2).
Odtud a z definice monotonnich funkci nahlédneme, ze
plati toto:

f'(x) > 0 na (a,b) = f je rostouci na [a, b].

f'(x) < 0na (a, b) = f je klesajici na [a, b].

f'(x) =0 na (a,b) = f je konstatni na [a, b].
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