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Gramova - Schmidtova ortogonalizace

Méjme linearné nezavislé vektory ai, a,,...,a, € R™, kde
n < m. Chceme najit takové linearné nezavislé vektory
41,02, ...,0n € R™, Ze bude platit*

a) Span{alv 527 s 7an} = Span{qlv 627 s 7qn};
b) (Gi,gj) = 0, jestlize i #j (pro i = je tento skalarni soucin
kladny).

—

Definice: Necht U,V € R™. Definujme zobrazeni
N (TRVA IR . : -

projz(v) = @ J)u a nazvéme je projekce vektoru v

na vektor .

Plati, Ze vektor V — proj;(V) je kolmy na u.

tvyznam span{&i,a,, .. .,an} je linearni obal vektorll &;,a,, .. . , an, tj.
mnozina vSech vektor(, které ziskame linearni kombinaci
C1dy + Cody + - - - + Cpdn, kde ¢y, Cy, . . ., Cn jSOu libovolna reélna Cisla.
Analogicky pro span{qi, Gz, ..., Gn}. Jinymi slovy, v a) se fika, Ze mnoziny
vektorll & a ¢, kdei = 1,2, ...,n, jsou bazemi generujicimi stejny
(pod)prostor prostoru R™.
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Ortogonalizace — postup

Zvolme g = a;.
Vektor a, chceme vyjadrit jako lin. komb. ¢ a g, tj.

a, = 1201 + qz, (1)

kde r; ; € R. Vynasobme (1) skalarné vektorem g

- Lo 01, &
(g1,82) =r12(01,01) +0 = ry o = Egiq,i;,
vyuzili jsme pozadavku (qy,q>) = 0.
Odtud a z (1) dostavame
G2 = dp — Projg, (a2). 2)

Snadno se presvédcime, Ze skutecné plati (41, d,) = 0.
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Nyni se zabyvejme rozkladem

az = r1,351 + r2,3@2 + G, (3)

kde ry 3,123 € R. Jako dfive, vynasobme (3) skalarné postupné
vektory q; a g:

o]}
=
Dy
w
N

(Gr,83) =r13(G1,61) +0+0 = r 3= (

N

—~~
0 O

=
D O
W -
N N

(Gz,83) =0+ 123(02,02) +0 = rp3=

~—~
l\)l
l\)l
~—

Odtud a z (3) dostavame
03 = a3 — Projg, (&) — Projg,(as)- 4)

Opét se mizeme presvédcit, Ze skutecné plati
(q1,G3) = 0 = (G2, Gs3).
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Takto postupujeme dale s ay, as, ... Nakonec

é-’n = r1,n€|’1 + r2,n€|’2 +oF rn—l,nq’n—l + qna
Gn= &n — Projg, (&) — projg,(a@n) — - -- — projg, , (@)

Nyni je snadné ziskat ortonormaini? mnozinu vektord q;:

—

2 =

1
...,y =
[P A

RCH

n

0,
el
0

7q2:

O)|

l .
ol

Q

2Tj. v b) na str. 2 navic pozadujeme ||Gi|| = +/(G}, G) = 1, kde
i=12...,n.
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Priklad: (doc. RiZigka, MFF UK) UrCete ortonormalni bazi
{p1,P2,P3} podprostoru prostoru R* generovaného vektory
a; =(1,0,1,1),a,=(2,1,-1,0)aaz =(1,1,1,1).

Nejprve najdeme ortogonalni bazi {1, g», G3}. Zvolime
Cfl - é-)1 = (1707 17 1)
Nyni uZijeme (2) s tim, Ze (¢,d2) = 1 a (qy,q1) = 3, tedy

62 (2:) (27 17 _170) B %(17 07 l? 1) = %(57 37 _47 _1)

S takovym vektorem gy by se nam v3ak hdife pocitalo, proto
v dalSim pouzijeme jeho trojnasobek a definujeme

_  def
Q2§(

5,3,—4,-1).
Plati (Gy,d2) = 0 a span{ay, a,} = span{q,q>}-
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Zbyva aplikovat (4). Po vycisleni skalarnich soucinl
v projekcich dostaneme

3

= —4,-1
53]-(557 537 ) )

4 ®(1,1,1,1) - (1,0,1,1) -

514,41
17( )

a kvili pohodli definujeme g3 def (—5,14,4,1).

Ortonormalni baze (jest (g1, G1) = 3, (G2,d>) = 51,
(03, G3) = 238)

p1=

- ol

1

3= (—5,14,4,1).

N
a ‘
(o]

. 1
17071717 :—5737_47_17
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Metoda nejmensich Ctvercl

Pfimka: V roviné jsou dany body [x;,yi],i =1,2,...,n
Chceme najit takovou pfimku y = a + bx, aby funkce f dvou
proménnycha,b € R f(a,b) =" (a+ bx —y;)?

byla minimalni.

UkaZze se (ucivo 2. semestru), Ze pro minimalizujici a, b musi
platit

of

n n n
%(a,b) =2) (a+bxi—y)=0 = na+bd x=>y,
i—1

i=1 i=1
of

55 (@ D) _22 (@a+bxi—y)x =0

i=1
n n n
= a) X +b> x? =) xy
i—1 i—1 i—1

Soustava dvou (modrych) rovnic pro nezndmé a, b. Rika se jim
normalni rovnice. o



Zaved'me usporadané n-tice (pro jednoduchost bez™)

vi=(1,1,...,1)7,
Vx = (X17X27 cee 7Xn)T7

Vy = (yl7y27 cee aYn)T

Pak soustavu mlZeme zapsat takto®

() )~ G

nebot dostaneme

vivi v fa\ _ [vivy
VTV T b/ T )
X 1 VX Vx VX Vy

COZ jsou pfesné modré rovnice.

3Vektory s T tvofi Fadky a vektory bez T tvofi sloupce matic.

(5)
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Priklad: Ve smyslu nejmensich ¢tverci proloZte pfimku
y =a+ bx body [-1,3], [0,1], [1,2], [1,3], [2,4].

Ze souradnic zadanych bod0 ihned ziskame vektory
vi=(1,1,1,1,1)7 vy =(-1,0,1,1,2)7, vy = (3,1,2,3,4)".
Pak oznacme

.
Ty (1 1111 o (13
M<VXT><—1 011 2) MWw=l1)

2
1 -1
1 0
1 11 11 5 3
MTM—< >11—< >
-10112)|] | 3 7
1 2

Matice MTM odpovida matici na levé strané soustavy (5).
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Resime soustavu MM (g) = MTvy, konkrétné

526 -Go)

a to bud Gaussovou eliminacni
metodou, Cramerovym pravidlem,
nebo pomoci adjungované matice
(t.  vypoCtem inverzni matice). y
Ziskame a = 51 b= i1 Fimka
Kame a =560~ 26 P
MA rovnici
11

—E—F—x
Y=26 26"
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Parabola: Nyni hledejme takovou paraboluy = a + bx + cx?,
aby funkce f tfi proménnych a,b,c € R
f(a,b,c) =Y (a+ bx; + cx? — y;)? byla minimalni.
Odvodime rovnice

of

n
5q(@b.c) = 2) (a+bx +cx’—y)=0
i—1

n n n
= na+bd x+cH x*=>y,
i—1 i—1 i—1

of s
%(a,b,c) =2) (a+bx +cx?—y)x =0
i—1

n n n n
= a) x+b> xP+cd xP=> xy
i—1 i—1 i—1 i—1
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of n
5c(@b.c) = 2) (a+bx +cox? —y)x?=0
i=1

n n n n
= ad x2+bd xF+cd xt =%y
i=1 i=1 i=1 i=1

Soustava tfi rovnic pro neznadmé a, b, c. (Normalni rovnice.)

Zaved'me je3té v,. = (xZ,x2,...,x2)T a zapisme soustavu
takto
vy a vy
Vi | (Vi vk Vo) [ B ] = Ve | vy
T T
vy c v
v/ a
Nebo, pfi oznaceni MT = [ v,] |, takto M™™ [ b | =MTvy.4
vy C

“Maticovy tvar normalnich rovnic. i on



Neboli

vivi Vv vive\ /a vivy

Vavi Vv vivee | b = vy |,
T T T T

vhvi vhve vhve/ \c v1,Vvy

coZ je opét ona jiz odvozena soustava tfi rovnic. Matice
soustavy je symetricka. Navic je rozSifenim soustavy, kterou
jsme odvodili pro pfimku

T T T T
v1T i v1T Vy vlT Vy2 a vlT Vy
v¥ Vi v¥ Vy v¥ Vy2 b= v¥ Vy
VoV VioVx  VioVe2/ \C V.2 Vy
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Priklad: Ve smyslu nejmensich ¢tvercl proloZte parabolu
y = a+bx +cx? body [-1,3], [0,1], [1,2], [1,3], [2,4].

Ze souradnic zadanych bod0 ihned ziskame vektory

vi=(1,1,1,1,1)7 vy =(-1,0,1,1,2)T, vy = (3,1,2,3,4)".

Dopoéitame v,. = (1,0,1,1,4)T. Pak

vy 1 1111 13
MT=|v|=(-101 12|, Myw=][10],
v), 1 011 4 24

1 -1 1
1 111 1\[1 0 o 5 3 7
MM=(-1 011 2|2 1 1|=(3 7 9
1 011 4/|1 1 1 7 9 19
1 2 4
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a

Resime soustavu M™™ [ b | = MTvy, konkrétné
c
5 3 7 a 13
3 7 9 b|=1[10],
7 9 19 c 24
41 o

a to bud Gaussovou eliminacni
metodou, Cramerovym pravidlem,
nebo pomoci adjungované matice

* 31 *
(t.  vypoCtem inverzni matice).
s 19 y
Ziskdme a = 31" b = 62" c = , /

49 arabola mé rovnici
62’ P

—E_l_gx_i_ﬁxz
Y=31 & T
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Rovina: V prostoru jsou dany body [x;, Vi, z],i =1,2,...,n.
Chceme najit takovou rovinu z = a + bx + cy, aby funkce tfi
proménnych a,b,c € R

f(a,b,c) =1 (a+ bx; +cy; — z)? byla minimalni.
Odvodime rovnice

of ”
5a(@b.c) = 2) (a+bxi+cyi—z)=0
i—1
n n n
= na+b> x+cH yi=> z,
i—1 i—1 i—1
of

n
op(@b.c) = 2) (a+bx+cyi —z)x =0
i—1

n n n n
= a) x+b> x*+cd xyi=> xz
i—1 i—1 i—1 i—1
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of f
%(a,b,C) = ZZ(a+ bXi +CYi — Zi)yi =0
i=1

n n n n
= ay yi+bY xyi+c) ¥y’ =) vz
i=1 i=1 i—1 i—1

Soustava tfi rovnic pro neznamé a, b, c.

Zaved'me jesté v, = (21,2,...,2zy)" a zapiSme soustavu takto
vy a vy
Vi | (Vi vwy) | b =V ] Ve
T T
vy c vy
2 a
Nebo, pfi oznateni MT = [ v, |, taktoM™™ [ b | = MTv,.
T
V. c

y
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Matice soustavy je symetricka. Navic je rozSifenim a modifikaci
soustavy, kterou jsme odvodili pro pfimku, a modifikaci
soustavy pro parabolu

T T T T
v1T Vi vlT Vy vlT Vy a v1T vz
Ve Vi Ve Vx Ve Vy b| =1|vV:

T T T T
VgV VyVxo VgV c Vy Vz
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Priklad: Ve smyslu nejmensich ¢tvercd proloZte rovinu
z =a-+ bx +cy body [-1,3,-1], [0,1,0], [1,2,1], [1, 3, 3],

[2,4,2].

Ze souradnic zadanych bod0 ihned ziskame vektory
Vi = (17 17 17 17 1)T7 Vyx = (_17 07 17 17 Z)Tv

vy =(3,1,2,3,4)T, v, =(-1,0,1,3,2)".

111 1
011 2|,
1 2 3 4

S N

NPk, O

Pak

5
hA T\/Z - E) 5
16

5 3 13
=13 7 10}|.
13 10 39

A WNPEFP W
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Resime soustavu M™ | b | = MTv,, konkrétné
c
5 3 13 5
3 7 10 9
13 10 39 16

a to bud’ Gaussovou eliminacni
metodou, Cramerovym pravid-
lem, nebo pomoci adjungované

matice. Ziska = —
ice. Ziskame a 37"
b = 41 c = 4 rovina ma
- 37 37
rovnici z 2 + 41 X + 4
T AT AT
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Jiny pohled na metodu nejmensich ¢tvercl

Napfiklad pfi hledani nejbliz&i paraboly y = a + bx + cx?
mlZeme postupovat také takto: Mame vektor vy a hledame
vektor vape dany linearni kombinaci (tedy koeficienty a, b, ¢ € R)

Vape = avi + bvy + cv,2 (6)

takovy, Ze jeho euklidovska vzdalenost od vektoru vy je
minimalni, tedy

Yz €V ||vy — Vane|® < [y — 2|?, )

kde podprostor V C R" je linearni obal mnoziny {vy, vy, Vv,2}.
Ukazme, Ze (7) plati, jestlize je vektor vy — Vape kolmy ke vSem
vektorlim prostoru V, sta¢i ovSem kolmy k {vq,Vy,V,2}.
PiSme vy —z = (Vy — Vanc) + (Vape — Z), diky kolmosti

vy = 2[[> = [Ivy = Vabe[[* + [[Vabe — 2[1%,
(nebot (Vapc — 2) € V), tj. (7) plati.
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Uloha (7) je tedy ekvivalentni s Glohou najit vektor Vy — Vanc
kolmy na podprostor V, a tu je mozné redukovat na ukol urcit
vektor vy tak, aby platilo

)

(Vy = Vape, V1) =0
(Vy Vabe, Vx) = 0,
(Vy Vabe, V. ) 0.

Po dosazeni (6) do téchto skalarnich soucinll a Gpraveé
dostaneme

(vi,vi)a+ (Vx,V1)b + (Vy2,vq)C = (vy, V1),
(V1,Vx)a + (Vx, Vx )b + (Vy2, Vx )C = (Vy, Vx),
(V1, Vy2)a + (Vx, Vo2 )b + (Vy2, Vy2)C = (Vy, Vy2),

coZ je stejna soustava jako na strané 14, kde je jen pouzit jiny
zapis, tj. (v,w) = v'w, kde v,w € R" jsou sloupcové vektory.
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Pokud bychom misto paraboly uvazovali pfimku, dospéli
bychom stejnymi Gvahami o kolmosti k soustavé

(V1,v1)a+ (vx,Vi)b = (vy, V1),
(V1,Vx)a + (Vx, Vx )b = (vy, Vy),

tj. stejné jako na strané 9.
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Vlastni Cisla a vlastni vektory matic

Necht A je ¢tvercova matice. Nenulovy sloupcovy vektor U se
nazyva vlastni vektor matice A, plati-li AU = AU pro néjaké Cislo
A € C. Toto X se nazyva vlastni Cislo matice A odpovidajici
vlastnimu vektoru d.

A je vlastni Cislo matice A <= (praveé tehdy, kdyz)

A je kofenem charakteristického polynomu matice A, tj.
det(A — Al) = 0. Navod pro vypo Cetvl. Cisel malé matice!
Kofeny mohou byt nasobné i komplexni (Cisla).

VI. vektor(y) odpovidajici vl. €. A ziskame vyfeSenim soustavy
lin. alg. rovnic (A — Al)U = 0. Re&enf tvofi vektorovy prostor

N (A — Al), ale pozor, vlastni vektory vektorovy prostor netvori,
protoze nulovy vektor sice feSi homogenni soustavu, avsak

z definice nepatfi mezi vlastni vektory. Kazdy vektorovy prostor
vSak obsahuje nulovy vektor. MnoZzina vektord bez nulového
vektoru tedy nem{zZe vytvaret vektorovy prostor.

275/29



Necht A je Ctvercova matice (realnd nebo komplexni).

>

Matice A je singularni (tj. neexistuje A~1, regularni:
existuje A~1) pravé tehdy, kdyz ma vlastni &islo 0.

(A, 0) vlastni par matice A = (A2, i) vlastni par matice A2,
Existuje-li A~1, je (A, U) vlastnim parem matice A pravé
tehdy, kdyz (1/), 0) je vlastnim parem matice A~ (tj. A

i A~1 maji stejné vlastni vektory).

ST Ni=trA kdetrA=>" &, L, A = detA
Je-li (A, ) vlastni par realné matice A, pak také (X, i) je
vlastnim parem matice A. Realna nesymetricka matice mlze
mit komplexni vl. Cisla a vektory!

A i AT maji stejnd vl. &isla, vl. vektory mohou byt riizné.
Je-li A reélna a symetricka, pak vSechna jeji viastni Cisla
jsou redlna a vlastni vektory odpovidajici rliznym vlastnim
¢isllim jsou navzajem kolmé.
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Priklad: Je dana matice A = (_52 _58> .

a) Naleznéte vlastni Cisla a vlastni vektory matic B a B2, kde

B = A3, tj. B = AAA.

b) Naleznéte vlastni Cisla a vlastni vektory matice

C = 162AB~1 — 27A~1 4 51, kde | je jednotkova matice typu 2 x 2.

Regeni: a) Vlastnimi &isly matice A jsou kofeny char. polynomu

5-x -8

det(A—)\I)_det< 5 5_)

)_(5—/\)2—16_)\2—10/\4—9,

tedy Cisla Ay = 1 a A\, = 9, tudiz vlastni Cisla matice B jsou 1 a
9% = 36 = 729 a vlastni ¢isla matice B~ jsou 1 a
9-3=36=1/729.

Vypocet vlastnich vektorl pFislusnych k vl. €. A\; = 1. Homogenni

4 -8 1 -2\ o T ]
soustava (_2 4 ) ~ <O 0 > ma feSeni u; = (2,1)". Vlastni

vektory p(2,1)", kde p € R\ {0}.
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Vypocet vlastnich vektorl pFislusnych k vl. €. X\, = 9. Homogenni

-4 -8 12\ e o T ]
soustava (_2 _4) ~ <O O> ma feSeni u; = (2,-1)". Vlastni

vektory q(2,1)7, kde g € R\ {0}.
b) Po tpravé C = 162A~2 — 27A~1 + 51, nebot
AB~1 = AATIAIATY = A-IA-1 = A2, Vime, Ze U a U, jsou vlastni
vektory matice A i A~1. Spocitejme Cui, kde i = 1,2:
CU; = (162A72 — 27A~1 +-51)0; = 162A A0, — 27A7 10, + 5IG;
1 1 1 27
=162A~" [ =0 ) — 27=0; + 50; = 162 A0 — =—U; + 50
<)\i |> by i + oui by i iy i + oUj

_ 182, 27, . (162 27 O\
- AIZ I )\i I I )\IZ )\i I

Pro dvojici A\; = 1 a Uy dostdvame Cuy = 14001, pro A, = 9 a U, je
CU, = 40,. Odtud plyne, Ze vlastni ¢isla matice C jsou u; = 140
a up = 4, jimz po fadé odpovidaji vlastni vektory

e L (2
Uy = (1)p a U = (_1> g, kdep,qeR\{0}.
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