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Linearni algebra
Studium vektor{l a linearnich vztahil (zobrazeni) mezi vektory.

Rovina R? = R x R (prostor R® = R x R x R), mnoZina v3ech
usporadanych dvojic (trojic) realnych Cisel. Dvojice [x,y] a
(x,y) (trojice [x,y,z] a (x,Y, z)) reprezentuje bod a vektor

v kartézskych souradnicich.

Orientovana tsetka AB = (b; — a1, b, — a,, bz — ag), kde
A= [al, ao, 3-3], B = [b17 b27 b3]-

Definice: Geometricky vektor je mnoZina vSech orientovanych
Usecek, jez Ize ziskat rovhobéznym posunutim orientované
UseCky AB; téz se fika volny vektor.

R? (R®) Ize interpretovat jako mnoZinu (pfesné&ji — prostor, viz
dale) dvouslozkovych (tfislozkovych) vektort.

Mé&jme u = (ug, Uz, Uu3), V = (V1, V2, V3).

Soucet dvou vektorll: U +V =W = (Uy + V1, Up + Vo, Uz + V3)

definovan prostfednictvim souctu redlnych Cisel
Nasobeni vektoru skaldrem ¢ € R: cu = (cuy, cu,, cus)
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Vektorovy (téz linearni) prostor
Mé&jme mnoZzinu V, jejiZz prvky Ize scitat a nasobit skalarem,
pficemz plati (1)-(8)

YU,VEV U+V=V+1, (1)
Vi,V,ZeV Ui+ (V+Z)=(U+V)+Z, ()
JloeV VieVu+o=u, (3)
WeV I —vVeV V+(-V)=0, (4)
W eV 1=V, (5)
VYo, B € RW € V (V) = (aB)V, (6)
Va € RVU,V € Va(U +V) = al + aV, (7)
Va,BERW €V (a+ BV = aV + pv. (8)

Jestlize dale plati uzavienost na scitani a nasobeni skalarem:
u,veVv =Uu+vev, ieV,acR =aleV, 9)
nebo ekvivalentné U,v ¢V, a,b ¢ R = au +bv €V,

pak V nazveme vektorovym ( nebo linearnim) prostorem

Nulovy vektor 6 sestava ze samych nul, tj. 6 = (0,0,...,0).
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Pfiklady: uspofadané trojice realnych &isel, tj. prvky R3;
usporadané n-tice realnych Cisel (tj. R").

Priklad: Mnozina uspofadanych ¢tvefic

M = {(a,b,0,c): a,b,c € R} se standardné definovanym
souctem a nasobenim skalarem (tj. po slozkach, viz (1) az (8))
je podmnoZina vektorového prostoru R*. Je M také vektorovy
prostor, tudiz podprostor prostoru R*?

Ovéfme (9). Necht U = (ug,u,,0,us) €M a

V = (V1,V2,0,v4) € M. PakW = U + V

= (Ug +Vy,Uz +Vo,0 + 0,uy + v4) € M, protoZze W ma strukturu
pfedepsanou pro prvky mnoziny M, tj.

(realné Cislo, realné Cislo, 0, reélné cislo).

Obdobné pro a € R je all = (auUg, aly, o - 0,aUg) € M .

Prvky mnoziny M tedy spliiuji (9), tudiz M je podprostor
dimenze 3 prostoru R* (ten ma dimenzi 4), k tomu vice

v pokraCovani pfikladu na str. 9.
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Priklad: Mnozina uspofadanych Ctvefic

K ={(a,b,1,c): a,b,c € R} se standardné definovanym
souctem a nasobenim skalarem (tj. po slozkach, viz (1) az (8))
je podmnozina vektorového prostoru R*. Je K také vektorovy
prostor, tudiz podprostor prostoru R*?

Ovéfme (9). Necht U = (ug,Up,1,u4) € K

av = (vy,vp,1,vy) eK.PakZ =U0+V

= (Ug + V1,Uz + V2,1 4+ 1, ug + v4) neni prvek mnoziny K,
protoZe Z nema strukturu predepsanou pro prvky mnoZziny K, tj.
(realné Cislo, realné Cislo, 1, reélné cislo).

Podobné zjistime, Ze K neni uzaviena na nasobeni skalarem.
Napriklad 3U = (3uy, 3uy, 3,3uy4) ¢ K, nebot je opét porusena
definice mnoziny K.

MnoZina K tedy nema vlastnosti vektorového (pod)prostoru.
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Poznamka: Necht C(l) znaci mnozinu vSech spojitych funkci
na intervalu |, kde napf. | = [a,b] nebo | = (a,b) apod. Necht
déle je v C(l) zavedeno standardni sCitani dvou funkci a
nasobeni funkce realnym Cislem. Pak tyto operace splfiuji
(1)-(8) a pro C(l) v roli V plati (9) (souCet dvou spojitych funkci
je spoijita funkce, nasobek spojité funkce je spojita funkce).
MnoZzina C(l) tedy je vektorovym (linearnim) prostorem.
Poznamka: Ve skriptech — euklidovsky prostor.

Casto se euklidovskym prostorem rozumi prostor R", v némz je
zavedena euklidovska velikost vektordl, tj.

Jul| = y/u? +u3 + - -- + u?, tento prostor se nékdy znagi E"
nebo E,.
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Definice: Necht Uy, U,,...,Ux € R"asy,s,,...,S¢ € R.
Pak vektor U = sqUy + Sply + - - - + Silix nazveme linearni
kombinaci (LK) vektorl Uy, Uy, . .., Uk.

Pozorovani: LK linearnich kombinaci je LK.

Definice: Rekneme, Ze vektory Uy, Uy, . . ., Ux € R" jsou linearné
zavislé (LZ), pokud je néktery z nich linearni kombinaci
ostatnich, a linearné nezavislé (LN), pokud nejsou linearné
zavislé.

Véta: Vektory Uy, Uy, ..., Uk € R jsou LZ <= existuji ¢isla

a; € R takova, Ze plati 3K, |aj| > 0 a z&roven

0 = aqly + aglis + - - - + ay Ui

Definice: Necht M C R" je neprazdna mnozina vektord.
MnozZina

{aqU; + -+ amlm : MEN, Uy,...,Un €M, ag,...,am € R}
se nazyva linearni obal mnoziny M.

(Linearni obal je mnozina vSech LK vektorli z mnoziny M.)
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Pfipomenuti: O mnoziné V vektor(l z R" fekneme, Ze je
(vektorovym) podprostorem prostoru R", pokud je neprazdna
a pro kazdé dva vektory U,V € V a kazda dvé reélna ¢isla p, q
plati, Ze pu + gV € V. (Uzavienost na s¢itani a nasobeni, viz
(9) na str. 3.)

Definice: Podmnozina B netrivialniho (pod)prostoru V C R" se
nazyva baze (pod)prostoru V, jestlize jeji vektory jsou LN a
linearni obal mnoziny B je roven (pod)prostoru V. (B generuje
V.)

Kanonicka baze prostoru R": LN vektory z R": (1,0,0,...,0),
(0,1,0,...,0),(0,0,1,...,0),...,(0,0,...,0,1).

Véta: Kazdé dvé baze podprostoru V prostoru R" maji stejny
pocet vektord.

Definice: Je-li V netrividlni podprostor prostoru R", pak pocet
vektorl v jeho (libovolné) bazi se nazyva dimenze podprostoru
V a znadi se dimV. Dimenze trividlniho podprostoru {G} je
rovna nule.
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Priklad: Vime (str. 4), Ze M = {(a,b,0,c) : a,b,c € R} je
podprostor vektorového prostoru R*. Plati dimM = 3, protoZe
napt. vektory €; = (1,0,0,0), €, = (0,1,0,0) a €4 = (0,0,0,1)
tvofi bazi podprostoru M. Libovolny vektor tvaru (a,b, 0, c)
ziskame jako LK a€; + b€, + c€éy.

Definice: Skalarnim souc¢inem vektorll U = (ug, Uy, ..., Up) @
V = (V1,V2,...,Vq) (i. U,V € R") nazveme ¢islo U - V (jiné
oznaceni (U,V)) dané operaci

(U,v)

n
U-V =UqVy + UpVy + -+ - + UpVp :Zuivi.
i=1

Pokud plati U -V = 0, piSeme U L V a fikame, Ze vektory U a v
jsou na sebe kolmé (jsou ortogonalini).

Ortogonalnim dopliikem S+ mnoZiny S C R" nazyvame
mnozinu vSech vektorll v R", které jsou kolmé ke vSem prvkiim
mnoziny S, tj. S* = {V e R": Vv L { pro kazdé U € S}.
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Tvrzeni: Bud' V linearni podprostor R". Pak
1L.VieR"IWVeV,WeVt G=V+Ww

Pokud S C V generuje V, pak St =V+

(VHt =V

VOVE = {6}

Pro dimenzi podprostoru V C R" a jeho dopliku plati

dimV+ =n—-dmV

Ukazat platnost téchto tvrzeni bude snadné, az se pozdéji

seznamime s Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Jeji
aplikaci Ize ziskat n vzajemné ortogonalnich vektor{

a bk~ wn

V1,Va,...,Vn, které tvofi bazi prostoru R", pfiCemz vektory
V1,Vo,...,Vq, kde d = dimV, tvofi bazi By podprostoru V.
Pak ovSem vektory vq.1,Vgi2,--.,Vn tVvOFi bazi By, .

podprostoru V+. Z Gvah zalozenych na bazich By a B,
plynou uvedena tvrzeni.
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Definice: Matici A typu m x n (téZ znaceno (m, n)) nazyvame
schéma (tabulku) mn realnych (komplexnich) Cisel

ai1,a1s,...,a1n, a1, a2, ..., amy Sestavenych do m fadkl a n
sloupcd:
a;; a2 ... QA
az1 az2 ... a
A= (aj) =
Ami Am2 ... amn

Radkové vektory, sloupcové vektory, u &tvercovych matic (tj.
m = n) hlavni® a vedlej$i? diagonala.

O Ctvercové matici typu n x n fekneme, ze je fadu n.

1(8117 as,...,amm)
2(amly a(m71)2a sy a1m)
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Definice: Maximalni pocet linearné nezavislych fadkovych
(sloupcovych) vektorli matice A nazyvame hodnosti matice A,
znacime h(A).

Véta: Hodnost matice se nezméni, jestlize
1. zaménime poradi fadkl v matici nebo
2. vynasobime jeden fadek nenulovym cislem nebo

3. pricteme k jednomu fadku linearni kombinaci ostatnich
fadkll nebo

4. vynechame v matici fadek, jenz je linearni kombinaci
ostatnich fadkl matice.

Poznamka: Totéz plati i pro Gpravy sloupcu.
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Priklad:

3 0 5 3 0 5 1 -1 3
B=[5 -5 15|91 -1 3|93 o0 s
2 1 -2 2 1 -2 2 1 -2
1 -1 3 1 -1 3
Q@lo 3 -4|%lo 3 -4 = hodnosth(B) =2
0 -3 4 0 0 0

(a) Druhy fadek x &, viz 2.

(b) Prohodime prvni fadek s druhym, viz 1.

(c) Od druhého fadku odecteme trojnasobek prvniho fadku,
k druhému fadku pricteme dvojnasobek prvniho fadku, viz 3.
(d) Ke tfetimu fadku pricteme druhy fadek.
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Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Pfipomenuti: Sloupcovy vektor je matice typu m x 1, fadkovy
vektor je matice typu 1 x n.

Transponovana matice k matici M typu k x ¢ je matice MT typu
£ x K, jejiz i-ty sloupec je totozny s i-tym fadkem matice M, kde
i=12,...,k.

Soucin matic: Necht matici A typu m x n tvofi fadkové vektory
délky n, tj. & = (aj1,ai2,-..,ain), kdei =12 ... mje
pofradové Cislo fadku. Déale necht matici B typu n x p tvori
sloupcové vektory délky n, tj. b; = (byj, by, . .., by)T, kde

j=1,2,...,p je porfadové Cislo sloupce. Vysledlgem soucinu
AB je matice C = (cjj) typu m x p, kde c;j = (@i, by).
(@1,b1) (d1,b2) ... (&1,bp)
ap, by

) ... (82bp)
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3 1
1—1—23)8_2—1
-4 2 0 1) -3 0

5 -2

PFiklad: A — (

WkEFEEFEN

AB_((3—2+6+15) (1+1+0-6) (2—1—2+9)>
“\(-12+4+0+5) (-4-2+0-2) (-8+2+0+3)

(22 -4 8
-3 -8 -3

Povsimnéte si, Ze pocet sloupct prvniho Cinitele musi
odpovidat poctu fadkt druhého Cinitele. PFiklad také ukazuje,
Ze z existence soucinu AB neplyne existence soucinu BA
(Fadky matice B jsou delSi nez sloupce matice A, skalarni
soucin fadkd a sloupcli neni mozny).

Pozor! | pro Ctvercové matice obecné plati AB # BA, viz

EHE -GG AEY €D
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Soustavu linearnich algebraickych rovnic

X1 4+ 44X, — X3 — 34 = -8,

2X7 + BXx, — 2xz3 — bx4 = -12,

Xy + 44X 4+ X3 = 2% = -1,

X1 + X — x3 — 4x4 = -10,

Ize napsat maticové jako AX = b, kde

1 4 -1 -3 X1 -8
|2 5 -2 -5 o | X ~ | —12
A=l114 1 2| XT|x| = 2
3 9 -1 -4 Xq —-10

Pokud b = G = (0,0,...,0)T, hovofime o homogenni soustave lin.
alg. rovnic, jinak o soustavé nehomogenni.

Rozsifena matice (A|b) soustavy AX = b vznikne tim, Ze k matici A
pridame sloupcovy vektor b.

Postup feSeni Gaussovou eliminacni metodou: RozSifenou matici
upravime na schodovity tvar postupem ze strany 12 aplikovanym
vyhradné na fadky rozsifené matice a vzniklou ekvivalentni soustavu
vyfeSime zpétnym chodem, viz str. 19.
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Definice: MnoZina N (A) vSech feSeni homogenni soustavy
AX = 6 kde A je matice typum x nam < n,

tj. V(A {x ER": AX = o} se nazyvéa nulovy prostor
matice A

Jelikoz AX = 0, je vektor X kolmy na vdechny fadky matice A,
jejich mnozinu oznatme M = {1, 1, ..., } a definujme
prostor V jako linearni obal mnoziny M. Je tedy X € V.
Plati, zZe N'(A) =V -+

adimA(A) =dimV+ =n—dimV =n — h(A).

Disledek: Soustava AX = 0, kde A je matice typu m x n
(soustava s n neznamymi) ma pravé jedno feseni, ato X = 0,
pravé kdyz h(A) =

Pokud h(A) < n, ma soustava AX = 6 nekone¢né mnoho
feSeni, ktera tvofi prostor V'(A) s dimN(A) = n — h(A).
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Nehomogenni soustavy linearnich alg. rovnic

Véta (Frobeniova): M&jme soustavu AX = b, kde Ajetypum x nab
je typu m x 1, pfi€emz n > m. Tyto vlastnosti jsou ekvivalentni:
1) Soustava ma alespon jedno feSeni.

2) Vektor b je linearni kombinaci sloupcovych vektorti matice A.
3) h(A) = h(Alb).

Struktura fegeni soustavy AX = b.

MnoZinu Mas v3ech Fedeni soustavy AX = b ziskame tim, Ze
nalezneme N(A) (tj. nulovy prostor matice A) a jedno feSeni Xo
splAujici AXy = b, pak M, = = Xo + A/(A).

Poznamka: Necht matici A tvofi sloupce s}, j =1,2,...,n,
ax = (X1,Xz,...,%)". Smysl AX = b je, Ze hledame takové
koeficienty x; € R, aby b = 3°1" ; x;S], tj. b je LK vektor{i §.
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P¥iklad: ReSme soustavu ze str. 16. Roz&ifena matice soustavy:

1 4 -1 -3 | -8 1 4 -1 -3 | -8
- |2 5 -2 -5 | -12 0 -3 0 1 | 4
Ab)=171 4 1 2| -1|7lo o 2 1 | 7
3 9 -1 -4 | —-10 0 -3 2 5 | 14

1 4 -1 -3 | -8 1 4 -1 -3 | -8
o3 0 1 | 4| (0o -3 0 1 | 4
o 0 2 1 | 7 0o 0 2 1 | 7

0 0 2 4 | 10 0O 0 0 3 | 3

Vidime, Ze h(A|b) = 4 = h(A), tudiz dim AN (A) = 4 — 4 = 0, tj.
N(A) = {0} a soustava méa pravé jedno feseni.
Ekvivalentni soustava (ma stejné feSeni jako plivodni soustava)

X1 + 4%, — X3 — 3X4 = -8,
— 3 + X4 = 4,
2X3 + X4 = 7,

Xy = 3

ma feSeni (ziskané zpétnym chodem) x4 = 3/3 = 1,
X3=(7—X4)/2=3, Xo=(4—%4)/(—3)=—1,
X1=-8+3X4+Xg—4X,=-8+3+3+4=2,t.Xx=(2,-1,3,1)".
Zkouska: Ovéfime, ze AX = b.
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Pfiklad: Re3me soustavu BX = b, kde B je matice ze strany 13
ab= (1,20,0). Nejprve zjistime hodnost rozsifené matice
soustavy, povolené Upravy uplatnéné na fadky (viz str. 12)
nemaji vliv na feSeni soustavy.

) 3 0 5 | 1 3 0 5 | 1
Bp)=(5 -5 15 | 20]~[1 -1 3 | 4
2 1 2 | 2 -1 -2 ] o0

0

1 -1 3 | 4
~l3 0 5 |1
0

4

2 -1 -2 |

1 -1 3 | .
~[0 3 -4 | —11] = n(Blb)=3#h(B) =2
o 0 0 | 3

Soustava BX = b tedy nema reSeni. Vektor b nelze ziskat

jako LK sloupcll matice B (viz str. 18), coZ sice neni patrné
hned ze zadani soustavy, ale je jasné na konci fetézce matic
ekvivalentnich soustav: hodnotu 3 posledni soufadnice vektoru
(4,—-11, 3) nemiizeme dostat LK sloupcll upravené matice B.
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PFLkIad: Redme soustavu BX = b, kde B je matice ze strany 13
ab = (4,20,0)". Upravy fadka (str. 12) nemaji vliv na feseni.

) 3 0 5 | 4 3 0 5 | 4
Bb)=(5 -5 15 | 20|~[1 -1 3 | 4

2 1 2 | O -2 -1 -2 | 0
1 -1 3 | 4 1 -1 3 | 4
~ | 3 0 5 | 4|~|0 3 -4 | -8
-2 -1 -2 | O 0 -3 4 | 8

1 -1 3 | 4 .
~[0 3 -4 | —-8] = hodnosth(Blb)=2=h(B)

Soustava BX = b tedy ma nekone¢né mnoho feseni,
dimN(B) = 3 — 2 = 1, feSeni tudiz z4visi na jednom
parametru. Reseni X Ize vyjadfit nap¥. takto (viz struktura
feSeni na str. 18):

X =X +tU, kde Xg = (3, -4, -1)T, 0= (-5,4,3)"T at c R.
Plati BX, =b aB{ = G.
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Aplikace: Newton(lv interpola¢ni polynom stupnén ...
je proloZen body Xo = [Xo, Yo, X1 = [X1,Y1], - .., Xn = [Xn, ¥n]
a ma tvar

Nn(X) = ao + ai(X — Xo) + @z(X — Xo)(X — X1)
+ag(x —Xg)(X = X1)(X —X2) + ...
+an(X —Xo)(X —X1)(X —X2) ... (X —Xn-1)-
Jak ziskat koeficienty ag, a1, ap, ..., an?
Z rovnosti Np(xj) =vi, kdei =0,1,2,....,n, obdrzime soustavu

linearnich algebraickych rovnic s trojuhelnikovou matici. Z ni
vypocitame koeficienty a;. Tedy

ap =Yo,

ag + ai(X1 — Xo) =Y,

ap + a1(xz — Xo) + az2(x2 — Xo)(X2 — X1) = Y2,
a tak dale

Pfiklad na dalsi strané (pfiklad 8 ve skriptech GEO-M. |, tam navic specialni

Usporny algoritmus.
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Priklad: ProloZte body Xo = [-1, —2], X3 = [2,1], X2 = [3, —1]
a X3 = [5, 1] Newtondv interpolacni polynom.

OznaCme X; = [x;,Vi], kde i = 0,1, 2, 3, a sestavme soustavu
rovnic dle navodu na strané 22.

Ao =-2,
a +a(2+1) =1,
ao+ai(3+1)+ax(3+1)(3-2) =1,
a+a(5+1)+a(5+1)(5-2)+as(5+1)(5-2)(5-3) =1
Tedy
ao = -2, 9)
ap + 3a; =1, (20)
ap + 4a; + 4a, =-1, (1)

ap +6a; +18a, +36a; =1 (12)
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(9) = apg = —2, dosadime do (10) = a; =1,
dosadime do (11) = a, = —3/4,
dosadime do (12) = az = 7/24.

Na(x) = —2+x+1—%(x+1)(x—2)+2—74(x+1)(x ~2)(x—3)

24/ 20



Pocetni operace s maticemi

Soucet dvou matic A, B typum x n

A =(aj), B=(bj), C=A+B, C=(cj), cj=a+by,
i=1,....m;j=1,...,n.

Nasobeni matice A skalaremr € R

C=rA cj=rgji=1....mj=1...,n

Vlastnosti ... Matice stejného typu tvofi vektorovy prostor.

Nasobeni matice A typu m x n a matice B typu n x k
C:AB, C”222:1a|sbsj7 i:].,...,m;j:l,...,k

Vlastnosti ... Obecné AB # BA

Transponovana matice k matici A = (a;) typu m x n.
C =AT, ¢j =ajtypunxm.

Viastnosti: (AT)" = A, (A+B)T = AT+ BT, (AB)T = BTAT.
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Matice identity (jednotkova matice) I: Ctvercova, prvky na
hlavni diagondle rovny 1, prvky mimo hlavni diagonalu rovny 0.
P¥i nasobeni matic ma roli jednicky, tj. Al = 1A, kde | je typu

n x n a A je libovolna matice stejného typu.

Definice: Inverzni matici ke ¢tvercové matici n-tého radu (tj.
typu n x n) nazyvame ¢tvercovou matici A~* n-tého fadu, pro
niz plati AA~1 = A~1A = I,

Viastnosti: (AB)~1 = B-1A-1, (A1) = A, (AT) T = (A1)
Definice: Ctvercovou matici A nazveme regulérni matici, pokud
k ni existuje matice inverzni, tj. A=,

Ctvercovou matici A nazveme singularni matici, pokud k ni
neexistuje matice inverzni.

26 /20



Vypocet inverzni matice

Necht A je matice typu n x n a A~! matice inverzni k A.

Ozna¢me sloupce matice A~ symboly s1, S, ..., Sn, tj.
A=l =(s1,8,...,5n).
Jelikoz AA~ = |, musi platit, Ze As; = e, kde e je i-ty

kanonicky sloupcovy vektorai = 1,2,...,n. Musime tedy
vyfesit n soustav linearnich algebraickych rovnic.
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1 0 1
2 -1 1|1 0 0 1 0 1]0 0 1
4 1 2/01 022 -11/100
1 0 1]/0 0 1 4 1 2|0 10
1 0 1/0 0 1 1 0 1]/0 0 1
~(0 -1 “1/2 0 2 |~|l0 -1 -1]|1 0 -2
0 1 -2/0 1 -4 0 0 -3|1 1 -6
1 0 1 0 0 1
(o1 1| -1 0 2
00 1[-1/3 -1/3 2
10 0| 1/3 1/3 -1
~l010-2/3 1/3 0 |=(A").
00 1[-1/3 -1/3 2

Pro pohodli jsme nejprve preusporadali fadky rozSifené matice (krok ).
Matice vlevo od | je v hornim trojuhelnikovém tvaru (viz &), dalSimi tpravami
ji pfevedeme na matici identity I, vpravo od | pak bude A~
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Maticové rovnice

Pfedpoklada se, zZe zGCastnéné matice jsou kompatibilniho typu, tj.
Ize provadét jejich scitani a nasobeni, a Ze existuji i potfebné inverzni
matice.

Priklady:

a) Jsou dany matice A a B, kde A je regularni. VyfeSme maticovou
rovnici AX = 7B — 2| pro neznamou matici X.

b) VyfeSme maticovou rovnici 2X + 3XA =B — A.

Re&eni: a) Rovnici vynasobime zleva matici A~2.
Pak A"IAX = A"1(7B - 2I) = X =A1(7B - 2I).

b) Upravime 2X +3XA =B — A,
X(21) + X(3A) =B — A,
X(21+3A)=B —A,

X = (B —A)(2 +3A)7%,

nasobime zprava, pokud matice (21 + 3A)~! existuje. Pozor, nelze
X(2 4 3A), nebot v zavorce by se scital skalar 2 s matici 3A.
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Determinant matice

Determinant det A je Cislo (reélné v pfipadé realnych matic) jistym
zplsobem odvozené ze Ctvercové matice A.

Determinant Ize definovat rliznymi zpUsoby, jeden z nich je zaloZen
na rozvoji determinantu podle fadku nebo sloupce, k tomu se
dostaneme na strané 39.

Pro matice typu 2 x 2 a 3 x 3 jsou vztahy pro vypocet determinantu
jednoduché.

a b
c d
d;x a2 a3
A1 QAzz Aap3| = ajdzasz + &1283831 + aAz1832813
dz1 a4z Aass

‘_ad—bc,

— dgzjdppdiz — dzidjpazz — azzdzzadil

Priklad: =0+6+90—-48—-63=-15

N W o
g b w
N kR o
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Geometricky vyznam determinantu

Necht U = (ug,up) aVv = (v1,Vvz). Oznacme P obsah
rovnobéznika danéno vektory U a V se spolecnym pocatecnim
bodem.

Pak P = |P| kde P = | * 2

= Uq1Vo — V1Uo.
Vi Vs 1v2 142

Necht U = (ug, Uz, U3), V = (V1,V2,V3) @ W = (W, W, W3).
Oznacme V objem rovnobéznosténu, jehoz tfi hrany
vychazejici z téhoZ vrcholu jsou uréeny vektory U, Vv a w.

Pak V — (\7  kde

up Uz Ug
V=0 (VXW)=|vy Vo V3.
W1 Wz W3

Poznamka: Pro objem Viyissn CtyFsténu, jehoZ tfi hrany
vychazejici z téhoz vrcholu jsou uréeny vektory U, v a w, plati
Veyrsten = V /6.
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Vektorovy soucin v R3:
i J oK
UxV= Ug Uz Ug| = (U2V3 — UgVp, U3V, — U1V3, UVo — U2V1)
Vi Vo V3
» vektor U x V je kolmy jak k vektoru U, tak k vektoru Vv;
pravidlo prave ruky;
> ||U x V|| = ||U]||[V]| sin ¢, kde ¢ je Ghel vektorl U a V;
» Cislo ||U x V|| udava obsah rovnobéznika uréeného vektory
dav.
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Vlastnosti:

1.
2.
3.

detA = detAT
det(AB) = detAdetB

Determinant matice se nezméni, jestlize k jednomu
z fadkl matice pricteme LK ostatnich fadka

. Je-li Atypu n x n, pak detA # 0 < h(A) = n, tj. matice A

je regularni prave tehdy, kdyz detA #£ 0

1

~ detA

Je-li B matice, ktera vznikne z matice A vyménou
(prohozenim) dvou fadkd, pak detB = — detA

Je-li A regularni, pak det (A1)

. Je-li B matice, ktera vznikne z matice A vynasobenim

nékterého fadku nebo sloupce Cislemr € R, pak
detB =r detA

Je-li matice A trojuhelnikova, pak detA je soucinem jejich
prvkl na hlavni diagonale

22/29



Cramerovo pravidlo

Umoziuje vypocitat konkrétni slozku vektoru feSeni soustavy
lin. alg. rovnic, aniz by bylo nutné pocitat jiné slozky (jako pfi
zpétném chodu u Gaussovy eliminace).

Véta: Necht AX = b je soustava se ¢tvercovou regularni matici,
pak existuje jediné fedeni X = (X1,Xz,...,Xn)". Oznatme B;
matici, kterou dostaneme z matice A zaménou j-tého sloupce

za vektor b. Pak plati
o det Bj

Xi =
17 detA

Poznamka: Tento postup se miiZe vyplatit jen u malych soustav
a potfebujeme-li jen nelplné feseni.
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2 -4 3
Priklad: M&jme soustavu AX = b kdeA=[1 -2 1

3 -1 5
ab = (1,3,2)T. Vypotitejte x, z Fedeni X = (X1, X2, X3)T.
MU&Zeme ptimo spocitat det A nebo si pomoci povolenymi

Upravami (viz vlastnost 3 na str. 33) a v matici ziskat nulové
prvky, diky nimz se vypocet zjednodusi:

2 -4 3 0 0 1 0 0 1
detA=11 -2 1|=|1 -2 1|=|1 -2 1|=5,
3 -1 5 0 5 2 0 5

2 1 3 0 51 0 -51
detB,=|1 3 1/=[1 3 1/=|1 3 1|/=3

3 25 0 -7 2 0 3 O
deth_3

X2 = JetA 5
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Inverzni matice

Pomoci determinanttl Ize spocitat A=, je to efektivni u matic
typu 2 x 2, schlidné u matic 3 x 3, ale obvykle nepraktické u
matic vétSich. Napfiklad pomoci adjungované matice (viz dale)
ihned odvodime
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Obecné: A = (a;), typu n x n.
Adjungovana matice:

.
Ain A - Agp
Axy Axp - A
AdjA= | 20 T2 T
Anl AnZ te Ann

kde Aj = (—1)'* det M (algebraicky dopInék prvku a;),
priCemz M;j je typu (n — 1) x (n — 1) a vznikne z matice A
vySkrtnutim i-tého fadku a j-tého sloupce.

Véta: Je-li matice A regularni, pak

1
Al = _—_ AdjA.
detA d

27 /20



Pfiklad: Necht A je matice z prikladu na str. 28. Vypotitejme A1,

AdjA =
2

detA =14
1

.
1 2 4 2 4 1
(_1)1+1O 1’ (_1)1+2 11 (_1)1+3 1 0’
-1 1 2 1 2 -1
(_1)2+1 0 1’ (_1)2+2 11 (_1)2+3 1 0
-1 1 2 1 2 1
—1)3+1 _1\3+2 _1\3+3
P I A I G Vil Pl
1 -2 —1\" 1 1 -3
1 1 -1) =[-2 1 o
3 0 6 -1 -1 6
-1 1
1 2/=2-240-1-0+4=3
0 1
o (S
- AdjA=| — 1
- detA ~1/3 -1/3 2

Dospéli jsme k vysledku identickému s matici A—1 na str. 28.
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Rozvoj determinantu podle i-tého fadku:

Matice A = (ajj) je typu n x n.

detA = (—1)"*1a;; detMiy + (—1)"%a;, detMjp + . ...
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