
MM1G: oficiálńı tahák

Limita, derivace a jejich použit́ı

Derivace elementárńıch funkćı:

f(x) = xn f ′(x) = nxn−1 f(x) = sinx f ′(x) = cosx

f(x) = cx (c > 0) f ′(x) = cx ln c f(x) = cosx f ′(x) = − sinx

f(x) = loga x (1 ̸= a > 0) f ′(x) =
1

x ln a
f(x) = tg x f ′(x) =

1

cos2 x

f(x) = arcsinx f ′(x) =
1√

1− x2
f(x) = arccosx f ′(x) = − 1√

1− x2

f(x) = arctg x f ′(x) =
1

1 + x2
f(x) = arccotg x f ′(x) = − 1

1 + x2

Derivace algebraických operaćı:

(f + g)′ = f ′ + g′, (f − g)′ = f ′ − g′, (f g)′ = f ′g + f g′,

(
f

g

)′
=

f ′g − f g′

g2

Derivace složené funkce:
(
f(g(h(x)))

)′
= f ′(g(h(x))) g′(h(x)) h′(x)

Derivace funkćı typu f(x) = g(x)h(x), kde g(x) > 0: Využit́ım f(x) = eh(x) ln g(x).

Rostoućı, klesaj́ıćı, konvexńı, konkávńı funkce f na intervalu J :
∀x ∈ J f ′(x) > 0 ⇒ f je na J rostoućı, ∀x ∈ J f ′(x) < 0 ⇒ f je na J klesaj́ıćı
∀x ∈ J f ′′(x) > 0 ⇒ f je na J ryze konvexńı, ∀x ∈ J f ′′(x) < 0 ⇒ f je na J ryze konkávńı

Inflexńı bod [x0, f(x0)]: Graf funkce f v něm přecháźı z jedné strany tečny na druhou. Jinak: funkce
f se měńı v bodě x0 z konvexńı na konkávńı nebo z konkávńı na konvexńı. Postačuj́ıćı (ne nutná)
podmı́nka: Je-li f ′′(x0) = 0 a f ′′′(x0) ̸= 0, je x0 inflexńım bodem funkce f .

Šikmá asymptota grafu funkce f pro x → +∞: y = kx+ q, kde limx→+∞ (f(x)− kx− q) = 0.
Pak limx→+∞ f(x)/x = k a limx→+∞ (f(x)− kx) = q. Obdobně pro x → −∞.

Rovnice (a) tečny a (b) normály ke grafu funkce f v bodě [x0, f(x0)]:

(a) y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0), (b) y = f(x0)−
1

f ′(x0)
(x− x0)

Úhel α křivek c1 a c2: α = arctg

∣∣∣∣ k1 − k2
1 + k1k2

∣∣∣∣, je-li však k1k2 = −1, pak α =
π

2
; k1 a k2 jsou směrnice

tečen ke křivkám c1 a c2 ve společném bodě.

Funkce f sudá: f(−x) = f(x), lichá: f(−x) = −f(x), p-periodická: f(x) = f(x+ p)

Taylor̊uv polynom Tn stupně n v bodě a: f(x) = Tn(x) +Rn+1(x), přičemž

Tn(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n

a Rn+1(x) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
(x− a)n+1, kde ξx ∈ (a, x), je-li x > a, nebo ξx ∈ (x, a), je-li x < a.

l’Hospitalova pravidla: Necht’ pro funkce f a g bud’ lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0, nebo lim
x→x0

g(x) = ±∞

(o lim
x→x0

f(x) neńı v tomto př́ıpadě třeba nic předpokládat). Jestliže existuje lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
(vlastńı nebo

nevlastńı), pak existuje také lim
x→x0

f(x)

g(x)
a plat́ı lim

x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
. Obdobně pro jednostranné limity

a pro x → +∞ a x → −∞.

Newtonova metoda: Přibližné řešeńı rovnice f(x) = 0: xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
, kde k = 0, 1, 2, . . .
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Lineárńı algebra

Vektor u⃗ ∈ Rn: u⃗ = (u1, u2, . . . , un)

Součet vektor̊u u⃗, v⃗ ∈ Rn: w⃗ = u⃗+ v⃗
def
= (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn)

Násobeńı vektoru u⃗ ∈ Rn skalárem c ∈ R: cu⃗
def
= (cu1, cu2, . . . , cun)

Skalárńı součin vektor̊u u⃗, v⃗ ∈ Rn: u⃗ · v⃗ ≡ (u⃗, v⃗)
def
=

∑n
i=1 uivi

Norma (euklidovská velikost) vektoru u⃗ ∈ Rn: ∥u⃗∥ ≡ ∥u⃗∥2
def
=

√
(u⃗, u⃗)

Lineárńı kombinace (LK) vektor̊u u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗k ∈ Rn:
je vektor u⃗ = a1u⃗1 + a2u⃗2 + · · ·+ aku⃗k, kde a1, a2, . . . , ak ∈ R.

Lineárńı obal množiny M vektor̊u u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m ∈ Rn:
je množina vektor̊u {a1u⃗1+· · ·+amu⃗m : u⃗1, . . . , u⃗m ∈ M, a1, . . . , am ∈ R}, znač́ıme ji span{u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗m}

Lineárńı závislost (LZ) vektor̊u u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗k ∈ Rn: Existuj́ı č́ısla ai ∈ R taková, že aspoň jedno
je nenulové a zároveň o⃗ = a1u⃗1 + a2u⃗2 + · · ·+ aku⃗k, kde o⃗ = (0, 0, . . . , 0).
Nejsou-li vektory u⃗1, u⃗2, . . . , u⃗k LZ, jsou lineárně nezávislé (LN).

Množina B vektor̊u z Rn tvoř́ı bázi netriviálńıho (pod)prostoru V ⊆ Rn: jestliže jej́ı vektory
jsou LN a lineárńı obal množiny B je roven (pod)prostoru V (tj. B generuje V .) Každé dvě báze
podprostoru V maj́ı stejný počet vektor̊u.

Dimenze (pod)prostoru V : Počet vektor̊u (libovolné) báze (pod)prostoru V , znač́ı se dimV .

Hodnost h(A) matice A: Maximálńı počet LN řádkových (sloupcových) vektor̊u matice A.

Nulový prostor N (A) matice A typu m× n, m ≤ n: N (A) = {x⃗ ∈ Rn : Ax⃗ = o⃗}
Plat́ı dimN (A) = n−dimV = n−h(A), kde V je lin. obal množiny vektor̊u tvořených řádky matice A.

Frobeniova věta o řešeńı soustavy Ax⃗ = b⃗, kde A je typu m× n, m ≤ n:
Soustava má alespoň jedno řešeńı. ⇔ Vektor b⃗ je lineárńı kombinaćı sloupcových vektor̊u matice A. ⇔
h(A) = h(A|⃗b)

Množina M
A,⃗b

všech řešeńı soustavy Ax⃗ = b⃗: M
A,⃗b

= x⃗0 +N (A), kde Ax⃗0 = b⃗.

Násobeńı matice A typu m× n a matice B typu n× k:
C = AB typu m× k, cij =

∑n
s=1 aisbsj , i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , k.

Pro sloupcový vektor b⃗: c⃗ = Ab⃗ a c⃗ = (
∑n

s=1 a1sbs,
∑n

s=1 a2sbs, . . . ,
∑n

s=1 amsbs)
T.

Transponovaná matice AT k matici A = (aij) typu m× n:
Matice C = AT, cij = aji, typu n×m.

Vlastnosti:
(
AT

)T
= A, (A+B)T = AT +BT, (AB)T = BTAT

Inverzńı matice A−1 matici A typu n × n splňuje: AA−1 = A−1A = I, kde I je matice identity
(jednotková matice).

Vlastnosti: (AB)−1 = B−1A−1,
(
A−1

)−1
= A,

(
AT

)−1
=

(
A−1

)T
A je regulárńı, pokud k A existuje A−1, jinak singulárńı.

Základńı vlastnosti determinantu čtvercové matice A, př́ıpadně B:

(a) detA = detAT; (b) det(AB) = detAdetB; (c) A regulárńı ⇒ det
(
A−1

)
=

1

detA
;

(d) Det. matice se nezměńı, jestliže k jednomu z řádk̊u matice přičteme LK ostatńıch řádk̊u;
(e) Je-li A typu n×n, pak detA ̸= 0 ⇐⇒ h(A) = n, tj. matice A je regulárńı právě tehdy, když detA ̸= 0;
(f) Je-li B matice, která vznikne z matice A prohozeńım dvou řádk̊u, pak detB = −detA;
(g) Je-li B matice, která vznikne z matice A vynásobeńım některého řádku nebo sloupce č́ıslem r ∈ R,
pak detB = r detA;
(h) Je-li matice A horńı nebo dolńı trojúhelńıková, pak detA je součinem jej́ıch prvk̊u na hlavńı diagonále.
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Cramerovo pravidlo: Soustava Ax⃗ = b⃗ se čtvercovou regulárńı matićı. Pak existuje jediné řešeńı
x⃗ = (x1, x2, . . . , xn)

T. Označme Bj matici, kterou dostaneme z matice A záměnou j-tého sloupce za

vektor b⃗. Plat́ı xj =
detBj

detA
.

Inverzńı matice k matici A źıskaná pomoćı adjungované matice: A−1 =
1

detA
AdjA, kde

AdjA =


A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n
...

...
. . .

...
An1 An2 · · · Ann


T ← nezapomeňte na transpozici

a Aij = (−1)i+j detMij (algebraický doplněk prvku aij),

přičemž Mij je typu (n− 1)× (n− 1) a vznikne z matice A vyškrtnut́ım i-tého řádku a j-tého sloupce.

Výpočet determinantu rozvojem podle i-tého řádku: Matice A = (aij) je typu n× n,
detA = (−1)i+1ai1 detMi1 + (−1)i+2ai2 detMi2 + · · ·+ (−1)i+nain detMin =

∑n
j=1 aijAij

nebo podle j-tého sloupce
detA = (−1)j+1a1j detM1j + (−1)j+2a2j detM2j + · · ·+ (−1)j+nanj detMnj =

∑n
i=1 aijAij .

Newton̊uv interpolačńı polynom stupně n:
Nn(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + a3(x− x0)(x− x1)(x− x2) + · · ·

+an(x− x0)(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn−1),
jeho graf procháźı zadanými body X0 = [x0, y0], X1 = [x1, y1], . . . , Xn = [xn, yn].
Koeficienty ai se źıskaj́ı vyřešeńım rovnic Nn(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n.

Projekce vektoru v⃗ ∈ Rm na vektor u⃗ ∈ Rm: proju⃗(v⃗)
def
=

(u⃗, v⃗)

(u⃗, u⃗)
u⃗

Gramova - Schmidtova ortogonalizace: Dány LN vektory a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n ∈ Rm, kde n ≤ m. Hledáme
LN vektory q⃗1, q⃗2, . . . , q⃗n ∈ Rm takové, že span{a⃗1, a⃗2, . . . , a⃗n} = span{q⃗1, q⃗2, . . . , q⃗n} a zároveň (q⃗i, q⃗j) =
0, jestliže i ̸= j, kde i, j = 1, 2, . . . , n.
Postup (ortogonalizace):
1) q⃗1 = a⃗1
2) q⃗2 = a⃗2 − projq⃗1 (⃗a2)
3) q⃗3 = a⃗3 − projq⃗1 (⃗a3)− projq⃗2 (⃗a3) a tak dále
4) q⃗n = a⃗n − projq⃗1 (⃗an)− projq⃗2 (⃗an)− . . .− projq⃗n−1

(⃗an)

Ortonormalizace: ⃗̂q1 =
q⃗1

∥q⃗1∥
, ⃗̂q2 =

q⃗2
∥q⃗2∥

, . . . , ⃗̂qn =
q⃗n

∥q⃗n∥
Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice A typu n×n: Au⃗ = λu⃗, kde λ ∈ R a o⃗ ̸= u⃗ ∈ Rn. Vlastńı č́ısla
jsou kořeny charakteristického polynomu det(A− λI) = 0. Vlastńı vektory řeš́ı soustavu (A− λI)u⃗ = o⃗.
Základńı vlastnosti: (a) A je singulárńı ⇔ má vl. č. 0. (b) Au⃗ = λu⃗ ⇒ AAu⃗ = λ2u⃗
(c) Je-li Au⃗ = λu⃗ a existuje-li A−1, pak A−1u⃗ = λ−1u⃗.
(d)

∑n
i=1 λi = trA, kde trA =

∑n
i=1 aii, a dále λ1λ2 . . . λn = detA; č́ısla λi jsou vlastńı č́ısla matice A

(započ́ıtaná se svou násobnost́ı).
(e) A i AT maj́ı stejná vl. č́ısla, vl. vektory mohou být r̊uzné.
(f) Je-li A reálná a symetrická, pak všechna jej́ı vlastńı č́ısla jsou reálná a k nim existuj́ı navzájem kolmé
vlastńı vektory.

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u – př́ımka: V rovině dány body [xi, yi], i = 1, 2, . . . , n. Hledáme př́ımku
y = a0 + b0x takovou, aby funkce f(a, b) =

∑n
i=1(a+ bxi − yi)

2 nabývala svého minima v [a0, b0], což je
řešeńı soustavy: a

∑n
i=1 1 + b

∑n
i=1 xi =

∑n
i=1 yi, a

∑n
i=1 xi + b

∑n
i=1 x

2
i =

∑n
i=1 xiyi.

Při zavedeńı v⃗1
def
= (1, 1, . . . , 1), v⃗x

def
= (x1, x2, . . . , xn), v⃗y

def
= (y1, y2, . . . , yn) jde o soustavu(

v⃗1
v⃗x

)(
v⃗T1 v⃗Tx

)(a
b

)
=

(
v⃗1
v⃗x

)
v⃗Ty .

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u – parabola: V rovině dány body [xi, yi], i = 1, 2, . . . , n. Hledáme
parabolu y = a0 + b0x+ c0x

2 takovou, aby funkce f(a, b, c) =
∑n

i=1(a+ bxi + cx2i − yi)
2 nabývala svého

minima v [a0, b0, c0], což je řešeńı soustavy:

 v⃗1
v⃗x
v⃗x2

(
v⃗T1 v⃗Tx v⃗Tx2

)a
b
c

 =

 v⃗1
v⃗x
v⃗x2

 v⃗Ty ,

3



kde v⃗x2 = (x21, x
2
2, . . . , x

2
n).

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u – rovina: V prostoru dány body [xi, yi, zi], i = 1, 2, . . . , n. Hledáme
rovinu z = a0 + b0x + c0y takovou, aby funkce f(a, b, c) =

∑n
i=1(a + bxi + cyi − zi)

2 nabývala svého

minima v [a0, b0, c0], což je řešeńı soustavy:

v⃗1
v⃗x
v⃗y

(
v⃗T1 v⃗Tx v⃗Ty

)a
b
c

 =

v⃗1
v⃗x
v⃗y

 v⃗Tz ,

kde v⃗z = (z1, z2, . . . , zn).

Analytická geometrie ve 2D a 3D

Úhel φ, který sv́ıraj́ı dva nenulové vektory u⃗ a v⃗: cosφ =
u⃗ · v⃗

∥u⃗∥∥v⃗∥
.

Př́ımka v rovině:
Vektorová rovnice: Dán bod Q a směrový vektor u⃗: X = Q+ su⃗, s ∈ R
Obecná rovnice př́ımky: ax+ by + d = 0; normálový vektor n⃗ = (a, b).

Odchylka př́ımek se směrovými vektory u⃗ a v⃗: cosφ =
|u⃗ · v⃗|
∥u⃗∥∥v⃗∥

, plat́ı i pro př́ımky v prostoru.

Vektorový součin v R3: u⃗× v⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
u1 u2 u3
v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1)

Základńı vlastnosti: (a) u⃗ = rv⃗, r ∈ R, pak u⃗× v⃗ = 0⃗; (b) u⃗× v⃗ = −v⃗ × u⃗;
(c) u⃗× (v⃗ + w⃗) = u⃗× v⃗ + u⃗× w⃗; (d) (su⃗)× v⃗ = s(u⃗× v⃗), s ∈ R;
(e) vektor u⃗× v⃗ je kolmý jak k vektoru u⃗, tak k vektoru v⃗; pravidlo pravé ruky;
(f) ∥u⃗× v⃗∥ = ∥u⃗∥ ∥v⃗∥ sinφ, kde φ je úhel vektor̊u u⃗ a v⃗;
(g) č́ıslo ∥u⃗× v⃗∥ udává obsah rovnoběžńıka určeného vektory u⃗ a v⃗.

Smı́̌sený součin vektor̊u u⃗, v⃗, w⃗: u⃗ · (v⃗ × w⃗)

Objem rovnoběžnostěnu daného vektory u⃗, v⃗, w⃗: |u⃗ · (v⃗ × w⃗)|
Rovina v prostoru:
Parametrická (vektorová) rovnice roviny ϱ (P, u⃗, v⃗ je dáno): X = P + su⃗+ tv⃗, s, t ∈ R
Obecná rovnice roviny ϱ: ax+ by + cz + d = 0; normálový vektor n⃗ = (a, b, c) ⊥ ϱ

Odchylka φ ∈ [0, π/2] dvou rovin s normálovými vektory n⃗1, n⃗2: cosφ =
|n⃗1 · n⃗2|
∥n⃗1∥ ∥n⃗2∥

Př́ımka v 3D prostoru:
Vektorová rovnice: dán bod P a směrový vektor u⃗, pak př́ımka p : X = P + su⃗, s ∈ R.
Pr̊unik dvou rovin, např.: př́ımka p = ϱ ∩ η, kde ϱ : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0
a η : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.
Odchylka φ ∈ [0, π/2] př́ımky se směrovým vektorem u⃗ od roviny s normálovým vektorem n⃗:

sinφ =
|u⃗ · n⃗|
∥u⃗∥ ∥n⃗∥

.

Řekneme, že dvě r̊uzné př́ımky jsou rovnoběžné, pokud maj́ı rovnoběžné směrové vektory; r̊uznoběžné,
pokud nejsou rovnoběžné a maj́ı společný bod; mimoběžné, pokud nejsou rovnoběžné a nemaj́ı společný
bod.

Vzdálenost bod̊u A,B ∈ R3: d(A,B)
def
= ∥B −A∥

Vzdálenost bodu P ∈ R3 od př́ımky p v R3: d(P, p)
def
= minX∈p d(P,X) =

∥(P −A)× u⃗∥
∥u⃗∥

, kde u⃗

je směrový vektor př́ımky p a A je libovolný bod př́ımky p.

Vzdálenost bodu P = [x0, y0, z0] od roviny ϱ dané obecnou rovnićı ax+ by + cz + d = 0:

d(P, ϱ)
def
= minX∈ϱ d(P,X) =

|ax0 + by0 + cz0 + d|√
a2 + b2 + c2

Vzdálenost dvou př́ımek p1, p2:
(a) rovnoběžných: viz vzdálenost bodu a př́ımky; (b) r̊uznoběžných: vzdálenost nulová;

(c) mimoběžných: d(p1, p2)
def
= minX1∈p1,X2∈p2 d(X1, X2) =

|(P1 − P2) · (u⃗1 × u⃗2)|
∥u⃗1 × u⃗2∥

,

kde Pi je libovolný bod př́ımky pi a u⃗i je směrový vektor př́ımky pi, přičemž i = 1, 2.
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