MMI1G: oficidlni tahak

LIMITA, DERIVACE A JEJICH POUZITI

Derivace elementarnich funkci:

f(z) =" f'(z) = na" ! f(z) =sinz f'(z) = cosz
flz) = ¢ (¢ > 0) F(z) = lne f(z) = cosz F(z) = —sinz
fa)=log,x (1 £a>0) )=~ f(@) = tga )= g
f(z) = arcsinz f(z) = \/11_7372 f@) = arccoss f'() = _\/11_7%2
f(2) = arctga fa) = s f() = arccotgr fe) =1
Derivace algebraickych operaci:
(f+a)=F+d, (F-g/=F—d, (o =g+, (5) - fg;zfg

Derivace slozené funkce: (f(g(h(x))))l = f'(g(h(x))) ¢ (h(x)) W (z)
Derivace funkci typu f(z) = g(z)"®), kde g(z) > 0: Vyuzitim f(z) = e/®)ng(),

Rostouci, klesajici, konvexni, konkavni funkce f na intervalu J:
Ve e J f'(x) > 0= f jena J rostouci, VreJ f'(r) <0= f jenaJ klesajici
Ve e J () > 0= f je na J ryze konvexni, Vz € J f”’(z) <0= f jena J ryze konkdvni

Inflexni bod [z, f(x0)]: Graf funkce f v ném ptechazi z jedné strany tecny na druhou. Jinak: funkce
f se méni v bodé zy z konvexni na konkavni nebo z konkdvni na konvexni. Postacujici (ne nutna)
podminka: Je-1i f”(zg) =0 a f"(x) # 0, je zo inflexnim bodem funkce f.

Sikma asymptota grafu funkce f pro = — +o0o0: y = kz + ¢, kde lim,_, ;o (f(z) — kz — ¢) = 0.
Pak limg 4o f(z)/x =k a limgy_ 4o (f(x) — kz) = q. Obdobné pro z — —oo.

Rovnice (a) teény a (b) normaély ke grafu funkce f v bodé [z, f(x0)]:
1
(a) y = f(zo) + f'(z0)(z — 20), (b) y= f(zo)— m(ﬂf — )

k1 — ko

14 kiks
tecen ke kiivkam cq a co ve spolecném bodé.

Funkce f sudéa: f(—z) = f(z), licha: f(—z) = —f(z), p-periodicka: f(z) = f(z + p)

Uhel o kiivek €1 a ¢t @ = arctg , je-li vsak kiko = —1, pak a = g; k1 a kg jsou smérnice

Tayloruv polynom 7T, stupné n v bodé a: f(z) =T,(z) + Ry+1(z), pficemz

/ " (n)
1) = fl@) + L0 -0+ L0 a1 T o
a Ryi1(x) = w(x - a)"*l. kde &, € (a,x), je-li 33‘> a, nebo &, € (z,a), je-li x < a
n+1 - (n+1)‘ ) T ) 5 J ) T y @)y ) :

I’Hospitalova pravidla: Necht pro funkce f a g bud le f(z) = lim g(x) =0, nebo lim g(x) = +oo
T—T0

T—T0 T—rT0

!/
(o lim f(z) neni v tomto piipadé t¥eba nic predpoklddat). Jestlize existuje lim f/(ac) (vlastni nebo
T—T0 T—=x0 g (IL')
/
nevlastni), pak existuje také lim /(@) a plati lim @ = lim / (x) Obdobné pro jednostranné limity
a—zo g(T) =g g(x) == ¢'(T)

aproxr — +00 ar — —0o0.

f(zk)

Newtonova metoda: Piiblizné feseni rovnice f(z) =0: zp41 =z — Flan)’ kde k=0,1,2,...
T




LINEARNI ALGEBRA

Vektor i € R": 4 = (uj,ug,...,up)
- o o n - N _ def
Soucet vektora 4,0 € R": W =ud+ 0= (u1 +v1,ug + v2,..., Uy + vp)
4 , N , —, def
Nasobeni vektoru i € R" skaldrem ¢ € R: ¢l = (cuq, cus, . .., cuy)

s, ~. PR P — — def
Skalarni soucin vektoru «,7 € R": @ 0= (4,7) = > ;- uv;

def

Norma (euklidovska velikost) vektoru @ € R": ||d|| = ||d]l2 = / (4, @)

Linedrni kombinace (LK) vektoru i, s, ..., 4, € R™:

je vektor @ = aiu1 + agtis + - - - + aptly, kde a1,a9,...,a € R.

Linearni obal mnoziny M vektora iy, Us,. .., U, € R™:

je mnozina vektoru {a1 i1+ - +amiy, : Ui, ..., Uy € M, a1,...,an € R}, znacime ji span{iy, da, . .., Un}
Linedrni zavislost (LZ) vektoru u,us,...,ud; € R": Existuji ¢isla a; € R takovd, ze aspon jedno
je nenulové a zaroven ¢ = ajiiy + agiis + - - - + aglly, kde 0= (0,0,...,0).

Nejsou-li vektory w7, Ua, ..., 4 LZ, jsou linedrné nezdvislé (LN).

Mnozina B vektoru z R" tvofi bazi netrividlniho (pod)prostoru V C R™: jestlize jeji vektory
jsou LN a linedrni obal mnoziny B je roven (pod)prostoru V (tj. B generuje V.) Kazdé dvé baze
podprostoru V' majf stejny pocet vektoru.

Dimenze (pod)prostoru V: Pocet vektoru (libovolné) baze (pod)prostoru V, znaéi se dim V.
Hodnost h(A) matice A: Maximélni pocet LN fadkovych (sloupcovych) vektoru matice A.

Nulovy prostor N(A) matice A typu m xn, m <n: N(A)={FeR": AZ =7}
Plat{ dim N (A) =n—dimV = n—h(A), kde V je lin. obal mnoziny vektoru tvorenych fddky matice A.

Frobeniova véta o feSeni soustavy Ar = l_;, kde A je typu m xn, m < n:
Soustava ma alespon jedno feSeni. < Vektor b je linedrni kombinaci sloupcovych vektori matice A. <

=,

h(A) = h(A|D)

Mnozina M, ; vSech FeSeni soustavy A7 = b: M, 5= To + N(A), kde ATy = b.

Nasobeni matice A typu m x n a matice B typu n x k:

C=ABtypumxk, cj=> 0 aibsj, i=1,...,m; j=1,... k.

Pro sloupcovy vektor b: &= Ab a &= (Ooh yaisbs, > oy asshs, .. Yy amsbs) "

Transponovand matice AT k matici 4 = (a;;) typu m x n:

Matice C' = AT, Cij = aji, typu n X m.

Vlastnosti: (AT)" = 4, (A+ B)T = AT + BY, (AB)" = BT A"

Inverzni matice A~! matici A typu n x n spliuje: AA™! = A7'A = I, kde I je matice identity
(jednotkova matice).

Vlastnosti: (AB)™' = B1A™L, (A7) =4, (A7) = (A7)
A je regularni, pokud k A existuje A~!, jinak singuldrni.

T

Zakladni vlastnosti determinantu étvercové matice A, pripadné B:
1

(a) det A = det AT (b) det(AB) = det A det B; (c) A reguldrni = det (A71) = ot A’

e
(d) Det. matice se nezméni, jestlize k jednomu z fadku matice pficteme LK ostatnich Fadki;
(e) Je-li A typunxn, pak det A # 0 <= h(A) = n, tj. matice A je reguldrni prave tehdy, kdyz det A # 0;
(f) Je-li B matice, kterd vznikne z matice A prohozenim dvou fadku, pak det B = — det A;
(g) Je-li B matice, kterd vznikne z matice A vynasobenim nékterého fadku nebo sloupce ¢islem r € R,
pak det B = rdet A;
(h) Je-li matice A horni nebo dolnf trojihelnikova, pak det A je sou¢inem jejich prvkua na hlavni diagonale.




Cramerovo pravidlo: Soustava AZ = b se ¢tvercovou reguldrni matici. Pak existuje jediné feseni

Z = (x1,29,...,7,)". Ozna¢me Bj matici, kterou dostaneme z matice A zaménou j-tého sloupce za
- det B;
vektor b. Plati z; = S
J det A

Inverzni matice k matici A ziskand pomoci adjungované matice: A~! = Jot AAdJA kde
T nezapomente na transpozici
A A Atn o nesap P
. Ao Az - Az o . y
AdjA = ) . ) . a A;j = (—1)"7 det M;; (algebraicky doplnék prvku a;j),
Anl An2 T Ann

pficemz M;; je typu (n — 1) x (n — 1) a vznikne z matice A vySkrtnutim i-tého fadku a j-tého sloupce.
Vypocet determinantu rozvojem podle i-tého fadku: Matice A = (a;5) je typu n x n,
det A = (—1)"*1az det My + (—1)"2az det Mg + -+ - + (—1)"*"ayn det My, = 30,
nebo podle j-tého sloupce
det A = ( )”104] det Ml] ( 1)j+2a2j det ng + o+ (—1)j+"anj det Mnj = Z?:l aiinj.
Newtonuv interpolaéni polynom stupné n:
Nu(z) = ao 4+ a1(z — z0) + ag(z — zo)(x — 1) + as(z — xo)(x — x1)(x — x2) + - - -

+an(z —x0)(x —z1)(x — 22) ... (T — TP—1),

aijAij

jeho graf prochazi zadanymi body Xy = [zo,yo], X1 = [z1,11], - -+, Xn = [Tn, Yn].
Koeficienty a; se ziskaji vyfesenim rovnic Ny, (z;) =v;, i =0,1,...,n.
Projekce vektoru v € R™ na vektor @ € R™: proj;(v) = & E - iﬂ'
U, U
Gramova - Schmidtova ortogonalizace: Dany LN vektory di,ds, ..., d, € R™, kde n < m. Hledame
LN vektory qi, @2, ..., qn € R™ takové, ze span{di, ds,...,dn} = span{qi, ¢, ..., ¢} a zaroven (g, ¢;) =

0, jestlize i # j, kde i, =1,2,...,n
Postup (ortogonalizace):

1) ¢ =a

2) @2 = da — projg (da)

3) ds = s — proig, (@) — projg, () a tak ddle

4) Gy = @n — projg, (a@n) — prOJQ2(EL’ ) = .. —projg (@)
qQ 5 7@ = n

Ortonormalizace: qu =

ydn =

lal @~ Jal’ 1o

Vlastni &isla a vlastni vektory matice A typu nxn: Ad = A, kde A € R a 0 # @ € R™. Vlastni ¢isla
jsou koteny charakteristického polynomu det(A — A\I) = 0. Vlastni vektory tesi soustavu (A — A\ )@ = 0.
Zdkladni vlastnosti: (a) A je singularni < ma vl. ¢. 0. (b) Ad = \ii = AAG = \2@

(c) Je-li Al = \ii a existuje-li AL, pak A=1i = \~Lai.

(d) or A =trA kde tr A = 37" | ay, a dile A\iAa. ..\, = det A4; éisla \; jsou vlastni ¢isla matice A
(zapotitand se svou nésobnosti).

(e) Ai AT majf stejna vl. éisla, v1. vektory mohou byt riizné.

(f) Je-li A redlnd a symetrickd, pak vSechna jeji vlastni ¢isla jsou redlna a k nim existuji navzajem kolmé
vlastni vektory.

Metoda nejmensich &tvercu — piimka: V roviné dany body [z;,y;], i = 1,2,...,n. Hleddme piimku
y = ag + bpx takovou, aby funkce f(a,b) = > I, (a + bz; — y;)? nabyvala svého minima v [ag, bo], coz je
feSen{ soustavy a Z? RER DY RE D PR ad i +bY a2 =3"" wy.

Pii zavedeni ¢ vl = (1 1,...,1), ¥y def (x1,22,...,2pn), Ty def (y1,%2,---,Yn) jde o soustavu
U]_ _{r _JT a o U]_ T
Metoda nejmensich ¢tverci — parabola: V roviné dany body [z;,v:], ¢ = 1,2,...,n. Hleddme
parabolu y = ag + bz + cox? takovou, aby funkce f(a,b,c) = Yo (a+bx; + cx? — y;)? nabyvala svého
171 a 171
minima v [ag, bo, co], cozZ je TeSeni soustavy: | Uy (171T Ty 1732) bl =1 ¥, ﬁ’yT ,
U2 c U2



= (2 2 2
kde U,2 = (x7,25,...,2;).

Metoda nejmensich ¢tverci — rovina: V prostoru dany body [x;,v:, 2i], i = 1,2,...,n. Hleddme
rovinu z = ag + boz + coy takovou, aby funkce f(a,b,c) = Y7 (a + bx; + cy; — z)? nabyvala svého
Uy a U
minima v [ag, by, co|, coz je Feseni soustavy: | ¥ (17? Tr z_fyr) b | =|v. |7,
Ty c Ty
kde ¥, = (21,22, -, 2n)-

ANALYTICKA CEOMETRIE VE 2D A 3D

u-v
ol

Uhel p, ktery sviraji dva nenulové vektory u a v: cosy =

Piimka v roviné:
Vektorova rovnice: Déan bod @ a smérovy vektor @: X = Q + s, s € R
Obecnd rovnice piimky: az + by + d = 0; normélovy vektor 7 = (a,b).

. L Lo - U . .
Odchylka ptimek se smérovymi vektory o a ¥: cos¢ = H‘_,H ” JH , plati i pro piimky v prostoru.
al|||v
T j k
Vektorovy souéin v R®: @ x ¥ = [u; wup ug| = (ugv3 — u3ve, uzvy — U103, U102 — Uv1)
vl V2 U3
Zakladnt vlastnosti: (a) 4 =10, r € R, pak 4 x 0 =0; (b) 4 x ¥ = —7 X U

()ux (T+ W) =uxv+udxw; (d)(si)x7=s(Ux7),seER;

(e) vektor @ x ¥ je kolmy jak k vektoru , tak k vektoru v; pravidlo pravé ruky;
(f) ||@ x ¥|| = ||@]| ||| sin ¢, kde ¢ je tihel vektoru 4 a

(g) cislo ||@ x ¥]] uddvé obsah rovnobéznika uréeného vektory i a v.

SmiSeny soucin vektoru ,v,w: - (U x W)
Objem rovnobéznosténu daného vektory o, v, w: |i- (T x )]

Rovina v prostoru:

Parametrickd (vektorova) rovnice roviny o (P, @, ¥ je ddno): X = P+ st + tU, s,t€R

Obecnd rovnice roviny g: az + by + cz +d = 0; normalovy vektor 77 = (a,b,c) L o

1 -7

Odchylka ¢ € [0,7/2] dvou rovin s normalovymi vektory 71, 7ia:  cosp = H’_, 1|| || _,2|||
ni no

Piimka v 3D prostoru:

Vektorova rovnice: dan bod P a smérovy vektor i, pak pitimka p: X = P+ su, s € R.

Prinik dvou rovin, napf.: piimka p = oNn, kde o: a1z + b1y +c1z+d; =0

an: ax+ by +coz +dp = 0.

Odchylka ¢ € [0, 7/2] piimky se smérovym vektorem @ od roviny s normélovym vektorem 7i:

) ][I

Rekneme, ze dvé rizné piimky jsou rovnobéiné, pokud maji rovnobézné smérové vektory; riznobézné,

pokud nejsou rovnobézné a maji spoleény bod; mimobézné, pokud nejsou rovnobézné a nemaji spole¢ny

bod.

Vzdalenost bodt A, B € R3: d(A, B)

sinp =

def
)5 - 4

) def

Vzdélenost bodu P € R? od piimky p v R3:  d(P,p) = minxe,d(P,X) = i€

je smérovy vektor piimky p a A je libovolny bod pfimky p.
Vzdélenost bodu P = [z, yo, 20] od roviny ¢ dané obecnou rovnici ax + by + cz +d = 0:
b d
AP, 0) < minye, d(P, X) = 1220 L0 150 2 d
Va2 + b2 + 2
Vzdalenost dvou piimek pi, pa:
(a) rovnobéznych: viz vzdélenost bodu a pifmky; (b) ruznobéznych: vzdalenost nulova,
|(PL— Py) - (11 X )|
[y x |
kde P; je libovolny bod piimky p; a u; je smérovy vektor piimky p;, pficemz i = 1, 2.

. e def .
(c) mimob&znych: d(p1,p2) = minx, ep, Xoep, (X1, X2) =

)



