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Opakovani
Derivace a monotonie

Véta (Lagrange): Je-li funkce f spojita na uzavieném intervalu
[a, b] a ma-li vlastni derivaci na otevieném intervalu (a,b), pak
existuje bod ¢ € (a, b) takovy, Ze f'(x) = w.
Plati toto:

f’(x) > 0 na (a,b) = f je rostouci na [a, b].

f'(x) < 0na(a,b) = f je klesajici na [a, b].

f’(x) =0na(a,b) = f je konstatni na [a, b].
Dusledek

f'(x) <0na(a,b) = f je nerostouci na [a, b].

f’(x) > 0na(a,b) = f je neklesajici na [a, b].

Vyuzivame ke zjist éni interval( monotonie.

f rostouci (klesajici) na [a, b]:
VXl,Xz c [a, b] & X1 < X p|at|,f(X1) < f(Xz) (f (Xl) > f(Xz)).
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Lokalni extremy

Ostré lokalni minimum v bodé xg:

30 >0Vx € (Xo — 0,X0 +9)&X #Xo f(x) > T(Xo)

V prstencovém okoli bodu xg méa funkce f vétsi hodnotu nez
v bodeé xg. Priklad: f(x) = x2, Xo = 0.

Neostré lokalni minimum v bodé xg:

30 >0Vx € (Xo —0,X0 +9)&X #Xo f(x) > T(Xo)

V prstencovém okoli bodu xg méa funkce f hodnotu aspon
takovou jako v bodé xq. PFiklad: f(x) = x + |x], Xo = 0.

Ostré lokalni maximum v bodé Xg:

36 >0Vx € (Xo— d,X0 +9)&X #Xo F(X) < f(Xo)

V prstencovém okoli bodu xo méa funkce f mensi hodnotu nez
v bodé xg. Pfiklad: f(x) = —x2, xo = 0.

Neostré lokalni maximum v bodé Xg:

36 >0V¥x € (Xo — ,X0 +9)&X #Xo F(X) <f(Xo)

V prstencovém okoli bodu xg méa funkce f hodnotu nejvySe
takovou jako v bodé xq. Pfiklad: f(x) = x — |x], xo = 0.
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Postup vysSet fovani lokalnich extrém

1) Body x € D(f), kde f’(x) = 0 (stacionarni b.) nebo f'(x)
neexistuje. (Dle nékterych autorli body skupiny 1) kritické b.)

2) Vysetfeni chovani funkce f v okoli téchto bodd. Napfiklad

v levém okoli bodu xg f roste, v pravém klesd = v xg funkce f
nabyva ostrého lokalniho maxima.

TéZ je mozné vyuzit postacujici podminky dané vétou:

Véta: Je-li f'(xg) = 0 af”(xo) > 0, ma funkce f v bodé x ostré
lokalni minimum.
Je-li f'(xg) =0 af”(xg) < 0, ma funkce f v bodé x, ostré lokalni

maximum.

6 Na intervalu (—1,4) ma

5 funkce ostré lokalni min.
‘; v bodech 0 a 3 s hodno-
5 tami 1 a 3, dale ostré lok.

max. v bodé 2 s f(2) = 5.
4 Derivace f'(0) = 0, f'(2) a
X /(3) neexistuiji.
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Globalni (absolutni) extrémy

Definice: Nejvétsi (nejmensi) hodnoté, kterou funkce f nabyva
na mnoziné M, fikame globalni (nebo absolutni) maximum
(minimum) funkce f na mnoziné M.

Pfipomenme: Funkce f spojitd na uzavieném intervalu [a, b]
ma na [a, b] globalni minimum i globalni maximum.

Jak spojitost funkce, tak uzavienost intervalu jsou podstatné!

g Body, v nichZ by na intervalu
4 [—1, 4] mohl byt glob. extrém
3 jsou —1, 0, 2, 3 a 4. Ostré
2 glob. min. v bodé& 0, kde
‘ f(0) = 1, ostré glob. max.
-1 0 1 2 3

* v bodé 4, kde f(4) = 6.
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Hledani globalnich extrém na intervalu [a, b]

> Vytvoiit B = {x € (a,b)| f'(x) = 0 nebo f’(x) neexistuje }.
> Vytvoiit B = B U {a,b}.
Tj. B sestava z bod, v nichz by mohl byt globalni extrém.
» UrCit takové prvky Xmin, Xmax € B, aby platilo
f(Xmin) = Minkep f(X) a f(Xmax) = Maxxep f(X).
Tj. vypocitat hodnoty funkce f v bodech z B a podle nejvétsi a nejmensi
z nich urcit odpovidajici argumenty funkce f.

Je-li interval (polo)otevieny nebo neomezeny, pak

> B jako vyse

» Vytvorit B pfidanim krajniho bodu intervalu, pokud je
konecny a je prvkem intervalu. Tedy B = B nebo
B=BuU{a} neboB =B U{b}.

» Jako vySe vyhodnotit f(x), kde x € B. Navic vySetfit
chovani funkce v blizkosti otevieného (neomezeného)
konce intervalu.
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Konvexni a konkavni funkce

Definice: Iiekneme, Ze funkce f je ryze konvexni na intervalu J,
jestlize pro kazdé tfi body X1, Xo, X3 € J takové, Ze x; < Xp < Xa,
plati: Bod Q2 = [Xo,f(X2)] lezi pod prfimkou Q;Q3, danou body
Q1 = [x1,f(x1)] @ Qs = [x3, f(x3)].

ryze konkavni ... nad pfimkou Q1Q3
(neryze) konvexni ... pod pfimkou nebo na pfimce Q,Q3
(neryze) konkévni ... nad pfimkou nebo na pfimce Q,Q3

Véta: Necht funkce f je spojitd na intervalu J. Pak plati

a)Vx € J f”(x) > 0= f je naJ ryze konvexni

b) vx € J f”(x) > 0 = f je na J (neryze) konvexni

c)Vx € J f’(x) < 0 = f je na J ryze konkavni

d) vx € J f”(x) < 0= f je naJ (neryze) konkavni

e)vx € J f’(x) =0=f je naJ linearni

Poznamka: Interval J miZze byt uzavieny a predpoklad o f”(x)
se mUzZe tykat jen vnitfnich bod0 intervalu J.
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Inflexni bod

Definice: Necht funkce f m& v bodé x, derivaci f'(xg). Jestlize
se funkce f méni v bodé xg z konvexni na konkavni nebo

z konkavni na konvexni, nazyvame bod xp inflexnim bodem.
Jinak: Pfechazeni z jedné strany teCny na druhou stranu.

2
1.5 f(X) _ sz X € (_17 1]a
1 12— (x—2)%, xe(1,3),
0.5
‘ ‘ ‘ ‘ - P)=2
-1 0 1 2 3 (1) =2"(1;) = -2,
, X inflexni bod xo = 1
— konvexni — konkavni — tecéna v x=1]

Tvrzeni: Je-li f”(xq) = 0 (kriticky b.) a f”/(xo) # 0, je Xo inflexni
bod funkce f. Pfiklad: f(x) = x3, xo = 0. Pozor, pokud " (xo) = 0,
tvrzeni nelze nijak pouzit. Viz xo = 0 a funkce napf. f;(x) = x*a fa(x) = x3,
kdy xo je inflexni bod funkce f;, ne vSak funkce fi, ta je na (—oo, +00)
konvexni.
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Asymptoty grafu funkce

Definice: Rekneme, Ze pfimka y = kx + q je Sikmou
asymptotou grafu funkce f pro x — —oo, jestlize
limy— oo (f(X) —kx —q) =0.

... prox — oo, jestlize limy_, o (f(x) —kx —q) =0

Rekneme, Ze pfimka x = X, je svislou asymptotou grafu funkce
f v bodé xg, jestlize funkce f ma v bodé xq alespon jednu
jednostrannou limitu nevlastni (tj. +o0o nebo —oo).

Vypocet konstantk a q: k = limy_,_ f(X_x)
kK =limy_ 10 f(X_x); g = limy—, —(f(Xx) — kx), pfipadné

g = limy_ oo (f(X) — kx)

, pfipadné

Priklady: Funkce f(x) = tg(x) mé svislé asymptoty v bodech
X =m/2+km, kde k € Z.

Funkce f(x) = arctg(x) ma pro x — —oo Sikmou asymptotu
y = —m/2 a pro X — oo Sikmou asymptotuy = /2.
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Vysetreni pribéhu funkce f

» definicni obor D(f); f je sud4, lich4, periodickd; intervaly
spojitosti (téz zleva, zprava); limity v krajnich bodech
intervalll tvoficich D(f); priseciky se soufadnymi osami (t;.
y =f(0) ax € D(f) spliujici f(x) = 0)

» f/, D(f'); intervaly monotonie; lokalni extrémy

» 7, D(f"); intervaly konvexnosti a konkavnosti, inflexni body

» Sikmé a svislé asymptoty; graf f; obor hodnot #(f) (nékdy
jej 1ze urcit uz spolu s D(f))
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3
Pﬁmad:ﬂx):-—é;i, D(f) = (00, —2) U (~2,2) U (2, +00)
Funkce f je licha (f(—x) = —f(x)), neni periodicka.
Je spojita na intervalech, které tvofi D(f).
limy oo F(X) = +o0 =limy_, 5 f(X) = limy_»_ f(X),

)

limy_,_2, f(x) = —oo = limy_,5, f(X) = limy_, ;o f(X)
wm——xg 5?,MW—DW

f/(x)=0 = x=-2V3,x=0,x=2V3

Funkce klesa na intervalech (—oo, —2+/3] a [2V/3, +00); roste na
intervalech [-2v/3, —2), (-2,2) a (2,2v/3].

Ostré lokalni minimum v x; = —2/3, f(x1) = 3v/3, ostré lokalni
maximum v x, = 2v/3, f(x2) = —3v/3.

2
f = —8)()5)2(72)132), funkce je ryze konvexni na intervalech (—oo, —2)
a [0, 2), ryze konkavni na intervalech (—2,0] a (2, +0o0). Inflexni bod
x =0,f(0)=0

Svislé asymptoty x = —2 a x = 2, Sikma asymptotay = —x (vypocet
pomoci limit, viz str. 9).
Obor hodnot H(f) = (—o0, +00)
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Taylortiv polynom

Véta: Necht funkce f ma v intervalu J = [a,a + h] (pfipadné
J = [a+ h,a], je-li h z&porné) spojité derivace do fadu n + 1
vCetné. Pak existuje bod & € J takovy, Ze pro x = a + h plati

f(X) = Tn(X) + Rny1(x),

kde
Ta(x) =f(a)+ ia)(x— )+f”(a) (x—a)?+-- +f(n)(a)(x—a)n
) )

Rnia(x) = m(x —a)"".

Definice: Polynomu T, se fika Taylor{iv polynom stupné n
v bodé a. (Je-li a = 0, pak Maclaurindv polynom).
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Taylor(iv polynom

2 -
1 L
O L
st. 0

-1y —st. 1

—st. 2
27 st. 5

—st. 9
-3r —_—f

© bod dotyku

-4 L L

014 0.6 0.8 1 112 114 116
Rozvoj funkce f v okoli bodu a:
n
() k
f(x)~ o (x—a)
k=0

Graf: f(x) = sin(2x2), f’(x) =2In 2x2x° cos(2x2), a=1.
T3(x) = 0,9092974 — 1,153804(x — 1) — 4,871656(x — 1)* — 8,031152(x — 1)°
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Pfiklad: Na intervalu | = [—«, a], kde a = 0,1, nahrad’'me funkci
f(x) = sinx Taylorovym polynomem ¢tvrtého stupné v bodé a =0 a
odhadnéme shora absolutni hodnotu chyby, jiz se nahradou
dopustime.

Jestf(a) =0, f’'(a) = cosx|,_, =1,f"(a) = —sinx|,_, =0,
f(a) = —cosx|,_, = —1, f¥(a) = sinx|,_, = 0, z toho plyne, Ze v
T. polynomu koeficient u ¢tvrté mocniny bude roven nule a
x3 x3
Ta(x) =Ta(X) =% — 3= X —3;.
Dale prox €l jesinx =x — % + Rs(x),

(&) s _ sin®(&) 5 cosé s
kde Rs(x) = E) (x —a) =5 X = =55 X
aé € [a,x] nebo & € [x, ], je-li x < a.
Necht x € I, horni odhad: |Rs(x)| < maxxei |Rs(X)

coséx, 5 . 8
< — = -1
oo IX°| < 155 ~ 833333 - 10

= MaXye|

5

Poznamka: Pro a = /2 je maxye| [Rs(x)| < %o ~ 0,07969.
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Priblizné feSeni rovnice f(x) = 0 Newtonovou metodou
Myslenka: Sestrojit teCnu ke grafu funkce f v bodé [, f(xk)]
a najit jeji prisecik xi 1 S 0sou X.

Tecna:y = f(xq) + (X ) (X — x«)
Resime f(xy) + f'(xx)(x — x¢) = 0, odtud algoritmus

Xk+1=Xk—%, kdek =0,1,2,...

a pocatecni bod xg zvolime.
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Keplerova rovnice pro neruseny keplerovsky pohyb druzic:

E —esinE =M, kde E je excentrickd anomalie, M je stfedni
anomalie a e je excentricita eliptické drahy.

PFiklad: M = 4,8484, e — 0,048, E —?
Resime f(E) =E —esinE —M =0, tj. f/(E) = 1 — e cosE.
Zvolme pocéatecni hodnotu Eq; = 4.

Pak f(Eo) = —0,8120734802, f/(Eo) = 1,031374894 a

£ _g  f(Eo) _, 4-0048sin4 48484
TR0 (E) 1—0,048cos 4
_ 4 —08120734802 4,787369835261424,

1,031374894

mame f(Eo) < f(E1) < 0, nebot f(E;) = —0,01316503288.

Dalsi krok E, = E; — f(E1)/f'(E1) = 4,800582376341891,

f(E,) = —4,17684 - 10-5.

Dali iterace E; = E; — f(E,)/f'(E») = 4,800586570568975,
f(Es) = 4,3 - 1071° ~ 0 ukazuje, Ze uz mame uspokojivé feseni.
Jesté zkusime jednu iteraci, vysledek E; = 4,800586570569398,
f(E4) = 4,3 - 10~1° uz nevede ke zlep3eni (vliv zaokrouhlovacich
chyb).
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Fyzikalni vyznam derivace

Priklad: Je dan kvadr s konstantni vyskou ¢ a se Ctvercovou
podstavou s délkou strany b(t) zavislou na Case t. OkamZita
rychlost zmény délky strany b(t) je popséna funkci v (t),
okamZité zrychleni této zmény je popsano funkci a(t). Najdéte
funkce, které popisuji okamzitou rychlost a okamzité zrychleni
zmény objemu V (t) kvadru v zavislosti na Case.

Plati V (t) = cb?(t), v(t) = b’(t) a a(t) = v/(t) = b”(t).
Rychlost zmény objemu:

V/(t) = (cb?(t))" = 2cb(t)b’(t) = 2cb(t)v(t).
Zrychleni zmény objemu: V”(t) = (2cb(t)v(t))’

= 2¢ (b'(t)v(t) + b(t)v/(t)) = 2c (v2(t) + b(t)a(t)).
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Priklad: Hmotny bod se pohybuje po pfimce. Zavislost jeho
drahy s(t) (v metrech) na €ase t (v sekundéch) je popsana
funkei s(t) = 2t3 — 6t2 + 16t. UrCete:

a) okamzitou rychlost a zrychleni v Casech t; = 1sat, = 65;
b) €asy, v nichZz se méni orientace pohybu, a okamzitou
rychlost v a okamzité zrychleni a v téchto Casech.

Strucné: derivace drahy = rychlost,

derivace rychlosti = zrychleni.

a) Rychlost v(t) = s/(t) = 2t2 — 12t 4 16, v(1) = 6 [m/s]
av(6) =16 [m/s].

Zrychleni a(t) = s”(t) = 4t — 12, a(1) = —8 [m/s?],

a(6) = 12 [m/s?].

b) Zména orientace < zména znaménka rychlosti v ¢asech,
pro néz v(t) = 0, cozZ nastane v Casecht; =2 aty, = 4.

Pak a(2) = —4 [m/s?] a a(4) = 4 [m/s?].
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