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Uvod

O zakladech analytické geometrie se predpoklada, ze se s nimi studujici seznamili béhem
stredoskolského studia. Proto se priprava na feSeni jednoduchych piikladu, které se ob-
jevuji u zkousky, ponechava predevsim na samostudium. Nicméné pro uleh¢eni piipravy
a pro ilustraci okruhu zkouskovych prikladu vznikla tato minisbirka.

Zakladni stavebni kameny, z nichz lze vybudovat cestu k feSeni, jsou mj. obsazeny
v oficidlnim tahdku k MM1G. Ve sbirce jsou prislusné pojmy oznaceny *. Mista v textu,
kterd jsem povazoval za nadpramérné dulezitd, jsou oznacena (!) na pravém okraji stranky.
Naptiklad nalezeni pruniku piimky s rovinou je diléim tkolem v ptikladu 2. Smyslem
prikladu neni poskytnout navody pro feseni vsemoznych ptikladu, nybrz ukazat, jak se
z nékolika zakladnich kamenu (vektorovy soucin, skaldrni souéin, projekce, varianty rovnic
roviny a piimky, feSeni soustavy linedrnich algebraickych rovnic) buduje cesta k vyfeseni
zadané ulohy.
je uvédomit si, ze k vyteSeni docela pestré rodiny uloh postaci vhodna kombinace nékolika
zakladnich pojmu a nastroju. Jsou to

e vektorova rovnice primky: X = Q + su, s€R

e parametrickd (vektorovd) rovnice roviny: X = P+ su +tv, s,t € R

17a peclivé piedteni textu, promysleni jeho obsahu a za pfipominky, které vedly k vétsf srozumitelnosti
a sdélnosti této minisbirky, dékuji osobé, ktera si ze skromnosti nepidla byt jmenovéana.



e obecnd rovnice roviny: ax +by +cz+d =0
e normdlovy vektor roviny ax + by + cz+d=0: n = (a,b,c)

o skaldrni soucin vektori u = (uq,us,uz) a v = (v1,v2,v3): (W, V) = w-vV = ugv; +
U9V + U3v3

o vektorovy soucin vektori w = (ug,us,uz) a v = (v1,v2,v3): U X v = (ugvy —
U3Vs, U3UL — U1U3, U1V — UsV1)

U U2 U3
o smiseny soucin vektori u, v a w = (w1, wa, w3): w- (VX W) = |v; V2 U3
w1 W W3

o délka (velikost) vektoru: ||u|| = v/(u,u) = u-u

u-v
e uhel p, ktery sviraji dva nenulové vektory u a v: cosp =

TallTol (muze byt i tupy)
(u, w)
(u, u)

Ctenafum doporucéuji ucebnici http://www.realisticky.cz/ucebnice.php?id=4.
Ti, kdo se s analytickou geometrii dosud setkali jen omezené, v ni naleznou pékné zpraco-
vané zakladni poznatky, vsichni pak mohou vyuzit fadu vytesenych ptikladu pokryvajicich
i ulohy, na néz se v této minisbirce nedostalo.

e projekce vektoru w na vektor w: proj, (w) = u, k projekci pozndmka?

Priklady

Pi#iklad 1: Rovina g je ddna body A = [1,2,0], B = [1,0,3] a C = [0, 2, 3]. Napiste
obecnou rovnici roviny p.

Reseni: Obecné rovnice roviny ¢ mé tvar* ax + by + cz + d = 0. Vime, ze vektor (a, b, ¢)
je normalovym vektorem* roviny o. Vzpomeneme si na vlastnosti vektorového soucinu*
a ihned nas napadne, ze vektorovym soucinem dvou vektoru v roviné p ziskame vektor
k nim kolmy, tj. normélovy vektor roviny g. Potiebné vektory jsou v roviné g urceny body
A, B a C'. Pocitejme

’UAB:B—A:<O,—2,3), ’UAC:O—A:(—LO,?)), ’UABX’UAC:(—6,—3,—2).

Vektor (—6, —3, —2) je kolmy k roviné g a jeho slozky bychom mohli ztotoznit s parametry
a, b a c. Protoze vsak radéji pocitame s kladnymi ¢isly, ke stanoveni obecné rovnice roviny
o0 pouzijeme vektor (6,3,2), jenz je samoziejmé také kolmy k roviné p. Ziskdme rovnici
6x + 3y +22+d=0.

u, w u, w u

2Protoze (u, )u = (u, 2)u = (ug, w)ug, kde ug = — je vektor délky jedna, plati pro velikost
(u, ) [l [l

vektoru proj,, (w), ze ||proj, (w)| = |(ug,w)|. Toto &islo tedy je velikost kolmého prumétu vektoru w

do jednotkového vektoru wg. Jinymi slovy, pro vektor ¢ = w — (ug, w)ug plati, Ze je kolmy na vektor w
aze w = q+ (ug, w)up.



Obrazek 1: K prikladu 2. CtyFstén je zdrovei jednim ze dvou Fedeni piikladu 3.

Pro urceni hodnoty d postaci do rovnice dosadit souradnice néjakého bodu, ktery lezi
v roviné g, napiiklad bodu A. Z rovnice 6-1+3-2+d = 0 plyne d = —12. Obecna rovnice
roviny o tedy je 6z + 3y + 2z — 12 = 0.

Zkouska: Dosazenim ovéiime, ze zadané body lezi v roviné p.

Piiklad 2: Rovina p je dédna body A = [-1,2,0], B = [1,0,3] a C = [0, -2, 3|. Z bodu
W = [2,2, 6] spustte kolmici p na rovinu g a urcete jeji prusecik P s rovinou g. Vypocitejte
objem ctyisténu ABCW.

Reseni: Postupem jako v pifkladu 1 odvodime normélovy vektor n, roviny o, tj. n, =
vap X vac = (6,—3,—6), a obecnou rovnici roviny g, tj. 6z — 3y — 6z + 12 = 0, tu vsak
muzeme zjednodusit na 2z —y — 2z + 4 = 0. Pozor, vektor n, = (2,—1,—2) je kolmy k
roviné o a je vhodny pro odvozeni obecné rovnice roviny a definici kolmice k roviné, avsak
vztah k obsahu trojuhelnika ABC md vektor m, = vap X vac = (6,—3,—6). Nelze tedy
bezmyslenkovité zaménovat n, a M.

Vektorova rovnice* kolmice p je X = W + tn, = [2,2,6] + t(2,—1,—2), kde t € R.
Protoze P € p a zaroven P € p, musi pro néjaké ¢y € R platit

2(2 + 2tg) — (2 — ty) — 2(6 — 2t) +4 =0,

2 {10 4 14

odtud to = § aP = E, §, ?:|, viz Obr. 1.

Objem V jehlanu je roven tretiné soucinu obsahu jeho podstavy S a jeho vysky v,

N ©

tj. V = gSU. Vime, ze S = ||n,||/2 (polovina obsahu rovnobéznika), konkrétné S =



4 2 4
Vyska v je rovna délce usecky PW: v = H (5, —= ——) = 2. Odtud V = 3.

37 3
Kontrolu muzeme provést i ponékud pozménénou tvahou o vysce jehlanu. Vzdélenost
v bodu W od roviny g je rovna velikosti vektoru, ktery dostaneme jako kolmy pramét (pro-

jekci) vektoru (napiiklad) vpw = W —B = (1,2, 3) do vektoru normaly n,. Z predchoziho

vime, ze S = ||n,||/2aV = §SU = 6”"9”7)7 tedy

1

sl

1

~ @yl ()

1 1
Po dosazeni konkrétnich vektortt V = 5 1((1,2,3),(6,-3,-6))| = gg = 3. Zdtraznéme,

ze vztah (1) neplati pro jakykoli normalovy vektor roviny p. Vysli jsme totiz ze vztahu
S = ||n,l||/2, jenz vznikl z vektorového sou¢inu vektoru odpovidajicich dvéma stranam
trojuihelnika, jenz tvoii jednu sténu c¢tytsténu.

e

1
v =Zln,ll

‘ (n,, vpw)

(T2g: T2p)

pProj,, (Vew) H =

Pozndamky: Stejnou hodnotu V' dostaneme i v piipadé, ze v (1) misto vy pouzijeme
vaw = (3,0,6) nebo vew = (2,4, 3).

Zaroven muzeme odvozeny vztah zobecnit na vypocet objemu jehlanu nebo hranolu
s podstavou tvofenou trojihelnikem® ABD nebo rovnobéznikem ABC D

1
V= E\(UAB X VAp) - Vaw|, (2)

kde vaw = W — A je vektor dany hranou AW jehlanu nebo hranolu (nerovnobéznou
s podstavou), k = 6 pro jehlan s trojihelnikovou podstavou, k& = 3 pro jehlan s rov-
nobéznikovou podstavou, k = 2 pro hranol s trojihelnikovou podstavou, £ = 1 pro hranol
s rovnobéznikovou podstavou (rovnobéznostén). Tecka znaci skaldrni soucin.

Priklad 3: Rovina ¢ je ddna body A = [-1,2,0], B = [1,0,3] a C = [0,C,, 3]. Najdéte
vSechny hodnoty C,, takové, aby ¢tyistén ABCW, kde W = [2,2, 6], mél objem V' = 3.

. 1 1
Regeni: Objem jehlanu (Ctyfsténu) V = gvS, kde v je vyska jehlanu a S = §||’UAB X
v ac|| obsah jeho podstavy — trojihelnika ABC', viz vlastnosti vektorového sou¢inu* dvou

vektoru. Vysku v uréime pomoci projekce* vektoru vy = W — A na vektor v g X v4c,
coz je podrobné vylozeno v ptikladu (2). Podobné jako u (2) dospéjeme? k

1 1
V= cl(0ap x vac) - vaw| = ¢ 1((2,-2,3) x (1,Cy — 2,3)) - (3,0,6)]
1 1
= 6 |(_3Cy> _3>2Oy - 2) ’ (37()’ 6)| = 6|30y - 12| (3)
Zaroven dle zadani V = 3 a (3) vede k rovnici
1
6|30y — 12| =3,
|Cy - 4’ =0,

3Proé¢ trojihelnik ABD a nikoliv ABC? Protoze pak by nebylo mozné vechny uvazované piipady
popsat jednotnym vztahem (2).

4Poznamenejme, ze vypocéet smiseného soucinu (vap X vac) - vaw odpovidad vypoctu determinantu
vaw
VaB
vac

matice sestavené z fadkovych vektoru . Protoze nas zajiméa absolutni hodnota vysledku, na poradi

vektoru v matici nezdlezi.

(")
")



kterd md dveé feseni: Cy; = 10 a C, 2 = —2. Jim odpovidaji dva body, a to® C; = [0, 10, 3]
a CQ = [0, —2,3].

Piiklad 4: Pro ptimku p plati p = 01 Noy, kde 07 : 24+ 2y+32+4 =0 a oy :
3r — 2y — z — 2 = 0 jsou obecné rovnice rovin o; a gy. Stanovte vzdajemné postaveni
piimky p a ptimky ¢, kde

a) ¢: X =0Q+sw,kde Q@ =[1,1,1], w=(2,-1,2) as € R;

b) ¢: X =Q+ sw, kde Q@ =1[1,1,1], w = (—6,-15,12) a s € R;
c) ¢g: X =Q+ sw, kde @ =1[1,1,1], w = (—9,-22,16) a s € R;
d) ¢: X=Q+sw, kde Q =1[3,7,-7], w=(8,20,—16) a s € R.

Jsou-li pfimky p a ¢ rovnobézné nebo mimobézné, stanovte jejich vzdélenost, jestlize se
protinaji, urcete jejich prusecik.

Resend: Nejprve nalezneme vektorovou rovnici pifmky p. P¥fmka p lezi v obou rovinach,
je tedy kolma k jejich normalovym vektorum n,, = (1,2,3) a n,, = (3, =2, —1). Smérovy
vektor u, piimky p tedy ziskdme vypoctem vektorového soucinu

Ny, X Ny, = (4,10, —8),
pro jednoduchost zvolme
u, = (2,5, —4).

Pro urceni vektorové rovnice pifmky p : X = P + tu,, t € R, ndm zbyva nalézt
néjaky bod P € oy N oe. Protoze vSechny slozky vektoru w, jsou nenulové, vektor u,
neni rovnobézny s zadnou ze soufadnych rovin o, 0., 0,. a piimka p protina kazdou z
techto rovin, tedy napiiklad i rovinu o,,. Muzeme tudiz hledat bod® Pe p takovy, aby
Pe 01N o2 N0y, ¢imZ je urcena treti soufadnice bodu P= [7,7,0]. Zbyvajici souradnice
ur¢ime z obecnych rovnic rovin o; a 05, do nichz dosadime z = 0

1 2 | —4 1 2] —4 B o o o
(3 -2 | 2)’“(4 0 | _2>:>4=T——27I+2y— 4=z=-1/2, y=-7/4.

Tedy P = [—1/2,—7/4,0] a vektorové rovnice piimky p je X = ]3+tup, t € R. S takovym
vyrazem bychom mohli pocitat, ale davame prednost celym ¢islum. Vidime, ze napiiklad

prot=—1/4bude P =P — %up =[-1,-3,1] € p. Pak
p: X =P+tu,=[—1,-3,1+1¢(2,5 —4), t € R. (4)
Pozndamka: K vektorové rovnici pirimky p dospéjeme i feSenim soustavy
(1 2 3 | —4)N<1 2 3 | —4)N(1 2 3 | —4)
3 =2 -1 | 2 0 -8 —10 | 14 045 | =7)°
Zvolme z =1, pak y = —(7+5r)/4 a
r=-4—-2y—3z=—-44+(7T+5r)/2—-3r=-1/2—1r/2.

5Srovnejte se zaddnim piikladu 2.
6Pro¢ misto P € p zavddime bod P € p bude ziejmé za chvili.



Odtud (z,y,2) = (—1/2,-7/4,0) + r(—1/2,—-5/4,1), kde r € R. Volbou r = —4t + 1
ziskdme stejny vysledek (4).

a) Vektory w = (2,—-1,2) a u, = (2,5, —4) nejsou jeden ndsobkem druhého (nejsou
kolinearni), piimky p a ¢ tedy nejsou rovnobézné ani totozné. Vysetieme, zda se protinaj,
tj. zda maji spolecny bod. Hledame tedy prusecik resenim rovnice P + tu, = @) + sw,
¢iselné [—1, =3, 1] +t(2,5,—4) = [1,1,1] 4+ s(2, —1, 2). Jinak Fec¢eno, hleddme koeficienty ¢
a s linedrni kombinace, aby platilo tu, + s(—w) = Q — P = [2,4,0]. V maticovém zépisu

2 -2\ ,, 9
51 (): A
4 —9) \* 0

Zkoumejme, zda soustava ma feseni:

2 -2 | 2 1 -1 ] 1 1 -1 | 1
5 1 | 4] ~f0 6 | =1]~[0 6 | -1]. (5)
4 =2 ] 0 0 -6 | 4 0 0 | 3

Je patrné, ze hodnost matice soustavy je mensi nez hodnost rozsifené matice soustavy.
Soustava tedy nemd feSeni a p N ¢ = (), primky se neprotinaji, jsou mimobézné.
Vzdalenost d(p, ¢) dvou mimobézek*

(P = Q) - (u, X w)|

[, x aw]]

d(p,q) = = .- dosazeni a vypocet - - - = 2.

Pozndmka: Posouzeni, zda jsou piimky mimobézné, muzeme provést i jinym postupem.
Definujme vektor vgp = @ — P. Pokud jsou piimky ruznobézné, lezi v jedné roviné
a vektory u,, w a vgp jsou linedrné zavislé, coz lze zjistit napiiklad vypoctem hodnosti
matice sestavené z téchto vektoru nebo vypoctem determinantu této matice (linedrné
zavislé — hodnost mensi nez tii, determinant roven nule). Hodnost matice se sloupci u,,
w a vgp jsme vlastné odvodili pii FeSenf soustavy rovnic (5), je rovna tfem, vektory jsou
linedrné nezavislé.”

b) Vektory w = (—6,—15,12) a uw, = (2,5, —4) jsou jeden nasobkem druhého (w =
—3u,), jsou kolinedrni. Piimky p a ¢ tedy jsou rovnobézné nebo totozné. Avsak vektor
vop = @ — P = (2,4,0) neni ndsobkem vektoru u, = (2,5, —4), bod @ tedy nelezi
na piimce p, piimky nesplyvaji, jsou rovnobézné. Jejich vzdalenost je rovna napiiklad
vzdalenosti* d(Q,p) bodu @ od piimky p

d(Q,p) = I@ ) x| = ---dosazeni a vyjpocet - - - = 5 6_\/5

[ BEVC

¢) Vektory w = (-9, —22,16) a u, = (2,5, —4) nejsou jeden ndsobkem druhého (nejsou
kolinearni), piimky p s ¢ tedy jsou ruznobézné nebo mimobézné. VysSetteme, zda se
protinaji, tj. zda maji spoletny bod. Hleddme tedy prusecik resenim rovnice P + tu, =
Q + sw, ¢iselné [—1,—3,1] 4+ (2,5, —4) = [1,1, 1]+ s(—9, —22, 16). Jinak feceno, hledame

"Piipomenme, Ze hodnost matice i matice k ni transponované je shodnd. Neni tedy na zdvadu, zZe
posuzované vektory netvoii fadky matice.



koeficienty ¢ a s linedrni kombinace, aby platilo tu, + s(—w) = Q — P = [2,4,0]. V ma-
ticovém zapisu

2 9 ' 2

5 2 ( ) ~ (4

—4 —16) \° 0

Zkoumejme, zda soustava ma feseni:

2 9 | 2 2 9 | 2 2 9 | 2
522|4~01|2~01|2~<(2)?I3>.
-4 —-16 | 0 02 | 4 01| 2
Vidime, Ze matice soustavy i rozsifena matice soustavy maji stejnou hodnost dvé. Sou-
stava tedy ma feSeni, konkrétné s = 2 a t = —8. Tomu odpovida prusecik S = p N
qg = [-1,-3,1] — 8(2,5,—4) = [—17,—43,33]. Stejny vysledek obdrzime z [1,1,1] +
2(—9,—-22,16) = [—17,—43, 33].
2 9 2
Pozndmka: Opét 1ze uplatnit postupy z poznamky k tloze a). Matice | 5 22 4| mé
—4 —-16 0

hodnost dvé, jeji determinant se rovna nule (—144 — 160 + 176 + 128 = 0), vektory jsou
linearné zavislé, primky lezi v jedné roviné.

d) Vektory w = (8,20, —16) a u, = (2,5, —4) jsou jeden nasobkem druhého (w = 4u,),
jsou kolinedrni. Piimky p a ¢ tedy jsou rovnobézné nebo totozné. Vektor vop = @ —
P =[3,7,—-7 — [-1,-3,1] = (4,10, —8) je dvojndsobkem vektoru u,, bod @) tudiz lezi
na piimce p, piimky jsou totozné.



