
Poznámky k výsledk̊um zkoušek z MM2G ve zkouškovém obdob́ı LS 2024/2025

Zkouška 28. 5. 2025 Účast 16: 4 A, 2 B, 1 C, 1 D, 1 E, 7 F (44%)
[Doba opravováńı cca 7 člověkohodin.]

Obecný komentář: Předloni i o rok dř́ıve byla neúspěšnost prvńı zkoušky 56%, loni 40%,
letos prvńı zkouška dopadla velmi podobně, a to i skladbou známek.

K řešeńı př́ıklad̊u:

Př́ıklad 1: Prvńı př́ıklad už napohled budil obavy z rozsáhlého integrováńı. Tomu se však
dalo vyhnout trochou uvažováńı.

Prvńı dvě ortogonálńı funkce na intervalu [−π/2, π/2], tj. û0 = 1 a û1 = x , byly vlastně
zadány, s nimi nikdo problém neměl. Pot́ıže se objevily při ortogonalizaci funkce u2 = sin x.

Hledáme1 û2 = u2 − c2,0û0 − c2,1û1, aby platilo

0 = (û2, û0) = (u2, û0)− c2,0(û0, û0)− c2,1 (û1, û0)︸ ︷︷ ︸
ortogonálńı, rovno 0

c2,1·0
=

∫ π/2

−π/2

(sin x− c2,0) dx

sin je lichá
= 0− c2,0π, pak c2,0 = 0. (1)

Jelikož má být

0 = (û2, û1) = (u2, û1)− c2,0 (û0, û1)︸ ︷︷ ︸
=0

−c2,1(û1, û1)

=

∫ π/2

−π/2

x sin x dx− c2,1

∫ π/2

−π/2

x2 dx

sudá, dolńı mez 0
= 2

∫ π/2

0

x sin x dx− 2c2,1

∫ π/2

0

x2 dx

per part.
= 2

(
[−x cos x]

π/2
0 +

∫ π/2

0

cosx dx

)
− 2c2,1

[
1

3
x3

]π/2

0

= 2
(
0 + [sin x]

π/2
0

)
− 2c2,1

π3

24
= 2− 2c2,1

π3

24
, (2)

jest c2,1 =
24

π3
a û2 = sin x− 24

π3
x . Jako vedleǰśı produkt jsme zjistili, že

∫ π/2

−π/2
x sin x dx = 2.

Nyńı se věnujme funkci u3 = cosx. Hledáme û3 = u3−c3,0û0−c3,1û1−c3,2û2 a využ́ıváme

1Připomı́nám, že je jedno, zda použijete vyjádřeńı û2 = u2 + c2,0û0 + c2,1û1. nakonec dostanete stejnou
funkci û2 jako při û2 = u2 − c2,0û0 − c2,1û1.

1



ortogonalitu funkćı. Vztahy

0 = (û3, û0) = (u3, û0)− c3,0(û0, û0) =

∫ π/2

−π/2

cos x dx− c3,0

∫ π/2

−π/2

1 dx

= 2[sin x]
π/2
0 − c3,0π = 2− c3,0π ⇒ c3,0 =

2

π
,

0 = (û3, û1) = (u3, û1)− c3,1(û1, û1) =

∫ π/2

−π/2

(x cosx︸ ︷︷ ︸
lichá

−c3,1x
2) dx

= 0− c3,1

∫ π/2

−π/2

x2 dx

︸ ︷︷ ︸
neńı nutné vyč́ıslit, stač́ı, že 6= 0

⇒ c3,1 = 0,

0 = (û3, û2) = (u3, û2)− c3,2(û2, û2)

=

∫ π/2

−π/2

cosx

(
sin x− 24

π3
x

)

︸ ︷︷ ︸
sudá · lichá= lichá, integrál nula

dx− c3,2 (û2, û2)︸ ︷︷ ︸
z principu > 0

⇒ c3,2 = 0

vedou k û3 = cos x− 2

π
. Takže té integrace vlastně mnoho nebylo.

Máme ortogonálńı systém funkćı a můžeme přej́ıt k MNČ, tj. k aproximováńı funkce y
funkćı yapr(x) =

∑3
i=0 aiûi(x). K tomu vede cesta přes soustavu lineárńıch algebraických

rovnic

(ûi, û1)a1 + (ûi, û2)a2 + (ûi, û3)a3 + (ûi, û4)a4 = (y, ûi), kde i = 0, 1, 2, 3.

V zadáńı bylo doporučeno věnovat se nejprve pravé straně

(y, û0) =

∫ π/4

−π/4

dx =
π

2
,

(y, û1) =

∫ π/4

−π/4

x dx = 0 (lichá funkce),

(y, û2) =

∫ π/4

−π/4

(
x− 24

π3
sin x

)
dx

lichá
= 0,

(y, û3) =

∫ π/4

−π/4

(
cos x− 2

π

)
dx = 2[sin x]

π/4
0 − 1 =

√
2− 1.

Soustava se d́ıky ortogonalitě redukuje na (ûi, ûi)ai = (y, ûi), tj. v maticovém zápisu




(û0, û0) 0 0 0
0 (û1, û1) 0 0
0 0 (û2, û2) 0
0 0 0 (û3, û3)







a0
a1
a2
a3




︸ ︷︷ ︸
~a

=




π

2
0
0√
2− 1




︸ ︷︷ ︸
~b

,
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z něhož okamžitě vid́ıme, že a1 = 0 a a2 = 0, protože plat́ı (û2, û2) 6= 0 a (û3, û3) 6= 0.
Zbývá tedy vypoč́ıtat

(û0, û0) =

∫ π/2

−π/2

1 dx = π (konstanta 1 × délka integračńıho intervalu; bylo i v (1)),

(û3, û3) =

∫ π/2

−π/2

(
cosx− 2

π

)2

dx = 2

∫ π/2

0


 cos2 x︸ ︷︷ ︸

použ́ıt cos2 x = 1

2
(1 + cos 2x)

−4

π
cosx+

4

π2


 dx

=

∫ π/2

0

(1 + cos 2x− 8

π
cosx) dx+

4

π
=

π

2
+

[
1

2
sin 2x− 8

π
sin x

]π/2

0

+
4

π

=
π

2
− 8

π
+

4

π
=

π

2
− 4

π
=

π2 − 8

2π
.

Odtud řešeńı ~a =




1

2
0
0

2π(
√
2− 1)

π2 − 8




a funkce

yapr(x) =
1

2
+

2π(
√
2− 1)

(
cosx− 2

π

)

π2 − 8
.

Výpočet normy rozd́ılu y − yapr (pozor, máme ortogonálńı systém, nikoli ortonormálńı,

pracujeme s vektory ~a a ~b, viz oficiálńı tahák)

‖y − yapr‖L2(−π/2,π/2) =

√
(y, y)− ~a ·~b =

√
π

2
− π

4
− 2π(

√
2− 1)2

π2 − 8

=

√
π

4
− 2π(

√
2− 1)2

π2 − 8
≈ 0,45694.

Časté chyby v ṕısemkách:

a) Chyby při integraci a sestavováńı ortogonálńıch funkćı. Ty se obecně obt́ıžně odha-

luj́ı, ale někdy je okamžitě vidět, že je někde chyba. Např. systém

{
1, x, sin x, cosx− 2

π

}

nemůže být ortogonálńı, protože (x, sin x) > 0 (integrace funkce sudé a, až na konečný

počet bod̊u, kladné). Nebo

{
1, x, sin x− 24

π3
x, cosx+

2

π

}
také neńı ortogonálńı, protože

(
1, cosx+

2

π

)
> 0 z výše uvedeného d̊uvodu.

b) Matice v MNČ muśı být diagonálńı (systém je ortogonálńı), občas jsme viděli i matice
s mimodiagonálńımi nenulovými prvky.
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c) K chybám řad́ım i někdy velmi nepřehledné zápisy integrace, v nichž se ztrácej́ı i sami
autoři, takže snadno dojde k chybě.

Př́ıklad 2: Vrstevnice a spádnice funkce f(x, y) = xy2 nedopadly špatně, úkoly byly většinou
snadné. Vrstevnice svým tvarem v jednotlivých kvadrantech připomı́naj́ı hyperboly, souřadné
osy odpov́ıdaj́ı vrstevnićım o nulové kótě.

Několikrát se objevila chyba v řešeńı diferenciálńı rovnice metodou separace proměnných,
kdy na pravé straně z̊ustal součin 2xy, jenž pak byl integrován dle x s t́ım, že na y se pohĺıželo
jako na konstantu.

Správný postup spoč́ıvá v takové úpravě rovnice, že na (např.) levé straně je výraz jen
s proměnnou y a s derivaćı y′, kdežto na pravé straně jen s proměnnou x, je možné také
krátit (v zadané úloze se krátilo y2 a y), př́ıpadné konstanty lze mı́t na libovolné straně.

Diferenciálńı rovnice pr̊umět̊u spádnic v rovině xy

y2y′ = 2xy,

yy′(x) = 2x,∫
y dy =

∫
2x dx,

y2 = 2x2 + C, C ∈ R.

Pro C = 0 dostáváme př́ımky y =
√
2x a y = −

√
2x.

Pro C 6= 0 z úpravy
y2

2C
− x2

C
= 1 plyne, že

pr̊uměty spádnic obecně jsou nerovnoosé hyper-
boly. Pro C > 0 v postaveńı B z taháku, pro
C < 0 v postaveńı A z taháku.
Nejv́ıce chyb nastalo při hledáńı explicitńıho
tvaru pr̊umětu spádnice, který procháźı např. bo-
dem [−5, 0]. Řešitelé a řešitelky se bez hlubš́ı
konzultace se svými (občas i dosti výstižnými)
náčrtky spokojili s t́ım, že bodem [−5, 0] procháźı
křivka daná výrazem y =

√
2x2 − 50, což je však

jen polovina onoho pr̊umětu spádnice. Správný

výraz je x = −
√

y2

2
+ 25, s definičńım oborem R

(obor proměnné y).
V některých př́ıpadech souřadnice zadaných bod̊u ani nevyhovovaly navrženým vztah̊um

(neležely na navržené křivce). Též se ukázalo, že ne všichni věd́ı, že explicitńı tvar je ta-
kový, že závislá proměnná y je definována výrazem, který obsahuje pouze funkce nezávislé
proměnné x a př́ıpadně konstanty. V implicitńım tvaru f(x, y) = 0 proměné takto rozlǐseny
nejsou.

Výpočet ortogonálńı soustavy tř́ı vektor̊u na ploše byl triviálńı, přesto se občas stalo,
že řešitelé hodnotu souřadnice x zadaného bodu dosadili do proměnné y.

Př́ıklad 3: Rovinný útvar vymezený křivkou g(x) = x
√
ln x nad intervalem [1, 3] rotuje

kolem osy x. Výpočet objemu V rotačńıho tělesa podle vztahu V =
∫ 3

1
πx2 ln x︸ ︷︷ ︸

f(x)

dx se
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celkem dařil. Hůře dopadl numerický výpočet přibližného objemu Vapr, kdy někteř́ı mı́sto

funkce πx2 lnx integrovali funkci x
√
ln x nebo nějak špatně interpretovali integračńı formuli

lichoběžńıkové metody. Správný výpočet byl založen na vyč́ısleńı výrazu

Vapr =
π

2



9 ln

(
3

2

)

4
+ 4 ln(2) +

25 ln

(
5

2

)

4
+

9 ln (3)

2


 = 22,5495.

Ještě menš́ımi úspěchy bylo provázeno řešeńı úkol̊u s odhady, ačkoli tam stačilo vyj́ıt
ze vztahu z oficiálńıho taháku

|Rh| ≤
b− a

12
h2 max

x∈[a,b]
|f ′′(x)| = 2

12
h2 max

x∈[1,3]
|2 lnx+ 3| = 1

6
h2(3 + 2 ln 3), (3)

kde bylo využito toho, že ln x je na intervalu (1, 3] rostoućı kladná funkce, tud́ıž maxima se
nabývá v x = 3. Nyńı stač́ı dosadit h = 10−2

|Rh| ≤ π
1

6
10−4(3 + 2 ln 3) = 2,72 · 10−4,

abychom viděli, že krok h = 10−2 nezaručuje, že chyba bude nejvýše rovna 10−4.
Z nerovnosti (3) odvod́ıme i informaci, jak volit h, aby absolutńı hodnota chyby byla

zaručeně menš́ı než tolerance ε > 0:

π
1

6
h2(3 + 2 ln 3) ≤ ε,

h2 ≤ 6

π(3 + 2 ln 3)
ε,

h ≤
√

6

π(3 + 2 ln 3)
ε,

h ≤ 0,6062
√
ε.

Zkouška 4. 6. 2025 Účast 8: 0 A, 0 B, 0 C, 2 D, 0 E, 6 F (75%)
[Doba opravováńı cca 3 člověkohodiny.]

Obecný komentář: B́ıda, b́ıda. Co ř́ıci o ṕısemkách, které źıskaly celkově 3, 4, 5 či 7 bod̊u
z 50? Když si uvědomı́m, kolik času a úsiĺı jsme s kolegou Milanem věnovali r̊uzným formám
doučováńı (repetitorium, konzultace,

”
nalejvárna“, dodatečné cvičeńı), tak se nedivte, že pro-

padáme pocit̊um marnosti.

K řešeńı př́ıklad̊u:

Př́ıklad 1: Ortogonalizace a MNČ. Zcela standardńı, nemá smysl se tady podrobně rozepiso-
vat o postupu řešeńı. Problém byl v tom, že řešitelé neuměli správně vypoč́ıtat

∫ 2

−1
sin(πx) dx

a
∫ 2

−1
x sin(πx) dx, př́ıpadně si neuvědomili, že jestliže je funkce y zadaná jedńım předpisem

na intervalu [−1, 0] a jiným předpisem na intervalu (0, 2], je nutné určitý integrál na inter-
valu [−1, 2] rozepsat jako součet určitého integrálu na intervalu [−1, 0] a určitého integrálu
na intervalu (0, 2].
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Bylo by velmi užitečné, kdybyste si př́ı̌stě zkontrolovali, že funkce tvoř́ıćı vypoč́ıtaný
ortogonálńı systém opravdu jsou ortogonálńı. Čas na to je. Možnost kontroly mezivýsledk̊u
je jeden z d̊uvod̊u, proč se u zkoušky nehled́ı př́ısně na čas.

Př́ıklad 2: Vrstevnice a spádnice funkce f(x, y) = arctg
y2

x
. Opět (s výjimkou jednoho

řešitele) b́ıdné výsledky. Pot́ıže začaly už u vrstevnic.
Funkce arctg má obor hodnot Hf = (−π/2, π/2), z něho tedy vyb́ıráme kóty určuj́ıćı

vrstevnice: C̃ ∈ (−π/2, π/2),

arctg
y2

x
= C̃, při arctgC = C̃ ⇒ y2

x
= C ∈ R ⇒ y2 = Cx,

jsou to paraboly s nezávislou proměnnou y a závislou proměnnou x (tj. funkce proměnné y)

bez bodu [0, 0] s osou splývaj́ıćı s osou x, pro C̃ = 0 je C = 0, což dává osu x bez počátku.
Diferenciálńı rovnice pr̊umět̊u spádnic v rovině xy

− y2

x2

(
y4

x2
+ 1

)y′(x) =
2y

x

(
y4

x2
+ 1

) ⇒ −yy′(x) = 2x.

Rovnici vyřeš́ıme separaćı2 proměnných, C ∈ R je obecná konstanta,

y dy = −2x dx,∫
y dy = −2

∫
x dx,

y2 = −2x2 + C, C > 0,

2x2 + y2 = C,

x2

Ĉ
+

y2

2Ĉ
= 1, 0 < Ĉ = C/2.

Pr̊uměty spádnic jsou elipsy.
Jestliže bod A = [2, ?] lež́ı v prvńım kvadrantu roviny xy na vrstevnici s kótou arctg 2,

pak y2/x = 2 a A = [2, 2]. Tečnu vrstevnice a tečnu pr̊umětu spádnice, obě v A, zjist́ıme
nejsnáze z gradientu funkce f . Vektor ∇f(A) = (−1/5, 2/5) je kolmý na vrstevnici, je proto

směrovým vektorem tečny pr̊umětu spádnice v A. Odtud směrnice této tečny ksp =
2
5

−1
5

=

−2, tečna y(x) = 2− 2(x− 2), tj. y(x) = −2x+ 6.

Směrový vektor (2, 1) tečny vrstevnice je kolmý na ∇f(A), směrnice kvrst =
1

2
,

tečna y(x) = 2 + (x− 2)/2 =
1

2
x+ 1.

Př́ıklad 3: Ostré lokálńı maximum funkce f(x, y) =

(
x2

2
+ y2 − 2x− 2y + 2

)2

v bodě

[2, 1] se dařilo nalézt, protože na to stačil zcela mechanický postup. Horš́ı to bylo s daľśımi

2Mnoźı opět zapomněli na to, že na jedné straně rovnice muśı být výraz obsahuj́ıćı jen y, konstanty a dy,
na druhé straně výraz obsahuj́ıćı jen x, konstanty a dx. Proto se metoda jmenuje separace proměnných.
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stacionárńımi body. Otázka v zadáńı (Jaké geometrické útvary jsou vytvořeny stacionárńımi
body?) napov́ıdala, že stacionárńıch bod̊u je v́ıce a tvoř́ı nějaký geometrický útvar. Jedna

z podmı́nek nulovosti gradientu zadané funkce byla
x2

2
+y2−2x−2y+2 = 0. Touto rovnost́ı

je v rovině xy implicitně zadána nějaká vrstevnice (křivka) o kótě nula. Jaká, to odhaĺı
standardńı úprava

0 =
x2

2
+ y2 − 2x− 2y + 2 =

x2

2
− 2x+ (y − 1)2 + 1 =

(x− 2)2

2
+ (y − 1)2 − 1,

jde tedy o elipsu se středem v bodě A a s osami rovnoběžnými s osami x, y. Zároveň je vidět,
že jestliže bod [x, y] lež́ı na této elipse, plat́ı f(x, y) = 0, a jestliže bod [x, y] na této elipse
nelež́ı, je f(x, y) > 0. Každý bod této elipsy je bodem neostrého lokálńıho minima funkce f
s hodnotou 0.

Důsledkem toho, že stacionárńı body tvoř́ı souvislou množinu (křivku), je i to, že v bodech
elipsy je determinant3 D2(x, y) = 0, tud́ıž věta o ostrých lokálńıch extrémech nám nepomůže
aD2(x, y) ani neńı zapotřeb́ı vypoč́ıtat. Vzhledem k vlastnostem funkce f jsou neostrá lokálńı
minima snadno odhalena úvahou uvedenou v předchoźım odstavci.

Př́ıklad 4: Ačkoli šlo o standardńı problém s podrobným postupem popsaným v oficiálńım
taháku, řešeńı počátečńı úlohy s diferenciálńı rovnićı x2y′′ − 5xy′ + 9y = 0 dopadlo velmi
špatně. Nebudu opisovat tahák, jen připomenu, že metoda redukce řádu předpokládá, že u y′′

stoj́ı koeficient jedna. Výchoźı rovnici je tedy nutné upravit do tvaru vhodného pro aplikaci
redukce řádu.

Zkouška 11. 6. 2025 Účast 16: 1 A, 1 B, 1 C, 3 D, 3 E, 7 F (44%)
[Doba opravováńı cca 8 člověkohodin.]

Obecný komentář: Relativně dobré výsledky zkoušky, zejména při srovnáńı s minulým týdnem.
A mohly být ještě lepš́ı, jen kdyby si posluchači a posluchačky odnesli poučeńı z těchto ko-
mentář̊u. Třet́ı př́ıklad byl obdobou třet́ıho př́ıkladu z ṕısemky 28. května a měl být zdrojem
snadno źıskaných bod̊u, řada řešitel̊u a řešitelek se však dopustila zásadńı chyby, viz ńıže.

K řešeńı př́ıklad̊u:

Př́ıklad 1: Ortogonalizace byla snadná, šlo jen o jednu ortogonalizovanou funkci. Tento
krok nezp̊usobil pot́ıže. Horš́ı, ale nikoli tragické, to bylo s MNČ. Jako obvykle u tohoto typu
př́ıklad̊u se vyskytly chyby při integraci a při řešeńı odpov́ıdaj́ıćıho systému lineárńıch alge-
braických rovnic. Nezř́ıdka i kv̊uli tomu, že řešitelé postupovali zbytečně těžkopádně a složitě.
Aproximaci bylo možné hledat jako lineárńı kombinaci funkćı ortogonálńıho systému {x, x2−
3x/2} nebo výchoźı dvojice {x, x2}. Řešitelé šli oběma cestami, použit́ı dvojice u1 = x
a u2 = x2 snad bylo o trochu častěǰśı. Ukažme tedy postup touto cestou.

K y(x) =
x

x+ 1
hledáme yapr = a1u1+a2u2. Pro soustavu lineárńıch algebraických rovnic

3Determinant D2(x, y) = fxx(x, y)fyy(x, y) − f2

xy
(x, y) lze pro tuto úlohu odvodit a neńı to ani těžké.

Ukáže se, že v bodech elipsy opravdu má hodnotu nula.
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(ui, u1)a1 + (ui, u2)a2 = (y, ui), kde i = 1, 2, poč́ıtáme skalárńı součiny:

(u1, u1) =

∫ 2

0

x2 dx =
8

3
, (u1, u2) =

∫ 2

0

x3 dx = 4, (u2, u2) =

∫ 2

0

x4 dx =
32

5
,

(y, u1) =

∫ 2

0

x2 − 1 + 1

x+ 1
dx =

∫ 2

0

(
x− 1 +

1

x+ 1

)
dx

= −2 +

[
x2

2
+ ln(x+ 1)

]2

0

= ln 3,

(y, u2) =

∫ 2

0

x3

x+ 1
dx =

∫ 2

0

(x2 − x+ 1− 1

x+ 1
) dx = 2 +

[
x3

3
− x2

2
− ln(x+ 1)

]2

0

= 2 +
8

3
− 2− ln 3 =

8

3
− ln 3.

Rozš́ı̌rená matice soustavy




8

3
4 | ln 3

4
32

5
| 8

3
− ln 3


 ∼




8

3
4 | ln 3

0
32

5
− 6 | 8

3
− ln 3− 3

2
ln 3


 =




8

3
4 | ln 3

0
2

5
| 8

3
− 5

2
ln 3


 .

Zpětný chod dává a2 =
5

2

(
8

3
− 5

2
ln 3

)
=

20

3
− 25

4
ln 3,

a1 =
3

8
(ln 3− 4a2) =

3

8

(
ln 3− 80

3
+ 25 ln 3

)
=

39

4
ln 3− 10

a yapr =

(
20

3
− 25

4
ln 3

)
x2 +

(
39

4
ln 3− 10

)
x

= −0, 1996601400x2 + 0, 7114698166x.
Výraz pro výpočet normy chyby si snad všichni našli v oficiálńım taháku

‖y − yapr‖L2(0,2) =
√
(y, y)− a1(y, u1)− a2(y, u2), jeho vyč́ısleńı bylo ovlivněno chybnými

hodnotami a1, a2, (y, u1), (y, u2) a také (y, y), kde

(y, y) =

∫ 2

0

x2 + 2x+ 1− 2x− 1

(x+ 1)2
dx =

∫ 2

0

(
1− 2x+ 2− 2

(x+ 1)2
− 1

(x+ 1)2

)
dx

= 2− 2

∫ 2

0

1

x+ 1
dx+ 2

∫ 2

0

1

(x+ 1)2
dx−

∫ 2

0

1

(x+ 1)2
dx

= 2− 2[ln(x+ 1)]20 +

∫ 2

0

1

(x+ 1)2
dx

= 2− 2 ln 3−
[

1

x+ 1

]2

0

= 2− 2 ln 3− 1

3
+ 1 =

8

3
− 2 ln 3 ≈ 0, 469442089.

Př́ıklad 2: Úloha s vrstevnicemi a spádnicemi patřila k těm lehč́ım, přesto v jej́ım řešeńı
posluchači dosáhli jen rozpačitých úspěch̊u, které nezř́ıdka přinesl posledńı d́ılč́ı úkol —
Taylor̊uv polynom.

Definičńı obor funkce f(x, y) = arctg(x2 + 3y2) je zřejmě R
2, obor hodnot [0, π/2).
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Vrstevnice pro C̃ ∈ [0, π/2)

arctg(x2 + 3y2) = C̃ ⇒ x2 + 3y2 = C ≥ 0, kde arctg(C) = C̃,

jsou elipsy, je-li C > 0, př́ıpadně bod [0, 0], je-li C = 0.
Chyby se častěji objevovaly u analýzy pr̊umět̊u spádnic. Diferenciálńı rovnice pr̊umět̊u

spádnic v rovině xy je f ′
x(x, y)y

′(x) = f ′
y(x, y), kde

f ′
x =

2x

(x2 + 3y2)2 + 1
, f ′

y =
6y

(x2 + 3y)2 + 1

jsou parciálńı derivace funkce f . Konkrétně4

2xy′(x)

(x2 + 3y)2 + 1
y′(x) =

6y

(x2 + 3y2)2 + 1
⇒ xy′(x) = 3y.

Rovnici vyřeš́ıme separaćı proměnných, C ∈ R je obecná konstanta. Existuje konstantńı
řešeńı y(x) = 0, tj. osa x. Nenulové řešeńı:

1

y
dy =

3

x
dx,

∫
1

y
dy =

∫
3

x
dx,

ln |y| = 3 ln |x|+ C, x, y 6= 0, C ∈ R,

ln |y| = ln |x|3 + lnC, C ∈ (0,∞),

|y| = C|x|3, C > 0,

y = Cx3, C ∈ R

Řešeńı na intervalu (−∞, 0) nebo (0,+∞).a

Spádnicemi nejsou kuželosečky. Nakonec pr̊umět
spádnice, který nedostaneme z diferenciálńı rovnice,
nýbrž z obrázku — osa y.

aZ těchto řešeńı lze prodloužeńım do počátku a
”
sle-

pováńım“ źıskat pr̊uměty spádnic ve tvaru

y(x) =

{
C1x

3, pokud x ∈ (−∞, 0],

C2x
3 pokud x ∈ (0,∞),

kde C1, C2 ∈ R jsou konstanty ne nutně shodné. Tyto po-
kročilé úvahy jsme však po studuj́ıćıch nepožadovali.

Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f v bodě A = [1, 1/
√
3] byl v tomto př́ıkladu

často významnou záchranou a přinášel body. Objevovala se však jedna chyba — člen s
koeficientem daným smı́̌senou derivaćı f ′′

xy(A) se v Taylorově polynomu nejprve vyskytuje s
koeficientem 2, jenž se pak krát́ı s hodnotou 2!. Na vynásobeńı č́ıslem 2 mnoźı zapomı́nali a

4Vzhledem k tomu, že vrstevnice ekvivalentně definuje vztah x2 +3y2 = C, lze tutéž diferenciálńı rovnici
sestavit z parciálńıch derivaćı funkce x2 + 3y2.
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jejich koeficient u tohoto členu byl jen polovičńı. Správně

T2(x, y) = arctg 2 +
2

5
(x− 1) +

2
√
3

5

(
y −

√
3

3

)
− 3

25
(x− 1)2

− 16
√
3

25
(x− 1)

(
y −

√
3

3

)
− 9

25

(
y −

√
3

3

)2

.

Př́ıklad 3: Je potěšuj́ıćı, že si leckdo uvědomil, že vypoč́ıtat délku L grafu funkce y(x) =
√
x3, kde x ∈ [0, 1], znamená výpočet integrálu

∫ 1

0

√
1 + y′2 dx =

∫ 1

0

√
1 +

9

4
x dx, ale

u mnohých řešitel̊u a řešitelek pak přǐslo zatměńı mysli a Simpsonovou metodou vyč́ıslovali

integrál

∫ 1

0

√
x3 dx. Pro ty, kdo si chtěj́ı ověřit své schopnosti:

L =

∫ 1

0

√
1 +

9

4
x dx =

13
√
13

27
− 8

27
= 1,439709873372.

LSimpson =

√
8
√
17

48
+

√
13

24
+

√
43

12
+

1

2
= 1,439640842455.

Při horńıch odhadech absolutńı hodnoty chyby Rh hrála rozhoduj́ıćı roli čtvrtá derivace

funkce y, nebot’ |Rh| ≤
b− a

180
h4maxx∈[a,b]

∣∣f (4)(x)
∣∣, kde f (4)(x) = − 98415

32 (9 x+ 4)7/2
je na in-

tervalu [0, 1] záporná funkce. Proto

max
x∈[a,b]

∣∣f (4)(x)
∣∣ = max

x∈[a,b]

98415

32 (9 x+ 4)7/2
=

98415

32 · 47/2 =
98415

212
= 24,0270996094.

Požadovanou přesnost ε > 0 zajist́ıme splněńım nerovnost́ı

|Rh| ≤
b− a

180
h4 max

x∈[a,b]

∣∣f (4)(x)
∣∣ = 1

180
h498415

212
≤ ε.

Z posledńı nerovnosti dostáváme

1

180
h4 98415

212
≤ ε,

h4 ≤ 180 · 212
98415

ε,

h ≤ 4

√
214

2187
ε,

h ≤ 23
4

√
22

2187
ε,

h ≤ 1,654408638 4
√
ε.

Odtud např́ıklad vycháźı, že zárukou pro dosažeńı chyby ε = 10−5 je volba 0 < h ≤
0,0930342346.
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Zkouška 18. 6. 2025 Účast 12: 0 A, 1 B, 2 C, 2 D, 2 E, 5 F (42%)
[Doba opravováńı cca 6 člověkohodin.]

Obecný komentář: Na poměry MM2G docela slušný výsledek.

K řešeńı př́ıklad̊u:

Př́ıklad 1: Ortogonalizace se dařila v́ıce, než jej́ı následné použit́ı v metodě nejmenš́ıch
čtverc̊u, kde se naopak v integraci objevovaly chyby.

Připomeňme ortogonálńı systém

{
sin x, 1, x− 2 sin x, x2 − π2

3

}
a funkci

y(x) =

{
−1, jestliže x ∈ [−π, 0],

1, jestliže x ∈ (0, π].

Soustava lineárńıch algebraických rovnic

(ûi, û1)a1 + (ûi, û2)a2 + (ûi, û3)a3 + (ûi, û4)a4 = (y, ûi), kde i = 1, 2, 3, 4,

se d́ıky ortogonalitě redukuje na (ûi, ûi)ai = (y, ûi). Výpočet pravé strany
(y, û1) =

∫ π

−π
| sin(x)| dx = 2

∫ π

0
sin(x) dx = 4,

(y, û2) = 0,
(y, û3) =

∫ π

−π
y(x)(x− 2 sin x) dx = 2

∫ π

0
(x− 2 sin x) dx = π2 + 4[cosx]π0 = π2 − 8,

(y, û4)
lichá
= 0

ukazuje, že a2 = 0 = a4. Stač́ı tedy vypoč́ıtat
(û1, û1) =

∫ π

−π
sin2 x dx = π

a (û3, û3) =
∫ π

−π
(x− 2 sin x)2 dx =

∫ π

−π
(x2 − 4x sin x+ 4 sin2 x) dx =

2π3

3
− 8π + 4π

=
2π3

3
− 4π =

2

3
π(π2 − 6).

Pravá strana ~c = (4, 0, π2 − 8, 0)⊤ pak vede k řešeńı ~a =




4

π
0

3(π2 − 8)

2π(π2 − 6)
0




.

Při sestavováńı hledané aproximačńı funkce

yapr(x) =
4

π
sin x+

3(π2 − 8)(x− 2 sin x)

2π(π2 − 6)
=

2π2 sin x+ 3(π2 − 8)x

2π(π2 − 6)

= 0,8118640375 sinx+ 0,2306877536x

někteř́ı zapomněli, že vypočtené koeficienty ai se vztahuj́ı k funkćım z ortogonálńıho systému
a násobili jimi výchoźı, neortogonalizované funkce.

Kromě chyb zavlečených z chybného výpočtu funkce yapr se při výpočtu chyby aproximace
objevovaly r̊uzné zmatky, ačkoli tento úkol byl snadný

‖y − yapr‖2L2(−π,π) = (y, y)− ~a · ~c = 2π − 16

π
− 3(π2 − 8)2

2π(π2 − 6)
= 0,7589322895.

‖y − yapr‖L2(−π,π) = 0,8711671995.
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Př́ıklad 2: Výpočet vrstevnic a spádnic byl lehký, jen bylo nutné mı́t stále na paměti, že
definičńı obor funkce f(x, y) = ln (xy) je Df =

(
(−∞, 0) × (−∞, 0)

)
∪
(
(0,∞) × (0,∞)

)
,

takže vrstevnice i pr̊uměty spádnic byly omezeny jen na prvńı a třet́ı kvadrant roviny xy.
K odvozeńı tečné roviny grafu funkce f v bodě G = [2, 4, f(2, 4)] = [2, 4, ln 8] stačilo

nahlédnout do oficiálńıho taháku k MM2G a vyč́ıslit př́ıslušné derivace, pak z = ln 8+
1

2
(x−

2) +
1

4
(y − 4) =

1

2
x+

1

4
y + ln 8− 2.

Podobné to bylo s Taylorovým polynomem v bodě A = [2, 4], tj.

T2(x, y) = ln 8 +
1

2
(x− 2) +

1

4
(y − 4)− 1

8
(x− 2)2 − 1

32
(y − 4)2,

př́ıpadně po úpravě

T2(x, y) = ln 8− 2 +
1

2
x+

y

4
− 1

8
(x− 2)2 − 1

32
(y − 4)2.

Kupodivu nesprávná byla argumentace při hledáńı lokálńıch extrémů funkce f . Správné
bylo si uvědomit, že gradient funkce f existuje v každém bodě definičńıho oboru Df , ale
v žádném bodě Df se nerovná nulovému vektoru. Funkce f nemá lokálńı extrémy.

Jiná situace nastala u funkce g(x, y) = f(x, y)− x2 − 2y2, pro niž

∇g(x, y) =

(
1

x
− 2x,

1

y
− 4y

)
= (0, 0)

má čtyři řešeńı v rovině xy, ale jen dvě řešeńı (stacionárńı body) v definičńım oboru Dg =

Df . V bodech

[
−
√
2

2
,−1

2

]
,

[√
2

2
,
1

2

]
funkce g nabývá ostré lokálńı maximum s hodnotou

ln

√
2

4
− 1 = −(ln(2

√
2) + 1).

Př́ıklad 3: Také řešeńı diferenciálńı rovnice x2y′′+2xy′−12y = 0 patřilo k úkol̊um, v nichž
k úspěchu stačilo nahlédnout do oficiálńıho taháku.

Řešeńı hledáme ve tvaru y(x) = xη, kde η ∈ R. Dosazeńım do rovnice źıskáme

η(η − 1)xη + 2ηxη − 12xη = 0 ⇒ η(η − 1) + 2η − 6 = 0 ⇒ η2 + η − 12 = 0.

Rovnice má dvě řešeńı, a to η1 = 3 a η2 = −4. Fundamentálńı systém tedy je {x−4, x3}.
Obecné řešeńı

y(x) =
c1
x4

+ c2x
3,

kde c1, c2 ∈ R a x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,+∞).
Dále y(1) = c1 + c2 = 1

a y′(1) =

(
−4c1

1

x5
+ 3c2x

2

)∣∣∣∣
1

= −4c1 + 3c2 = 17.

Řešeńı soustavy: c1 = −2, c2 = 3.

Řešeńı počátečńı úlohy y(x) =
−2

x4
+ 3x3, kde x ∈ (0,+∞).
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