Predmét: MM2G

Dnesni latka
» Skalarni soucin funkci
» Ortogonalni a ortonormalni systém funkci
» Legendrovy polynomy

M. Ko&andrlova, J. Cerny: GEO-MATEMATIKA |, str. 22, 57, 71,
zejména vsak tato prezentace
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Skalarni sou ¢€in
Znate skalarni soucin uspofadanych n-tic realnych Cisel. Tedy
u=(Ug,...,un),v=(vy,...,Vn), kdeu,v e R", a

(u,v) = zn:uivi.
i=1

Na (-, -) mbZeme pohliZet jako na zobrazeni z R" x R" do R.

Podivejme se na skalarni soucin obecnéji — pres jeho
vlastnosti.

21927



Zobrazeni (-,-) : V x V. — R, které dvojicim prvkl z V pfifazuje
realna Cisla, nazveme skalarnim soucinem na V, pokud pro
kazdé x,y € V a kazdé « € R plati

(y,x) = (X,y), )
(x+z,y) =xy)+(z)y), 2
(ax,y) = a(X,y), (x,ay) =a(X,y), 3)
(x,x) >0, 4)
(x,x)=0<x=0. (5)

Navic predpisem

X[l = v/(x,x) (6)
je definovdna normana V.
Poznamka: V ptipadé skalarniho soucinu vektortl z R" je (6)
euklidovsk& norma vektoru x € R", tj.
[X[l2 = /X2 4+ X2 4 -+ + X3.
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Skalarni soucin funkci

Necht V nyni znaci vSechny spojité funkce na intervalu [a, b];
funkce miZzeme scitat, od¢itat, nasobit realnymi Cisly a
vysledna funkce je opét spoijita.

Pfedpisem
b
(1.9) = | f00a(0)ox,
a

kde f,g € V, je definovan skalarni sou€innaV x V.

Jsou totiz splnény pozadavky (1)—(5). Prostfednictvim (6) je
definovana ,velikost" funkce f € V, konkrétné

b
|fllL2(a,py Nebo strucnéji [|f[|> = / f2(x) dx.
a
Pfesné: ,L2-norma funkce f“. (L% vyslov ,el dva“.)
L?(a, b) pak znati véechny funkce f takové, ze f;’fz(x)dx
existuje a je koneény. V dalsim V = L?(a, b).
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Ortogonalni systém funkci
Vime, Ze dva vektory u,v € R" jsou ortogonalni (na sebe
kolmé), pokud (u,v) = 0.

O dvou funkcich f,g € V fekneme, Ze jsou ortogonalni, pokud
(f.9) = [ F(x)g(x)dx = 0.

Necht S je systém funkci {fi ¢ V : i =0,1,2,...,N} (konecny)
nebo {fi eV : i=0,1,2,...} (nekone¢ny). Rekneme, Ze tento
systém je ortogonalni ve V, pokud pro navzajem rdizné funkce
fi, fi plati

(fi,f;) =0, jestlize i # j.

Pokud navic pro kazdou funkci f; € V plati (. f) = [fi[5 = 1,
fekneme, Ze systém S je ortonormalni.

Pfiklad: Scos sin = {1, C0S X, sinx, cos 2x,sin 2X, ... } je
ortogonalni v L?(—m, 7), neni ortonormalni v L?(—r, 7) a neni
ortogonalni v L?(0, 7/2) ani v L2(0, 7). (Pozor, nékteré dvojice funkci
mohou byt ortogonalni, napf. fo’r cosxsin3xdx =0, ale

Jo cosxsin2x dx = 4/3.)
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Aproximace funkci aneb vyhoda orto*** systému
Déna funkce g € V a mnozina LN funkci {¢g, ¢1,...,¢on} C V,
vSe na intervalu [a, b].

Uloha: Vyfeit  min  |lg — gn||3, kde
Cp,C1,...CNER

In(X) = Cowo(X) + Crp1(X) + -+ + Cnn(X), X € [a,b].

Uloha je ekvivalentni s minimalizaci ||g — gn /|2, s kvadratem se

vSak lépe pocita.

Definujme funkci

r(CO7C17 cee 7CN) = Hg - gNH%
=(9—9n,9 —On) = (9, 9)— (g gn) + (On-ON)

(g ZCM) +ZZCCJ o1, 7).

i=0 j=0
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semestru)

r .
[(co,C1,...,CN) = %(co,cl,...,c,\,) =0,kdei=0,1,...,N.
|

Konkrétné
N
r{(co’clv"'ch) =0 _'2(9?93) +‘zzj£:‘ﬁ(¥%’¥%) ::0’
j=0

odtud soustava linearnich algebraickych rovnic pro neznamé
Co,C1,...,CN

(0, ¥0)Co + (w0, p1)C1 + -+ + (o, ¥n)CN = (9, o),
(1,00)Co + (1, p1)C1 + -+ + (1, on)CN = (9, 1),

(N5 @o)Co + (onsp1)Cr + -+ (N, en)en = (9, ¢n)-
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VyfeSenim soustavy ziskdme hledané koeficienty cg,cq,...,Cy

Jsou-li funkce ¢q, 1, ..., on Ortogonalni, pak
i #] = (vi,9) = 0 a soustava se zjednodusi

(¥0, %0)Co = (9, ¥0),
(¢1,1)C1 = (9, 1),

(N, en)en = (9, ¢n)-

Jsou-li funkce g, ¢1, ..., ¢N ortonormalni, dostavame pfimo
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Jiny pohled: PoZadujeme, aby funkce gy byla ortogonalni
projekce funkce g na lineérni obal (. vS8emozné lin. kombinace)
funkci o, ..., N, tedy (0 —gn, i) =0proi =0,1,...,N, tj.

(9 —9nswi) = (9 — Copo — C1p1 — - .. — CNYN, ¥i)
= (9.¢i) — (i, %0)Co
7(99i1991)cl o (Q,Qi,Q,QN)CN =0
proi € {0,1,...,N}, coz vede k systému linearnich

algebraickych rovnic odvozenému na strané 7.
Pfesnost aproximace zalezi na vlastnostech systému S

a velikosti N. V praxi je N < oo, avSak v teorii se uvazuji i limity
pro N — oc.
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Legendrovy polynomy: orto***alni systém na [—1, 1]
(Adrien-Marie Legendre, 1752 - 1833, Francie)

Mnoho rliznych ekvivalentnich definic. Zvolme Rodrigueovu:
Legendrovym polynomem stupné n rozumime polynom

o1 d
~ 2'nldxn

Pn(x) (X2 —1)".

Neékolik prvnich Legendrovych polynomd:

N=0= P =1
n:liPl_%di(xz—l)—x
n=2= ) )

1 d 1d 1
P - 2_12:__ 4_22 1) = 2_ =
2= 251 gu2 =g m X =X 3

1 dd 1 5. 3
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Legendrovy polynomy Pg aZ Ps

1A

-1-
[ P) =—— Pl —— P2 P3 ——— P4 —— P5
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Vlastnosti

>

>

Systém Py, P4, P,, ... je ortogonalniv L?(—1,1)

Systém ¢y (x) = 1/k + 3 Px(x), kde k =0,1,2,..., je
ortonormalni v L?(—1, 1)

Pe(—x) = (~1)kPx(x) prok =0,1,2,...
Pc(l)=1prok =0,1,2,...

ReSeni rovnice Py (x) = 0 leZi v intervalu (—1,1) pro
k=0,1,2,...

Pk(x) = 2K 1XPk—1(X) - lpk—Z(X)’

kde k = 2,3,4... (Bonnetova rekurentni formule)
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Odvodit vlastnosti L. polynom& neni UpIné snadné, ukazme

v8ak aspon, ze systém Scqs sin je ortogonalni na intervalu
[, 7]. V dalSim k,n € N.

/ﬁ cos(nx) cos(kx)dx

K

°
©

[% cos(nx) sin(kx)} :T + E /_7; sin(nx) sin(kx) dx

E [—%sin(nx) COS(kX)yr —E ’ (—Ecos(nx) COS(kX)) dx

he]
©

2 "
= %/ cos(nx) cos(kx)dx,

J =T

jestlize k # n, pak musi byt [™ cos(nx) cos(kx)dx = 0.
Disledek (viz 2. fadek vypoctu): [™ sin(nx) sin(kx)dx = 0.
Obdobné (p.p.) /™ _cos(nx) sin(kx)dx = 0, je-li k # n.
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Zbyva

/ cos?(kx)dx =

1+ cos(2kx)dx =7 + isin2kx =,
2

2k

/ sin?(kx ) dx = %/ (1 — cos(2kx)dx = m — [% sin(2kx)} = .

Ortonormalni systém

atd.

na [—m,nl:

COS X
p1(x) = T
COS 2X
@3(X) = N
CcosS 3x
905()(): \/7—_‘_ ’
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Priklad: Interval [, 7], aproximace funkce

g(x) = (x —7/2)(x + 7/4) In(x + 27) funkci

gn = Cowo + C101 +"'+CNSON-

Dle str. 8: ¢; = (9.¢i) = |"_g(x)gi(x)dx, kdei=0,1,...,N.

Funkce gy tedy minimalizuje ,,vellkost“ rozdilu g — gy ve
smyslu velikosti méfenych prostfednictvim || - [| 2(_ ).

Funkci gy se Fik& trigonometricky polynom stupné N. Je-li
N = oo, pak (Fourierova) trigonometricka fada.
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Vysledky proN =2aN = 4:

mﬂ§§; P/ anrrass RN ‘ ‘

4 2 4 4 2 4 - _3r _m ™ 0 k2 3n n

Y x 4 2 BN 4 2 a
—g—g.4

g2 = 3,128 — 6,447 cosx — 1,920sinx,

Oa =
3,128 — 6,447 cosx — 1,920sinx + 1,468 cos 2x + 0,148 sin 2x.
||g - gZ||L2(—7r,7r) = 2,990, ||g - g4||L2(—7r,7r) =1,448.

Poznamka: Na str. 22 je ukazano, jak se elegantné spocita
19 — Onllie-
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Gramova—Schmidtova ortonormalizace

Postup si ukaZeme na pfikladé:

Necht V je linearni obal mnoziny funkci {1, x,x?,x%} na
intervalu [—1, 1], tj.

V = {ax® + bx? + cx +d| kde a,b,c,d € R}

(vS8echny polynomy na [—1, 1] do tfetiho stupné vcetné).
Funkce 1, x,x2,x2 jsou lin. nezavislé (LN), ale netvori
ortogonalni systém. Ukol: nahradit 1, x, x2, x® funkcemi
Qo, Q1, Q2, Q3, které budou LN a navzajem ortonormalni.
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Myslenka algoritmu pro ortonormalizaci mnoziny LN funkci

Qo,Q1;- -, Qn-

» Polozime n = 0 a funkci (30 vynasobime takovym cCislem,
aby jeji L2(—1,1)-norma byla rovna 1. Tim ziskame Qo.

» (*) Za n dosadime n + 1. Pokud n > N, mame
ortonormalni systém Qq, Q1, ..., Qn hotov.
Pokud nové n < N, pokraCujeme dalSim krokem.

» Zjistime, do jaké ,miry"“ jsou funkce Qqg, ..., Qn_1
obsazeny ve funkci (Sn. Ta ,mira“ je reprezentovana cisly
C = (Qi,(A)n), kdei=0,...,n—1.

» Funkci Qp ,0Cistime od pfimési“ Q;,i =0,...,n—1,
ziskame funkci Qn = Qp — i”:_ol ¢ Qi, ktera je ortogonalni
ke vSem jiz ortonormalnim funkcim Qq, ..., Qn_1.

» Definujeme Q, = Qn/ H(N?n

, a vratime se do bodu (*).
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Postup

1. zvolit Qg = 1/||1]|2

2. zvolit (51 = X, spocitat ¢y 1 = (Qo, 61), definovat
Q1 =Q1— C0.1Qo @ Q1 = Q1/[|Qull2

3. zvolit Q, :~x2, spotitat Co.2 = (Qo, Q). C12 :~(Q1,~(§2),
definovat Q2 = Q2 — Cp2Qo — €12Q1 @ Q2 = Q2/(|Q2||2

4. zvolit Qs = x3, spocitat ¢o 3 = (Qo, Qs), €13 = (Q1, Qa),
Co3 = (Qz, Q3) definovat
Q3=Q3— C0,3Q0 — €13Q1 — €2,3Q2 @ Q3 = Q3/[|Qs]l2

Provedeni na dalSi strané; u integrace se vyuziva toho, ze
integraly lichych funkci na intervalu [—1, 1] jsou rovny nule.

Poznamka: Srovnejte s G-S ortogonalizaci z oficialniho tahaku
k MM1G. Ted' budujeme p¥imo ortonormalni funkce, proto
jmenovatel v definici projekce (viz ofic. tahak k MM1G) je nyni
v naSem algoritmu pro funkce roven jedné.
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1. zvolit Qp = f 12dx = % = @

2. zvolit Ql =X, spocnat Co,1 = (Qo, Ql) = fll %x dx =0,

definovat Ql = Ql —C0,1Qo=x-0" @ Xa
= Qu/lIQullz = x/y/ 1, x2dx = Ex

3. zvolit Q, = x2, spotitat Co2 = QO,Q2 f 1 V2

c12=(Q1,Qz) = 11 %x x2dx =0, deflnovat
Qz—Qz—Cono—Clel*X2 ﬁﬁ_XZ_%a
Qz—Q2/||Q2||2— -z /\/f_ % dx = @(SXZ—l)
4. zvolit Q3 = X3, spogitat co 5 = (Qo, Qs) = Ll ¥2y3dx =0,
Ci3 = il PExx3dx = %2, cp5 = ,ll ¥10(3x2 — 1)x3dx =0,
definovat Q3 = Qs — ¢, 3Qo —€13Q1—C23Q =x%—3x a
=Q3/]|Qafl2 = (x3 - 2x)/ % - 2x||, = V14 (553 _ 3x)

Je vidét, ze Qx = y/k + 3Py, k =0,1,2,3, vizstr. 10 a 12.
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Na str. 15 a 16 jsme pouzili goniometricky systém. Nyni
zkusme funkce Qj, tj. Legendrovy polynomy.

Priklad: Funkce s(x) = (7x — 7/2)(7x + 7/4) In(7X + 27) je
aproximovéna funkci sy (x) = SN, ¢iQi(x), kde N = 2,3 a

¢ = J13 s(x)Qi(x) dx.

Integraci zjistime, Ze ¢cq = 4,424, ¢, = —1,487, ¢, = 6,658,
c3 = 1,233. Po pfipadné Upraveé dostaneme
S3 = —2,1356 — 5,2818x + 15,7915x2 + 5,7681x3.

14+
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Velikost rozdilu ||s — sy||2 spocitdme z hodnot c;.

Is —snf5 = (s —sn,5—sn) =(s,8) — (S,5n) — (5N73)+(3N75N)

= (s,s) —2(s,sn) + (sn,SN) = ZZC +Zc

N

=(s,s)— > ¢, kde

i=0

(s,8) = [ (72(x — 1/2)(x + 1/4) In(7x + 27))® dx = 67,667

a dale ’

(s,s)— Y _c?=67,667— 66,112 = 1,555,
i=0

w

(s,s)— Y _c? =67,667— 67,632 =0,035.
i=0

Pak ||s — s;||2 = /1,555 = 1,247, ||s — s3||» = /0,035 = 0,187.
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Pfiklad (MNC s neortogonalizovanymi funkcemi): Funkce

s(x) = (mx — 7/2)(7x + 7w /4) In(7x + 27) je aproximovana
funkci sa(x) = >7 o aifi(x), kdefo =2 —x, fi =x+1,

f, =3x2 —x +4, f3=x3+x2

Musi platit (s — s3,f)) =0proi =0,1,2,3, viz str. 9.

Po dosazeni za s3 a roznasobeni dostaneme soustavu lin. alg.
rovnic ze str. 7

(finy)aO + (fiafl)al + (fi7f2)a2 + (fi7f3)a3 = (fi,S), I = 07 17 27 37

pro nezname a;, j = 0, 1,2, 3. Maticové

26 10 62 14 1337r 2 1657r In(3)

3 3 3 15\ /a +7riIn(r) + =g

10 8 28 16 57r w2 In(7r) 21?2 In(3)

3 3 3 15| |a| _ =3t 16

62 28 784 52 ar | 3651172 1677r In(z) , 18972In(3) |’
3 3 15 15 —~900 T w0 T 5

14 16 52 24/ \@3 13w2|n(7r) 103372 _ 7237%In(3)

15 15 15 35 + %00 — — 160

matice M soustavy Ma = b je symetricka, b je prava strana, tj.
sloupcovy vektor sestaveny z hodnot (fi, s).
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Ciselné Ma = b:

26 10 62 14
3.8 315 /g 13,72699912
P28 2 Blla| | 504258330
b2 2 78 2| |a | 40,9187049 |’
14 16 52 24 az 4,42820060
15 15 15 35
—4,519828
sfeSenima = ~6, 4604524 . Hledany polynom
3,3411358
5,768075

s3(x) = —4,519828(2 — x) — 6,4604524(x + 1)
+3,3411358(3x2 — x + 4) + 5.768075(x> + x?)
~ —2,1356 — 5,2818x + 15,7915x? + 5, 7681x>,
tj. stejny vysledek jako pfi pouziti ortonormalizovanych

Legendrovych polynom{ na strané 21.
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Jak nyni spogitat ||s — s3||2 = /(S — S3,5 — $3)?
Opét s vyuZzitim vlastnosti skalarniho soucinu a jiz znamych
hodnot soustavy Ma = b:

(s —ss,5 —s3) = (s,8) — 2(s,S3) + (S3,S3), kde

(s,s3) = ao(s,fo) +--- +az(s,fz) =a'b,

(s3,83) = a'Ma =P aTp.
Tedy
Is — szl2 :\/(s,s) —2a'b+ab == ,/(s,s) —a'b.
Poznamka: Pokud by funkce fy, ..., f3 byly ortonormalni, pak

ARV

matice M bude matici identity I, tudiZ feSeni a se bude rovnat
pravé strané b. V tom pfipadé ovSem a; = (fi,s), kde
i=0,1,2,3. Pak

Is — sl = \/(5.5) —aTa=/(s.5) - Y- 422 cozje

vysledek znamy ze strany 22, kde ¢; = a;.
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Jesté k Legendrovym polynomUm — vytvorujici (generujici)
funkce

Legendre pulvodné feSil tento problém: (aspon pfiblizné)
Iy —Zl2 e
vychézejlm z pocatku souradnic.

Jsou-liry ar, délky y a Z, pak z kosinové véty dostaneme

vyjadfit ————=— pomoci polynom(, kde y a Z jsou dva vektory

2

L. r
ly _Z||§ = rf +r22 — 2ryr; Cos ¢ = rf (riz
y

r
+1-22cos gb) ,
ry

kde ¢ je Uhel mezi vektoryy a Z.
Predpokladejmer, <r, a zavedme x =r,/ry at = cos ¢. Pak

11 1
Y —Zll2 ryv1—2xt +x2’

IX] <1, |t] < 1.
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Necht ve funkci f (t) = je x parametr a t proménna.

1
V1 — 2xt +t2

Taylorovy polynomy (koeficienty odvozeny z derivaci dlet a prot = 0)

( )t = 17+xt = Po(x) + P1(x)t,

()*fx(0)+
Ta(t) = 1(0) + (O}t + 51 (O)
=1 (B2 1) = P + Pale)t+ Pal)E

Lze ukéazat, Ze funkci fx Ize vyjadrit jako soucet nekonecné fady:
fu(t)= > oo Pn(X)t"

1 -
Funkce ————— se nazyva vytvorujici funkce pro Legendrovy
V1 — 2xt +12

polynomy — jsou to koeficienty (zavislé na x) v Taylorovych
polynomech proménné t.
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