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Extrémy funkce vice redlnych proménnych

RozliSujeme
» lokalni extrém (lokalni maximum nebo minimum) funkce f,
tj. v néjakém bodé A je extrém vzhledem k hodnotam f(x),
kde x lezi v néjakém (i libovolné malém) okoli U (A)
bodu A;

» globalni (téz zvany absolutni) extrém (globalni maximum
nebo minimum) funkce f, tj. na néjaké predem dané
mnoziné (,vétsi*“ nez U(A)).

Zaved'me pojem prstencové okoli bodu A: P(A) oef U(A)\ {A}
(MUZeme si predstavit jako (maly) krouzek, z néhoz je vyjmut
stfed.)
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Definice: Necht f je funkce n proménnych X;,Xo, ..., Xn
s definicnim oborem Dy C R" a necht A = (az,ay,...,an) je
vnitfni bod mnoZiny Dy. Jestlizel

3P(A) C Dy VX € P(A) f(A)>f(X),

pak fekneme, ze funkce f ma v bodé A lokalni maximum.
DalSi varianty:

f(A)>f(X)  vbodé A ostré lokalni maximum,
f(A)<f(X) v bodé A lokalni minimum,
f(A)<f(X)  vbodé A ostré lokalni minimum.

Lokalni minima a maxima se souhrnné nazyvaji lokalni
extrémy.

1Cteme: Jestlize existuje takové prstencové okoli P(A) bodu A, Ze celé
leZi v definicnim oboru Dy a Ze pro kazdy bod X z P(A) plati f(A) > f(X),

pak fekneme ...
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Jak lokalni extrémy najit?

Véta (nutna podminka existence lokalnich extrému
diferencovatelné funkce): Jestlize je funkce f diferencovatelna
v bodé A € R" a jestlize ma lokalni extrém v bodé A, pak
gradf(A) = 0.

Pozor: Nulovy gradient nemusi zna-
menat extrém!

Necht f(x,y) = xy. Pak f je di-
ferencovatelna v R?, f(0,0) = 0
a Vf(0,0) = (yvx)|[0,0] = (0,0),
avdak v bodé (0,0) neni extrém, ne- 3~
bot f(t,t) = t? a f(—t,t) = —t?, tj. N
neni splnéna zadna z definic lokal- 272
niho extrému.

Hledani extrémi: Najdeme body, v nichZ je gradient nulovy
nebo parc. der. neexistuje, a pak zkoumame, zda v nich je
extrém.
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Definice: Vnitfni bod A € G C Dy, v némz grad f (A) = 0 nebo
v némzZ neexistuje nejméneé jedna parcialni derivace, se
nazyva kriticky? bod funkce f na mnoziné G.

Pokud G = Dy, hovofime o kritickém bodu funkce f.

Tedy kritické body funkce jsou ,podezielé” z extrému a musime
je podrobnéji vySetfit.

2Stacionarnim bodem diferencovatelné funkce f nazyvame bod A, v ném?

—

gradf(A) = 0. s



Véta (postacitelna podminka existence lok. extrému,
Sylvestrovo kritérium; obecna véta, mozno preskocit na str. 8):
Necht f je funkce n proménnych x4, Xo, ..., X, diferencovatelna
v bodé A a necht gradf(A) = 0. Dale pfedpokladejme, ze

v néjakém okoli U(A) existuji vSechny parcialni derivace
druhého fadu a jsou spoijité v A. Definujme determinant

0°f 0?f 02f
—(A A) ... A
8x12( ) 8x18x2( ) 8x18xk( )
0%t 0?f 02f
oL (A — (A ZA) . (
k(A) = | Ox20%1 OXZ OXpOXy ,
aéf' ) aZ'f' ) . aZ‘f' )
A A —(A
8Xk8X1( ) anaXZ( ) axkz( )

kdek =1,2,...,n.
(PokraCovani na dalsi strance.)
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Pokud D (A) # 0, pak nastane jeden ze tfi pfipadd:

a) Jestlize prok = 1,2,...,n plati Dx(A) > 0, pak funkce f ma
v bodé A ostré lokalni minimum.

b) Jestlize plati (—1)¥Dy(A) > 0, kde k = 1,2,...,n, pak
funkce f ma v bodé A ostré lokalni maximum.

¢) Nenastane-li a) ani b), pak funkce f v bodé A nema lokalni
extrém (pozor, stéle je Dp(A) # 0).

Poznamka: Jestlize D,(A) = 0, pak nelze uplatnit a), b), c).
V bodé A extrém muze byt, nemusi byt.

Pozorovani: U funkci dvou proménnych a) odpovida pozitivné
definitnimu 2. diferencialu, b) odpovida negativné definitnimu 2.
diferencialu, c) sedlovy bod, odpovida indefinitnimu 2.
diferencialu.

Podrobnéji na na dalSi strance.
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Lokalni extrémy funkce f proménnych x, y

Druhé parc. der. oznacme fy, fyy a fyy (=fyx diky zaménnosti p. d.).
Tedy D2(A) = fxx (A)fyy (A) — 5, (A) @ D1(A) = fix (A). Potom:

a) Jestlize fyx(A) > 0 a fux (A)fyy (A) — 5 (A) > 0, pak funkce f ma

v bodé& A ostré lokalni minimum; dfa(h, k) pozitivné definitni.

b) Jestlize f,(A) < 0 a fu (A)fyy (A) — £2 (A) > 0, pak funkce f ma

v bodé& A ostré lokalni maximum; dfa(h, k) negativné definitni.

c) Jestlize fi (A)fyy (A) — f3 (A) < 0, pak funkce f neméa v bodé A
lokalni extrém (sedlovy bod); d2fA(h, k) indefinitni.

d) Jestlize fux (A)fyy (A) — 3, (A) = 0, pak v bodé A extrém mliZe, ale
nemusi byt a (ne)existenci extrému je nutno ukazat jinym zplisobem.

Poznamka: Plyne z aproximace funkce f v bodé A jejim Taylorovym
polynomem 2. stupnég, kde Vf(A) = 0. Tvrzeni a) aZ d) plynou

z vykladu o tot. dif. 2. Fadu d?fa(h, k), viz pfedminulou prednasku
Funkce vice proménnych .
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PFiklad: Funkce f(x,y) = 2x — x? + 4y — y? ma gradient
Vi(x,y) = (2 — 2x,4 — 2y), ten je roven nulovému vektoru
pouze tehdy, kdyz x = 1 ay = 2. Kriticky bod® A = [1, 2].

Dale fux (A) = -2, fyy (A) = -2, fyy(A) =0, tudiz D;(A) = -2 a
Do(A) = 4.

Funkce f ma v bodé A ostré lokalni maximum s hodnotou
f(1,2) =5.

1 0-1 0 1 2
osay 0sa x

Graf T. polynomu (Cerveny) splyva s grafem kvadratické funkce.

3PYesnéji stacionarni bod, nebot gradient existuje. s



Pfiklad: Funkce f(x,y) = x? 4+ y* — 3 ma gradient
VE(x,y) = (2x,4y?3), ten je roven nulovému vektoru pouze
tehdy, kdyz x = 0 ay = 0. Stacionarni bod A = [0, 0].
Dale fux (A) = 2, fyy (A) =0, fyy (A) = 0, tudiZz D1 (A) = 2,
D,(A) = 0 a véta ndm nepom{ize.

Nicméné vidime, Ze f(x,y) > —3 pro kaZzdou dvojici

(x,y) # (0,0), takZe funkce f mé v bodé A ostré lokalni
minimum s hodnotou f(0,0) = —3.

Graf T. polynomu (Cer-
veny), graf funkce (Zluty).
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Pfiklad: Funkce f(x,y) = 4x? 4 3y? — 6xy + 2 ma gradient
Vf(x,y) = (8x — 6y, —6x + 6y), ten je roven nulovému vektoru
praveé tehdy, kdyZz x = 0 ay = 0. Stacionarni bod A = [0, 0].
Déle fu (A) = 8, fy (A) = 6, f, (A) = —6, tudiZ D1(A) = 8,
D,(A) = 12 a dle véty je v bodé A ostré lokalni minimum

s hodnotou f(0,0) = 2.

15
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Pfiklad: Funkce f(x,y) = 4x? 4 3y? — 7xy + 2 ma gradient
Vf(x,y) = (8x — 7y, —7x + 6y), ten je roven nulovému vektoru
praveé tehdy, kdyZz x = 0 ay = 0. Stacionarni bod A = [0, 0].
Déle fu (A) = 8, fy (A) = 6, fyy (A) = —7, tudiZ D1(A) = 8,
D,(A) = —1 a dle véty je bod A sedlovy bod a funkce f v bodé
A nema extrém.

To vidime i z toho, Ze funkce
f zUZena napfiklad na pfimku
y = 2x dava funkci g(x) =
f(x,2x) = 2x2 + 2 s ostrym lo-
kalnim (ba globalnim) minimem
v X = 0, kdezto proy = 1,1x
dostavame §(x) = f(x,1,1x) =
—0,07x2 + 2 s ostrym lokalnim
(ba globalnim) maximem

vx =0.
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