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Primitivni funkce

Definice: Necht (a,b) je interval s krajnimi body a, b pficemz
a < b (mlze byt a = —o0o, b = +o0). Funkci F nazyvame
primitivni funkci k funkci f v/na intervalu (a, b), jestlize pro

Vx € (a,b) plati F'(x) = f(x), zkracené F’ = f.

Pfiklad: f(x) = 5x2, F(x) = gx:” — 7 na (—o0, +00).

Véta (o existenci primitivni funkce): Je-li funkce f spojita
v intervalu (a,b), pak k funkci f existuje v intervalu (a, b)
primitivni funkce.

Poznamka: Derivovani je deterministicky proces, integrovani

nikoliv. Prim. fce mliZe existovat, ale nemusi byt vyjadfitelna

pomoci elementarnich funkci: f(x) = e™*, f/(x) = —2xe™*°

Vv (—o0, +00). Ze spojitosti f plyne existence prim. fce F, neni
VT

vyjadritelné elem. fcemi. Trik: F(x) = %erf(x).



Vlastnosti

» F'=fv(a,b), pak VC € R plati (F + C) =f v (a,b)

» FF=faG =fv(ab),pakF =G+ Cv(a,b)pro
néjakou konstantu C € R
(nebot (F -G)=F' -G'=0 = F-G=C)

» FF=fv(a,b)aG' =gv(a,b)=(F+G) =f+gv(ab)

» F'=fv(a,b)aa € R = oF je primitivni funkci k of
v (a,b)



Neurcity integral

Definice: Neurcitym integralem funkce f v intervalu (a, b)
nazyvame mnozinu vSech primitivnich funkci k funkci f

v intervalu (a, b) (pokud je neprazdnd).

Znatime [f(x)dx, [fdx, nékdyi [f, pokud je jasné, podle
které proménné se integruje.

Poznamka: Je-li F' = f v (a,b), pak [f(x)dx = F(x) + C, kde
F je pevné zvolend primitivni funkce k f a C probiha mnozinu
vSech realnych Cisel.

Zakladni neurcité integraly: viz skripta, internet (napf. Seznam
zakladnich integralll na https://cs.wikipedia.org) a dalsi zdroje.
Nebo odvozeni ze znalosti derivace elementarnich funkci.



Priklad: V tabulkach integralll byvaji informace neuplné, ¢asto
chybi interval, na némz rovnost plati. NapF. rovnost

1
/—dx:ln|x|+C
X

si jeSté musime doplnit o x € (—oo,0) U (0, +00).
Vskutku, je-li x € (0, +00), pak (In [x|)’ = (Inx)’ = %;
je-li x € (20,0, pak (In|x|)' = (IN(x))’ =~ =

Podrobné
X € (—0,0), C; € R,

/de— In(—x) + C4,
X lInx +Cy, X € (0,00), Co € R.



Metody integrace

Integrace rozkladem
Z vlastnosti prim. fci plyne, Ze neurcity integral souctu funkci je
roven souctu neurcitych integrald jednotlivych funkci

Priklad:

/<2x —-3x3 +2—> dx—/2x2dx+/(—3x3)dx+/idx

2
_3x3 /3x dx + = In|x\+C

> 1
:§x3_§x4+§|n|x\+c

ZKOUSKA!



Integrace po castech (per partes)

Myslenka: (uv) = u'v +uv’ = [u'vdx = [(uv) dx — [uv’dx

Tedy [u'vdx =uv — [uv’dx.

Priklad:

v=Inx Vv =
/xlnxdx:
!

1, x?
_EX Inx—/gdx
u=x u=

N[ x| =

2

1, X
=-XxInx ——+C, CeR
S Inx——-+C, Ce



Substitu éni metoda

Myslenka: Argument funkce f, tj. proménnou x, nahradime
vhodnou funkci g proménné napf. t, tj. x = g(t) a integraci
vzledem k x nahradime integraci vzhledem k t.

Pfesnéji: Necht funkce f je spojitd v intervalu (a, b) a funkce
X =g(t) je spojitd a ma spojitou derivaci v intervalu (c,d) a
zobrazuje (c,d) do (a,b). Pak

/fx)dx—/f ©)g'(t)dt, kdete (c,d). (1)

Oveéfme rovnost (1): Oznacme F (x) + C; primitivni funkci k f
na intervalu (a,b). Slozenou funkci f(g(t)) g’(t) pro
jednoduchost oznaCme z(t), je spojita, a tedy k ni existuje
primitivni funkce Z (t) + C,. Do F(x) + C; dosadme x = g(t) a
derivujme dle t (derivace slozené funkce)

(F(g(t) + C1) = F'(g(1))g’(t) =f(g(t))g'(t) = (2(t) + Cz)"
Derivace obou primitivnich funkci se rovnaji, z vlastnosti plyne,

Ze tyto primitivni funkce se liSi jen o konstantu, neurcité
integraly (tj. mnoziny prim. fci) jsou shodné.



Substitu¢ni metoda I: vyraz s x nahradime novou proménnou

MysSlenka: Zadani mé tvar pravé strany (1). Vyjdeme tedy
Z pravé strany a po aplikaci substituce dostaneme stranu levou,
tj. funkci f, jejiz integral jiz dokazeme najit.

Priklad:

/cosx In(sinx)dx =

sinx=y | _
cosx dx = dy‘ _/Inydy

1
_ r_ =

perp. |V =Iny v_y :ylny—/ldy:ylny—y+C
u=1 u=y

=sinx In(sinx) —sinx +C, C eR



Substitu¢ni metoda II: proménnou x nahradime vyrazem
S novou proménnou

MysSlenka: Zadani mé tvar levé strany (1). Najdeme takovou
vhodnou substituci x = g(t), abychom pak uméli integrovat
pravou stranu (1). Na rozdil od metody | funkce g musi byt na
intervalu (c, d) ryze monotdnni (tj. rostouci nebo klesajici),
protoZe ve vypoctu potfebujeme i funkci inverzni ke g.

vvvvvv

X =1t2
PFiklad: /sinﬁdx = |(t € (0,0)) :Z/tsintdt
dx = 2tdt
perp. | V=t vi=1 |_
= |0 = sint U= —cost| — 2tcost+2/costdt
— _2tcost +2sint +C ™ 5 K cos VX + 2sinvX +C

Lze integrovat i metodou I: /X =t, dx/(2y/X) = dt.



