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Pfipomenuti minulé latky Je dana funkce f a hledame takovou
funkci F (primitivni funkci), aby platilo F’(x) = f(x) na néjakém
intervalu (a, b). Pfipadné nas zajima mnozina vSech
primitivnich funkci k f (tj. neurcity integral [ f(x) dx), vime, Zze
prvky této mnoziny se liSi jen o konstantu.

Jiz zndme dvé obecné metody pro [ f(x)dx:

integraci po ¢astech (per partes)
Ju'vdx =uv— [u/dx
substituéni metodu

Jf(x)dx = [f(g(t)) g'(t)dt

Nyni se budeme vénovat metodam pro integraci specialnich
typl funkci.



Typ/];(())(()) dx=---=In|f(x)|+ C

Jde o specialni pfipad substitu¢ni metody I:

F'(x)
f(x)

t = f(x)
dt = f(x)dx

:/1m:mn+c
=In|f(x)|+C

dx:‘

Priklad:

/cot xdx= [SX gy |t = sinx
9 ~ ) sinx  ~ |dt = cosxdx

1
:/tdt:In|t|+C:In]sinx+C,

x € (kn,(k+ 1)), KEZ



Racionalni (lomené) funkce

Definice: Racionalni (lomenou) funkci nazyvame funkci ve
tvaru

kde P = P(x) a Q = Q(x) jsou polynomy libovolnych stupnu.
O racionalni funkci R = R(x) fekneme, Ze je ryze lomena,
jestlize st P < st Q, kde st znaci stupen polynomu.

Poznamky: st(5x?) = 2, st(—x* + 7x — 3) = 4.
Pro oznaceni stupné polynomu se téz pouziva deg.

MySlenka: Racionalni funkci R upravime na tvar
R = polynom + ryze lomena funkce
a kazdy c¢len integrujeme zvlast. U polynomu je integrace

snadna. U ryze lomené funkce uplatnime metodu rozkladu na
parcialni zlomky.



Déleni polynomu polynomem
Pfiklad: pro vypocet viz externi zdroj

22X +5x3+x2+2x -5

R(x)

X2 —3x 42
102x — 97
— 2x% 1 6x% 1 19x 1 46 1 02X~ 97
X2 —3x+2
. . 102x — 97
Jak si poradlmes/xz_S)H_zdx?
102x — 97

Myslenka: Pokud to jde, rozlozit rac. lom. fci ———
X2 —-3x+2
na soucet zlomku s polynomy prvniho stupné ve jmenovateli.

- . 102x -97 -5 107
Priklad: x2—3x+2_x—1+x—2

pro vypocet rozkladu a | R(x) dx viz externi zdroj




Rozklad racionalni (lomené) funkce

Omezeni: Budeme se zabyvat jen takovymi funkcemi
R = P/Q, kde polynom Q je rozloZitelny takto

Q(x) = a(x — 1) ... (x —am)™(x* + px + @), (1)

priemz ag, p, q,a; € R, kde i = 1,..., m, a kazdy z exponentl
r, j=1,...,m, je roven bud nule, nebo néjakemu pfirozenému
Cislu, a kone¢né exponent ry je roven bud 0 nebo 1, kdy

v druhém pfipadé ma polynom x? + px + g dva komplexni
kofeny s nenulovou imaginarni ¢asti.

Poznamka: Vyraz (1) tedy muze nabyvat specialnich tvara,
napf. Q(x) = x—3, Q(x) = (x —3)%, Q(x) = —8(x —3)(x +7)3,
Q(x) = 5x2 — 10x + 20 = 5(x2 — 2x + 4).



Véta: Racionalni (lomenou) funkci R(x) = gg; kde stP < stQ

a rp = 0 nebo rp = 1 (viz Omezeni na pfedchozi strané)

Q(x) = ap(x — aq)" ... (X — am)™(x® + px + q)",

Ize jednoznacné rozlozit na soucet zlomku (nazyvanych
parcialni zlomky

As 1 Aq2 Ay
R = J ’ SRR T LA B
N T () A <2)
Am.1 Am2 Am,rm Bx +C
+ 4o :
X—am (X—am)? (X —am)™ X2+ px+q

kde A,‘J7 B, CeR.

Oznaéme Rigzkiag Pravou stranu (2).



Dusledek véty: Vypocet | R(x)dx se pfevede na linearni
kombinaci ¢lend

/ 1 dx:ln\x—aHa,

X —«

1 1 1 .
/(X—a)kdx:_k—1(x—a)k—1 +C

/ _BX+C 4y sloit§jsi: virazy s In a arctg
XXtpx+q ' |

Myslenka: Z rozkladu (1) polynomu Q dostaneme presny tvar
rozkladu (2) funkce R. Nezname koeficienty Ai,js B, C ziskame
vyfeSenim soustavy lin. algebr. rovnic odvozenych
» ze srovnani koeficientd u stejnych mocnin x na levé a
pravé strané rovnosti P(x) = R(x)Q(x) = Riozkiad A(X)
» nebo vycislenim P(x) = Riozkiad Q(X) ve zvolenych
hodnotach x (vyhodné je volit napt. kofeny polynomu Q).

Priklady: viz externi zdroj



