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Pfipomenuti minulé latky
Zabyvali jsme se vypoctem neurcitého integralu funkci tvaru
/
P , o
g= ¥ aR= Io} kde P a Q jsou polynomy (R je racionalni
lomena funkce).

Dnes budeme pokraCovat — pro skupiny specialné
definovanych funkci zavedeme odpovidajici specialni
substituce. Vychozi integral se po substituci stane integralem
raciondalni lomené funkce.

Znaceni: R(x, z) = podil polynoml proménnych x a z.

X2 +3xz— 28

ox 218 . Pak

Priklad: Necht R(x, z) =

n x? +3xv/ax + b — (Vax + b)®
R(x,vax + b) = .
( +0) 2x+vax+b+8




Integrand tvaru R (x, ,’”/%)

hodnoty a, b, ¢, d € R museji mit dobry smysl.

Doporucena substituce:

. t"m—b
ax+b:tm, t.x:d
cx +d

Ptiklad: viz externi zdroj

a—ctm’



cx+d? cx+d

Integrand tvaru R (x, {’/ ax+b \q/ aX+b)

Zobecnéni pfedchoziho, kde R(x, y, z) je podil dvou polynomu
proménnych x, y, z, pficemz dosazujeme

_;/ax+b a Z_q/azx+b
Y =Vex+d Vx4 d

Doporucena substituce:

ax+bit,
ex+d

)

kde r je nejmensi spolec¢ny nasobek Cisel p a q.
Napf. p =12, q = 8, pak r = 24.

Priklad: viz externi zdroj



Integrand tvaru R(— cos x, sin x) = —R(cos x, sin x)

Substituce
sinx=1t = x=arcsint = dx=

cosx =1 —sinPx=+V1_ 2

dt

—
\

~
N

Priklad: viz externi zdroj



Integrand tvaru R(cos x, — sin x) = —R(cos x, sin x)

Substituce

dt
cosx=1 = x=arccost = dx=-—

1T-

sinx =v1—cos2x =112

Priklad: viz externi zdroj



Integrand tvaru R(— cos x, — sin x) = R(cos x, sin x)
Casto je funkce R tvofena sudymi mocninami cos x a sin x.

Substituce (na intervalu vhodném pro x, viz (1))
t=tgx, kdexe (-nw/2+km,7/2+kr)prokeZ. (1)
Z (1) odvodime

sin®x _ cos?x +sin®x 1

1+ =1+ = = 5 =——.
COS< X COS< X COS< X

()

Pomoci (2) vyjadfime (pro cos x a sin x odmocnime)

2
COS” X =
1+t
Sinx—1 —cos?x = 1— — 1 — £
- I e
1
Nakonec z x = arctg t dostaneme dXZ1+t2 dt.

Piiklad: viz externi zdroj



Integrand tvaru R (cos x, sin x)

Substituce

t:tg;, kde t € (—m + 2km,m + 2km)prok € Z, (3)

integraci nez specialni substltuce uvedené vyse.
Z (3) odvodime

2 x in2 X
sin® % _ C0s“5 +5sIn” 5 1

1+ =1+ = = :
cos? § cos? § cos? §

Pomoci (4) vyjadiime
oX 1
= 5
cos’ s = 1@ ®)
5 X X 1 12
Z =1-cos? 1— = . 6
sm2 s =1 = 1ip (6)

Vyuzijeme vztahy pro dvojnasobny thel:




oX .o X 1 1 112
COS X = COS 5 Si 5 1 e 1+ 148 (7)

Sin X — 208 > sin & = 2 1 & _ 2 (8)
N 27 2 “Axe\1+r 14

Poznamka: Je sice V2 = ||, av8ak blizsi rozbor (staéi napt. dosadit do
pravé strany (8) za t) by ukazal, Ze (8) skute¢né plati bez absolutni hodnoty.

Jest x = 2arctg t, odtud pak vztahy (7) a (8) doplnime o

2

1+t2dt

dx =

Priklad: viz externi zdroj



Integrand tvaru R (x Va? > a > 0 konst.

Substituce
. ™ T
X = asint, te <_§’ §> , nebo x = acost, te (0,m)

a jeji smysl

Va2 —x2=1/a2 — a2sin’t = av/cos? t = acost.

Priklad: viz externi zdroj
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Integrand tvaru R (x, a2 + x2>, a > 0 konst.

Substituce
™ T
x = atgt, te (_5’ 5) , nebo x =acotgt, te (0,m)
a jeji smysl
cos2t +sin’ t a
Va+x2=/a+ atg°t=a il = :
cos? t cos t

Priklad: viz externi zdroj
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