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Souvislost s minulou latkou
K dané funkci f umime (ne vzdy) najit takovou funkci F, Zze
F'(x) = f(x) pro vSechna x z néjakého intervalu /.

Dnes se ukaze, ze znalost funkce F nam pom0ze vyreSit i jinou
ulohu, totiz urcit velikost plochy vymezné grafem funkce f na
intervalu [a, b] a soufadnou osou, na niz interval [a, b] leZi.
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Urcity integral

Definice: Necht funkce F je néjakéa primitivni funkce k funkci f
na intervalu [a, b]. Pak ¢islo

b
/ f(x)dx % F(b) — F(a) (1)

se nazyva urcity (Newtonav) integral z funkce f od a (dolni
mez) do b (horni mez) nebo na intervalu [a, b].

b
» Nékdy zduraznéno (N)/ f(x)dx
a

» Zavadi se symbol [F(x)]2 = F(b) — F(a)
» Vztahu (1) se téz fika Newtonova-Leibnizova formule
(N.-L. vzorec)

» Souvislost s plochou prozatim nejasna

Isaac Newton, 1643—1727; Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646—-1716



Newtonuv integral — existence

Symbolem C(/) budeme znacit mnozinu vSech spojitych funkci
na intervalu / se zavedenym scitanim funkci a nasobenim
funkci realnymi Cisly (je to dokonce vektorovy prostor).

Véta o existenci N. integralu: Jestlize je funkce f spojita
na uzavieném intervalu [a, b], tj. f € C([a, b]), pak existuje

b
Newtonlv integrél/ f(x)dx.
a

1
Je to jen postacujici podminka. Napf. funkce 2x neni prvkem
C([0,1]), ale presto

1
| somdx= vl =vi-vo-1.



Newtonulv integral — vlastnosti |

b
1) / f(x) dx nezavisi na vybéru primitivni funkce.

a
Dukaz: Necht F a G jsou na intervalu [a, b] dvé primitivni funkce k funkei .
Pak G(x) = F(x) + CVx € [a, b], kde C € R. Plati

/b f(x)dx = G(b) — G(a) = F(b) + C — F(a) — C = F(b) — F(a).

2) Linearita. Necht f,g € C([a, b]), pak plati

/a((x)ig dx_/f dxi/g
/aaf( ) X—a/f x)dx VaeR.

b
Poznamka: Obecné/ f(x)g( dx;é/ f(x dx/ g(x)dx |
a



Newtonuv integral — vlastnosti Il

3) Monotonie. Jestlize pro f,g € C([a, b]) plati f(x) < g(x)
b b
Vx € [a, b, pak/ f(x)dx 5/ g(x)dx.

Jestlize navic existuje bod xo € [a, b], v némz je f(xo) < g(xo),
pak /b f(x)dx < /b g(x)dx.
Dﬂsleijek: fe C([a,ab]),
f(x) >0Vx € [a,b] = /bf(x)dx > 0.
.

b
Obdobné f(x) > 0 vx € [a,b] = / f(x)dx > 0
a

a)fecab) = /bf(x)dx_—/af(x)dx; /af(x)dx_O
a b a



Newtonuv integral — vlastnosti Il

5) Necht f € C([a, b]) a c € [a, b]. Pak
b c b

/ f(x)dx = / f(x)dx —1—/ f(x)dx
(nebot F(b) — F(a) = F(b) < F(c) + F(c) — F(a)).

/f dx</\f )| dx

Dlkaz: Z nerovnosti —|f(x)| < f(x) < |[f(x)| a z monotonie 3) plyne

6) f € C([a,b])

—/ |f(x) dxg/ f(x) dxg/ |f(x)| dx. Odtud uz dostavame
a a a

/: f(x)dx| < /ab|f(x)|dx.

7) Je-li f € C([— aa])suda pak f )ydx =2 / f(x
—a

je-li licha, pak f(x) dx =0. (Bude zfejmé pozdéji.)
—a



Newtonuyv integral — vlastnosti IV

Véta o stfedni hodnoté: Je-li f € C([a, b]), pak existuje bod
¢ € (a, b) takovy, zZe plati

’ f(x)dx = f(&)(b— a).

a

jbﬁm du=fop(6-)

¢ olode/lm//(




b
Zakladni metody vypoctu / f(x)dx
a

Integrace po ¢astech (per partes)

Necht funkce ' = U/(x) a v/ = v/(x) jsou spojité na intervalu
[a, b] (tedy i funkce u a v jsou spojité na [a, b]). Pak plati

o

kde [u(x)v(x)], = u(b)v(b) — u(a)v(a).

Priklad: viz externi zdroj



Substituc¢ni metoda: Predpoklady
» Funkce f = f(x) je spojita na intervalu [a, b]
» Funkce ¢ = ¢(t) ma v intervalu [«, 3] spojitou derivaci
¢ = ¢'(t) a ¢ zobrazuje interval [«, 5] na interval [a, b]
Potom plati (substituce x = (1))

/b F(x)dx = /ﬂ F(o(1) (1) dt

kde a = ¢(«), b = ¢(B). Transformace mezi!

Poznamka: Neni zapotfebi monotonie funkce ¢ (neni zapotrebi

pouzit inverzni funkci).

Substituce h(x) = z: Necht f(x) = g(h(x))H (x), kde H'(x) a
g(h(x)) jsou spojité v [a, b]. Pak

h(b)
/ f(x dx—/ g(h(x))H ( x)dx—/ g(z)dz.
h(a)
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Jak (ne)pocitat

Spravny postup

S =CosX
ds = —sinxdx
XxX=0=s=1

x=7/2=8=0

— _/10(1 —sz)ds:/01(1 —s?)ds=1— [;SS];

—1—

w/2 w/2
/ sinsxdx_/ (1 — cos? x) sin xdx =
0 0

2
3

1
3
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Spravny, ale tézkopadnéjsi postup s pomocnym vypoctem
primitivni funkce pouzitym na misté =

w/2 . 1 w/2 1 2

/ sin® xdx = [—cosx+cos9’x] :o_<_1 +> _ <

0 3 0 3
Pomocny vypocet

S =C0S X

i3 _ — c0s2 ¥) i _
/sm xdx/(1 cos” x) sinxdx = ds — — sin x dx

1 1
= —/(1 —s%)ds=—-s+ 533 = —cosx+§cossx.

12/109



Nespravny postup, ktery sice vede ke spravnému vysledku, ale
u zkousky nebude akceptovan:

"2 "2 _
/ sin3xdx_/ (1 — cos? x) sin xdx = S —C0osX
0 0 ds = —sinxdx
. w/2 1 w/2
:—/ (1—32)ds:—[s—s3]
0 3 0
. 1 /2 2
:—[cosx—cossx] =—(0-0-(1-1/3)) = =.
3 0 3

V mistech oznagenych = rovnosti neplati, protoze sice do$lo ke
zmeéneé promenné, ale nedoslo k transformaci intervalu, na
némz se integruje. Navratem k puvodni proménné x se vyruSily
ucinky dvou chyb, jsme vlastné v situaci z pfedchozi stranky.

12/109



Modifikace pfedchoziho nespravného postupu, pfi niz fesitel
naznacuje, ze se vrati k vychozi proménné, ani tento zplisob
nebude akceptovan:

S =C0SX

w/2 w/2
. 3 . . 2 . _
/0 sin xdx_/O (1 —cos” x)sinxdx ds — — sin x dx

[ o]
/2 5

_— [cosx—;cossx]o =—-(0-0-(1-1/3)) =3
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Riemannav integral

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826—1866), némecky matematik
Jeho definice ur€itého integralu je pfimo zalozena na pojeti
uréitého integralu |, ab f(x) dx jako obsahu plochy vymezené
grafem integrované funkce a intervalem [a, b].
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A midpoint Riemann sum approximation of ‘ f(x) dx,
0
where f(x) =sin(x) and the partition is uniform. The
approximate value of the integral is 2.008248409.
Number of subintervals used: 10.
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Priblizna
hodnota:
1.669364272

Priblizna
hodnota:
2.297682803
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Priblizna
hodnota:
1.920431996

Priblizna
hodnota:
2.077511627
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Riemannuv integral — nastin myslenky

Funkce f omezend na intervalu [a, b]. Ten rozdélen na n dild
[xi—1,x], i =1,2,...,n. Body déleni oznacme D, = {x;}.,,
kdexp=a<xi < - <X_1<X<...Xp=b.

V kazdém intervalu zvolme bod ¢; € [x;_1, Xi].

Oznacéme S(Dn) = ZP:1 f(f,‘)(X,‘ — Xj_1 )

Uvazujme posloupnost rdznych déleni { D}, takovou, ze
lim max (x; — x;_1) | = 0 (konvergujici déleni).

n—oo \j=1.2,....n

Jestlize posloupnost {S(Dn)}n—oo j€ konvergentni, jeji limitu
ozna¢me Rp,.

Jestlize pro vSechna konvergujici déleni a libovolné zvolené
vybrané body ¢; dostaneme stejnou limitu Rp,, nazveme ji
Riemannovym integralem funkce f od a do b a oznacCime

b b
/ f(x)dx, pfipadné (R) / f(x)dx.
a a
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Riemannuv integral — existence, vztah k Newt. int.

Véta: Necht funkce f je na intervalu [a, b] omezend a spojita
s vyjimkou nejvySe kone¢né mnoha bodu. Pak existuje

R) /ab f(x)dx.

Véta: Jestlize pro funkci f existuje jak Newtonuy, tak
b b
Riemanniv integral, pak (R)/ f(x)dx = (N)/ f(x)dx
a a

Diikaz (pro f spojitou): Mé&jme déleni D, intervalu [a, b]. Z véty o stfedni
hodnoté vime, Ze existuji body &; € [xi_1, x;] takové, ze

b X; Y —~
N) [ f0ax =0 [7 fxdx = ELiAE)0 — x-1) = SB). (2

Necht {f)n}nﬂoo je konverguijici posloupnost déleni, pak pro kazdé déleni D,
z této posloupnosti plati S(Dn = f f(x) dx (body & dany vétou o stf. h.).
Vime, ze (R) fab f(x) dx existuje, t] pro libovolna konverguijici déleni
{Dn}n— oo alibovolné vybéry & je lim,_,{S(Dn)} = (R) f: f(x)dx, tedy i pro
{Dn}nsoe. Tudiz limnsoe {S(Dn)} = (R) [ f(x) dx & (N) [? f(x) dx
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