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Literatura: 5
M. KoCandrlova, J. Cerny: GEO-MATEMATIKA 1, str. 167-170,
179-185

Elektronicka skripta doc. A. Nekvindy, prednaska 7 (od strany
59), odkaz na webové strance MM2G prednasejiciho.
V prezentaci budou odkazy, napf. [N60] odkazuje na stranu 60.

Pro porozuméni matematickym zapisdm:
https://mat.fsv.cvut.cz/chleboun/JCh_vyuka/Vysv_pojmu.pdf



Funkce vice proménnych

Funkce dvou proménnych f: (x,y) — z € R, kde

[x,y] € D C R?, pfitemZ Dy je definiéni obor funkce f (&asto
maximalni mnozina, kde je f ,rozumné* definovana).
Priklad: f(x,y) = In(xy)

Df = {[Xv.y] € Rz : (—O0,0) X (—O0,0) U (0,00) X (0,00)}

’ 2='f(x,>')

X

Funkce tfi proménnych w = f(xy, X2, X3), kde [x1, Xo, X3] € R®
aweR.
Obdobné pro funkce n proménnych.



Poznamka: Nékdy se rozliSuje (ve skriptech):

R? — usporadané dvojice reélnych &isel (bez definované
vzdalenosti),

E, — usporadané dvojice realnych Cisel se vzdalenosti dist
definovanou predpisem

dist((x1,y1), (X2, y2)) = \/(Xz —x1)2+ (Y2 — )%

obdobné pro Es.
My zjednodu$ujeme: R? = E,, R3 = Ez aR" = E,,.



Definice: Oborem hodnot funkce f n proménnych je mnozina
Hi={zeR: w=|[xq,Xo,...,Xn] € Df, z=f(w)}.

Priklad: f(x,y) = In(xy), Hr =R
Definice: Grafem funkce f dvou proménnych je mnozina

G ={xy. € B: [x.yl €Dy, z=f(x.)}.
(obecné viz [N59)).
Definice: Vrstevnice o vySce (k6té) h € R je mnozina

Vo ={lx,y1 € Dy : f(x,y) = h},

kde f je funkce dvou proménnych.
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llustrace ke grafu funkce dvou proménnych s definiénim
oborem Dy = [-3, 3] x [-3, 3] a s oborem hodnot
H; = [-5,6, 7,6].
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Spoijitost funkce vice proménnych
Definice: Rekneme, Ze funkce f = f(x, y) je spojita v bodé
[X0, Yo] € M vzhledem k mnozine M (M je obvykle Dy), jestlize

Ve 36 > 0 V[x, y] € Us(xo, Yo) N M plati [f(x, y) — f(xo0, yo)| < ¢,
kde Us(xo, o) = {[x.¥] € B2 : /X —x0)? + (¥ = Yo)? < 3 }.

Poznamka: Obdobné pro vice proménnych. Definice v [N63] je formulovana
jinak, ale ekvivalentné, viz prezentace str. 18.
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Stejné jako u funkce jedné proménné fekneme, ze funkce f
vice proménnych je spojita v (na) mnoziné M, jestlize je spojita
v kazdém bodé mnoziny M.

Takeé plati, Ze mame-li funkce f a g spoijité v bodé [xg, yo], pak
f+9,f—g9,f-g, f/g (ma-li podil smysl) jsou funkce spoijité

v bodé [x, yo], @ Ze slozeni spojitych funkci je spojita funkce.
Podrobnéji [N63].



Limita funkce dvou proménnych

Prstencové okoli bodu[xg, ¥o]:

Us(x0, Yo) = Us (X0, ¥o) \ {[X0, Yol }-

PFipomenuti: Bod A € R? se nazyva hromadny bod mnoziny
M c R?, jestlize V6 > 0 Us(A) N M # 0.

Definice: Rekneme, Ze funkce f ma v bodé A = [xo, yol, jenz je
hromadnym bodem def. oboru Dy, limitu o € R U {—o00, +0},
jestlize ke kazdému okoli U.(«) existuje prstencové okoli Uj(A)
takové, Ze pro kazdy bod X € U;(A) N Dy je f(X) € U-(a).
PiSeme limyx_, 4 f(X) = a.

Jinymi slovy: pro kazdou posloupnost [xm, ym] — A, kde

Dusledek: Jina definice spojitosti — o funkci f fekneme, ze je
spojitd v bodé A € Dy, jestlize limy_,4 f(X) = f(A).

g X2 — y? X2y
Priklady: Pro [x, y] — [0, 0] funkce XE T y? a7 v
limitu, viz [N62]. Zkuste posloupnosti [An, 0], [0, An] @ [An, hn], [An, K2, kde

hn — 0. Konverguiji k [0, 0], ale limity funkci jsou 1 a —1 (prvnif.) a0a 1/2 (druhaf.).

nemaji



Parcialni derivace funkci dvou proménnych
Definice: Bud dana funkce f a jeji defini¢ni obor Dy. Necht
v bodé [xg, yo] € Ds existuje okoli Us(xo, o) C Ds. Jestlize
existuje vlastni limita

im f(xo + h, yo) — f(Xo, Yo)
h—0 h ’

pak ji nazveme parcialni derivaci prvniho radu funkce

f
z = f(x,y) podle x v bodé [xp, o] @ oznaCime g (X0, Y0)-

Of(X0, ¥o) 02

Poznamka: Jina znadeni I — (X0, Y0), fx(X0, Y0),

£ (X0, ¥0), 2x(X0, ¥0), Zx (X0, Yo)-
Zcela obdobné pro y: ... Jestlize existuje vlastni limita
f(Xo0, Yo + k) — (X0, Yo)

lim )
k—0 K

pak ... podle y ... a oznac¢ime g;(xo,yo).



Derivace vy$Sich radu ziskdme opakovanym derivovanim

funkci or a 8—f Derivujme napf. or podle x v bodé [xo, Y],

ox Oy ox
2
dostaneme gXZ(XO,yO). Nebo dle y, dostaneme smiSenou
i
derivaci xdy (X0, Y0)-
, of y f
Derivace funkce @ podle x v bodé [xp, yp] dava smiSenou
. 0Pf
derivaci dy 8X(X°’ ¥0)-

Poznamka: Pofadi symbolu u smiSenych derivaci neni

. TR o V. of
v literatufe jednotné. Néktefi autofi znaci derivaci funkce Ix
2

dle y takto
2

oxoy
derivaci (pozdéji).

o-f L of
dyox (X0, Yo) a derivaci funkce ay dle x takto

(X0, ¥0)- Na poradi vSak obvykle nezalezi — viz zaménnost
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0
Vy§Si deri : Napt. tfetiho fadu ———
yS8i derivace: Napr. treti u I 8y2(

Xo, Yo) (nejdfive

podle x, pak dvakrat podle y).

Zcela analogicky jsou definovany parcialni derivace funkci
tfi a vice proménnych.

n
oxkoytozm
derivovanim k-krat podle x, ¢-krat podle y a m-krét podle z, kde
k, ¢, ma njsou prirozena Cislaan=k + ¢+ m.

je parcialni derivace n-tého radu vznikla

P¥i derivovani funkci vice proménnych postupujeme stejné jako
u funkci jedné proménné, nebot’ ty proménné, podle nichz se
momentalné nederivuje, povazujeme za konstanty.

Priklad: viz externi zdroj
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Zameénnost smiSenych parcialnich derivaci

Véta: Jestlize jsou parcialni derivace funkce f = f(x, y) spojité
do n-tého Fadu véetné na oteviené mnozingé M c R?, pak
smi$ené derivace az do fadu n jsou na mnoziné M zaménné.
(Obdobné pro f = f(x, y, z) atd.)

o o2f 0?f
Napriklad tedy c’)xiay(x’ y) = ayc’)x(x’ y).
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Vyznam parciélni derivace: Derivace funkce jedné proménné, ktera
vznikne tak, Ze hodnoty proménnych, podle nichz se nederivuje, jsou
pevné, zbude tedy jedina volna proménna.

Priklad:

Funkci f(x,y) = 10 — x® — 2y2

derivujme v bodé [—1,0] podle x.
of :

E;c;staneme a—x(x,y) = =2x, t{j

(10 =2

Totéz jako g(x) = f(x,0) = 10 — x?
a derivace

—Z(x) = dix(m —x2) = —2x.
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